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Einige  Beobachtoogen  and  Bemerkungen  über   Per- 

Bonaldifferenz. 

Von 

Herrn  Uoctor  Jfulius  Hartmann, 

Lehrer  um  Girninaiiiuiii  xii  Kintelo. 


Wenn  zwei  Beobachter  plötzliche  Pbänomene  —  z.  B.  l/iebt- 
Kfitze  (Pulver- oder  Heliotrop-Signale)  oder  Sterndurchgänge  u.  dgl.  — 
MO  einer  und  derselben  Secundenuhr  und  überhaupt  unter  Monet 
::leichen  Umständen  beobachten,  so  zeigt  Kich  bei  Vergleichuug 
Her  Zeitangabe,  zu  welcher  Jeder  das  Phänomen  gesehen  haben 
i»ill,  eine  Verschiedenheit »  die  von  der  Individualität  des  Be- 
nbacbterii  abhängt  und  die  man  Personaldifferenz  zu  nennen 
vorgeschlagen.  Sie  kann,  natOrlich  abgesehen  von  zufälligen  gros- 
seren Irrthümern,  für  einzelne  Beobachtungen  mehr  als  eine  halbe 
Secande  betragen,  im  Mittel  aus  einer  Reihe  Beobachtungen  aber 
leicht  bis  zu  mehreren  Zehntelsecunden  sich  belaufen. 

Fragt  man  nach  den  möglichen  Ursachen  dieser  Erscheinung, 
M bieten  sich  zunächst  im  Allgemeinen  folgende  dar: 

1)  Unsicherheit  der  Beobachtungen.  Die  plötzlichen  PhS- 
nonese  Überraschen  den  Beobachter,  auch  wenn  er  sie  mit  A)if- 
merimmkeit  erwartet,  Immer  mehr  oder  weniger.  Die  freie  Eln- 
theilang  der  Secunde  in  kleinere  Zeitintervafle  und  AbschSlznng 
der  vor  und  nach  dem  Erscheinen  des  Phänomens  V^giäbg[änen 
Seemdeotlieile.  au/i  der  Erinnerung  erfordert  grosse  RuIi^q  und  Auf* 
nvrksaakeit.  .EiM:  gewisse  Unsicherheit  wird  selbst  bei  grosse^ 
\!ik«og  nicbt  gans  verschwinden.  —  Die  aus  dieser  Quelle  stam» 
a-  piSeNtnse9,,w,erdeii  durch  Vermehmng  der  BepbechtuBr 
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gen  bekaontlich  mehr  und  mehr  ausgeglichen»    um  ein  etwaiges 
constanteres  Element  mehr  und  mehr  hervortreten  zu  lassen. 

2)  Verschiedene  Gewöhnung  in  der  Schätzung,  wobei 
natOrlich  wenigstens  die  eines  Beobachters  unrichtig  ist.  Freilich 
konnte  auch  jeder  Beobachter  nach  seiner  Weise  genau  beobach- 
ten, der  eine  aber  den  Anfang,  der  andere  das  Ende  oder  die 
Mitte  der  scheinbaren  Dauer  des  Licht-  oder  Schalleindrucks  fixi- 
reu.  —  Eine  solche  verschiedene  Gewohnung  wQrde  durch  grössere 
Uebung  immer  fester  und  dann  mit  eine  Quelle  einer  constan- 
ten  Personaldifferenz  werden. 

.  3}  EÜs  konnte  aber  auch  eine  Ursache  in  der  verschiedenen  Orga- 
nisation des  Auges  oder  Ohres  der  Beobachter  liegen.  Bei  dem 
einen  kGnnten  die  Zeiten,  welche  vergehen,  bis  das  gehorte  und 
bis  das  gesehene  PhSnomen  zum  Bewusstsein  kommt,  von  den 
entsprechenden  Intervallen  beim  andern  Beobachter  verschieden  sein. 
Auch  diese  Ursache  wOrde  eine  Constanz  der  Personaldifferenz 
bedingen. 

Bei  wichtigeren  Beobachtungen,  zu  welchen  verschiedene  Beob- 
achter beitragen,  müssen  die  Angaben  auf  einen  einzigen  redu- 
drt  werden,  weshalb  die  Beobachter  an  einer  Reifte  Ähnlicher 
Phänomene  ihre  Personaldifferenz  zu  ermitteln  pflegen.  Sind  die 
•  Beobachtungen  an  verschiedenen  Orten  gemacht,  so  kommen  spä* 
ter  die  Beobachter  persrmlich  zusammen,  um  sich  zu  vergleichen. 
—  Es  bleibt  aber  dann  die  Frage,  ob  die  Personarfdifferenz  bei 
dieser  sp&teren  Vergleichung  unter  vielleicht  geänderten  geistigen 
und  körperlichen  Umständen  noch  dieselbe  ist,  wie  sie  während 
der  Beobachtungen  selbst  stattfand. 

Es  mflssten  eigentlich  zwischen  den  wirklichen  Beobachtungen 
auch  Personaldifferenz  •  Bestimmungen  gemacht  werden. 

Dies  wäre  tfotz  der  Entfernung  der  Beobachter  mGglich,  wenn 
;}edrr  Beobachter  zwischen  seinen  Beobachtungen  sich  gleichsam  ^ 
mit  „der  Wahrheit'*  vergliche,  d.h.  Beobachtungen  an  einem  ^ 
Instrumente  anstellte,  welches  den  eigentlichen  Beobachtungen  '* 
.sehr  ähnliche  Beobachtungen  gestattete,  und  sich  —  von  einem  ^" 
Gehfiifen  •*  so  stellen  Hess,  dass  zu  einer  bis  auf  wenigstens  V 
einige  Hnndertelsecunden  genau  bestimmten  Zeit  iwischen  swei  ^ 
Ubrsehlägepi  ein  plötzliches  Phänomen  an  ihm  erscheint  ^ 

Ein  solches  Instrument  wGrde  neben  dem  eben  angedeuteten 
VtNTedra  ^-*>  die  retatiTe  Personatdifferenz  (Differens  iwtocheo  zwei  ^ 
fSeohneiitn^  «rälMrend  der  Beobachtunglm  üelb^t  durch  Vermfttelung  ^ 
^611' äbäTöfüthtt'  (AV(ßrt\ehvLri^  des  BebbaehterU  ton  den' Angaben  !|* 


h 
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des  InstrumeBts)  au  erforsehen,  *-  auch  eioeni  aiigaheadea  Beab- 
achter  DÜtzUcba  Dienste  leiateo,  iudem  ea  ihm  bei  aetnen  Uebua- 
gen  auf  einfache  Weiae  auch  die  Kenntnisa  aeiner  Fehler  ^fiSsK^ 
was  hei  andern  BeobacbtungaH-eiaen ,  z.  B.  am  Katerachen  Feder* 
pendel  oder  an  Lichtblitzep  mit  einer  Lampe,  nicht  der  Fall  iai. 
/a,  es  wOrde  ihm  auch  eine  richtige  Gewöhnung  veracbaffen«  denn 
nenn  z.  B.  das  Phänomen  aehr  oft  hintereinander  zu  derselben 
Zehntelaeemide  eracbehity  ao  wird  alch  der  Gesaramteindruck  der 
Aureinanderfolge  Tom  Secundenachlag  und  Phänomen  dem  Beob- 
achter ao  einprägen»  daaa  er  ihm  gleichsam  zur  andern  Natur 
wird;  kurs  ea  wfirde  gleichaam  die  Dienate  einea  aufmerksamen 
Exercitienmeiatera  vertreten.  Auch  der  geübte  Beobachter  %vilrde 
dadurch  auf  directe  Weise  einen  Anhaltepunkt  erhalten,  wie  genau 
er  aich  etwa  an  einem  bestimmten  Tage  in  seinen  Beobachtungen 
der  Wahrheit  anzuschüeaaeu  pflege.  —  Aodemtheils  al>er  würde 
ea  auch  leichtern  Aufachluaa  versprechen  über  einige  interesaante 
psychologische  Eracheinungen.  I 

Im  Folgenden  erlaube  ich  mir,  die  Beachreibung  eiaea  aolchen 
Isstnimenta,  wie  ich  ea  mir  habe  anfertigen  lassen,  und  einige 
^amit  augeatellte  Beobachtungen  ala  vorläufige  Notizen  vorzulegen. 


Beachreibung   dea   Instrumenta. 

Cuter  9   zwischen  und  über  zwei  starken  Measingplattcn  *)  von 
etwa  8  Zoll  Durchmesser  findet  sich  zunächst  eine 

achiagende  und  zeigende  Uhr. 

1)  Mittels  einea  Centrifugalpendela  wird  die  vertikale  Aze  «a 
(Taf.LFig.  1.),  dieSecundenaze,  in  gleichmässige Rotation veraetzt. 

2)  Dieae  Aze  trägt  bei  u  eine  horizontale  Scheibe,  die  nach 

eaer  Windoug  einer   arcbimediachen  Spirale  (Taf.  I.  Fig.  2.)  aua^ 

;escbnltten  iat.    Auf  deren  Rand  gleitet  der  Haken  p  dea  ArsMi 

np,    der  um  eine  Aze  bei  o  drehbar  ist  und  von  einer  Feder  f 

asgedrfickt  wird ,  um  bei  jeder  Rotation  der  Seeundenaze  von  die- 

aer  huweggehoben  zu  werden  und  vom  Absatz  der  Spirale  wieder 

aAzagleiten.    Bei. diesem  Abgleiten  «chlä^t,  ehe  der  Uaken  p  die 

dfff  A»f*  .oShern  Theile  der  Spiralscheibe  erreicht  (um  die  Zapfen- 

bcher  imt  Aze  nicht  zu  verderben),   der  Stift  r  auf  daa  Metall* 


**)  Taft  L'iig-  täw  HMrisoDtaiprojectioD  da«  Bäderwerln  swi«diea  daa 
wml  dH4  IMaiplatta  Vü.    Tal  1.  Fig.  IS.  Bariaeatalvaa\a«iWa  Wa 
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stfick  f^  und  gibt  einen  Ten,  Siuiiieb-dänv  gewiHinlioben  S^cuii* 
deoechiag  etaer  Pendekihr;  no.  daaU^also 'rvgelmäesig  SeGiinden> 
•ebläge  geh&rt  vrerden. 

3)  Der  Hammerarm  op  trSgt  bei  i  noch  einen  Anaäfx,  der  im 
Augenblick 'defl  Anschlags  von  r  an  r^,  also  der  Entstehung  des 
Schalls  einen  andern  1*heil  (s.  Taf.  I.  Fig.  15.)  auslost 

4)  Bei  c  (Taf.  I.  Fig.  1.)  trägt  die  Secundeoaxe  eioeo  Trieb, 
ui  welchen  ein  Zviischenrad  B  und  in  dessen  Trieb,  das  Minuten- 
rad  M  eingreift.  Die  Axe  dieses  letztem,  mm^  trägt  oben  einen 
Zeiger  %,  der  aber  dem  Zifferblatte  ZZ,  welches  in  60  Tbeiie 
getheilt  ist,  die  einzelnen  Secunden  anzeigt  Ein  Spiegel  D  (Taf.  I. 
Fig.  16.)f  unter  45^  gegen  den  Horizont  geneigt,,  gestattet  das  Zif- 
ferblatt,, statt  von  oben,  von  Her  Sqite  zu  betrachten. 

5)  In  den  Trieb  der  Minutenaxe  greift  ein  Rad  mit  dem  Feder- 
haas F  (Taf.  1.  Fig.  16.)  and  der  weitern  gewChnlicfaeA  Einrichtuhg 
zam  Aafz|phen. 

6)  Die  Axe  des  MInatenrades  trägt  oben  noch  die  Scheibe  S 
(Taf.  I.  Fig.  1.  und  Fig.*!.),  welche  an  ihrem  Umfange  zwei  aufstei- 
gende schiefe  Ebenen  mit  Absätzen  «  und  o^  bat,  auf  denen  ein 
federnder  Hammer  q  (Taf.  I.  Fig.  5.)  während  einer  Minute  zweimal 
gehoben  wird  und  zweimal  in  Intervallen  von  30  Secunden,  allemal 
zwischen  zwei  Secundenschlägen  heruntergleitet,  s.  B.  zwischen 
dem  59sten  und  60sten  und  zwischen  dem  29sten  und  SOsten  Schlage. 

7)  Ein  an  der  Secundenaxe  befe^tigtos  Rad  C  (Taf.  I.  Fig.  15.) 
greift  weiter  in  den  Trieb  der  Sirenenaxe  n  ein ,  weiche  oben  eine 
Scheibe  Q  (Taf.  I.  Fig.  16.)  mit  100  gleichweit  entfernten,  nahe  am 
Rande  in  der  Peripherie  eines  Kreises  befindlichen  Lochern  trägt. 
Ueber  diesen  Löchern  endigt  ein  kleines  Blaserohr,  um  bei  der 
Umdrehung  der  Sirenenscheibe  einen  Ton  .entstehen  lassen  zu 
kSnnen.  Die  Sirene  dient  zum  Erkennen  des  gleichimflssigen  Gan- 
}ftB  des  Pendels.  So  lange  der  Ton  noch  auf-  und  nlederschwankt 
M  der  Gang  noch  ungleichmässig. 

Stellsystem. 

8)  Das  Getriebe  der  Secundenaxe  bewegt  weiter  ein  Zwischen- 
rad  V  (Taf.  1.  Pig.  15.  und  Fig.  4.),  welches  wieder  in  das  Getriebe  g 
der  Stellaxe  eingreift.  Diese  Axe  dreht  sich,  da  ihr  Trieb  dem 
der  Secundenaxe  gleich  ist,  also  auch  in  einer  Secande  mit 
fMefamässiger  Geschwindigkeit  herum,  fiie  läset  üieh  von  einem 
nrter  der  ünterplaM» 'befeatigten  drehbare»  ArmFili^  (Ta&l.Fig..l8. 
ond  Fig.  4.),  der  mit  ein^  ilihi^fert-  EblMie'  «idigt j  snf  ^eMrar  daii 
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Eode  der  8teliaxe  ruht«  senken  und  heben»  so  das9  ihr  Getriebe 
mit  dem  Rad  V  in  Berfibrung  oder  ausser  Ueriihrung  kommt« 
M  also  an  der  Beiregung  Theil  nimmt  oder  unabhängig  davon 
bleibt.  Sie  trägt  über  der  Oberplatte  eine  Scheibe  //  (Taf.l.  Fig. 4.) 
mit  einen  Kreis  voll  dicht  an  einander  stehender,  nach  oben  sich 
cooiscfa  erweiternder  Löcher,  in  welche  eine  stumpfe  Spitze  tf 
einfallen  kann. 

9)  Um  das  über  der  Lucherscheibe  hervorragende  Ende  der 
Stellaxe  ist  ein  Kohrstilck  ß  (Taf.  I.  Fig.  4.)  drehbar«  das  unten 
eine  leichte  Scheibe  von  Kartenpapier  pp  von  circa  3  Zoll  Durchmesser 
bi«;t.  Diese  Scheibe  ist  am  Rande  (Taf.  1.  Fig.  13.  und  Flg.  16.) 
in  100  Theile  eingetheilt  und  von  5  zu  5  Theilen  numerirt.  An 
einem  aussen  befestigten  Zeiger  |  gleitet  also  von  dieser  Thei- 
long«  wenn  die  Scheibe  mit.rotirt«  ein  Theil  in  je  einer  Hunder- 
telsecunde  vorQber. 

10)  Cm  ß  (Taf.  I.  Fig.  4.)  ist  ein  iveiteres  RohrstOck  /  dreh<> 
bar«  an  weichem  ein«  hei  e  schwach  nach  oben  federnder  Arm 
tk  feMtsitat«  %vcicher  die  stumpfe  Spitze  o  .trägt  und  nach  oben 
zarückgebogen  in  das  Knopfchen  h  endigt.  Durch  Anziehen  der 
Druckschraube  ^  kann  /  mit  ß  fest  verbunden  werden. 

11)  Die  Papierscheibe  ist  über  den  LOchern  der  Scheibe  // 
aasgeschnitten «  so  dass  sie  gleichsam  aus  zwei  concenirischen 
Ringen  besteht«  die  nur  durch  drei  schmale  Streifchen  mit  ein- 
Inder  verbunden  sind,  so  dass  der  Arm  eh  auf  jede  Nummer  ge- 
•telit  werden  und  dabei  der  Stift  er  zwischen  der  Papierscheiba 
hhidurch  immer  auf  ein  Loch  der  Locherscheibe  //  treffen  kann. 

V£i  Bei  o  (Taf.  I.  Fig.  16.)  hat  der  äussere  Papierring  eine 
kleine  Oeffnung«  welche  sich,  wenn  die  Papierscheibc  mit  ihrem 
Xallpnnkt  am  Zeiger  |  steht «  gerade  über  einer  correspondirenden 
Oeffnung  in  der  Oberplatte  beGndet. 

13)  Unter  dieser  Oeffnung  der  Oberplatte  ist  ein  kleines  Spie- 
tdehen  unter  45®  befestigt«   welches  das  Licht  einer  Lampe  L, 
fc  zur  Seite  der  Uhr  gestellt  wird«  durch  diese  beiden  Oeffnun- 
jKi  nach  oben  sendet,   so  dass  man  von  oben  eine  runde  Licht- 
steUe  sieht    Durch  einen  Spiegel  D'«  unter  tö^  gegen  den  Hori- 
zont geneigt«  erblickt  man  die  Lichtstelle  von  der  Seite.    Bei  der 
Relation  der  Papierscheibe  wird  diese  das  Licht  verdecken,  bis 
bei  dem  jedesmaligen  Vorbeigleiten  ihres  Mittelpunktes  vor  dem 
Zeiger  |  ein  kaum  0^,01  dauernder  Lichtblitz  erscheint. 

14)  Stallt  man  nun  die  Papierscheibe  z.  B.  so  fest«  dass  der 
Ufer  {  snf  35  denelben  zeigt,   und  /Xngt  sie  genau  mW  eineia 
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vdHen  Secarfderiscfhimt  äri;  aW  iler  6etre|cui>|?  Tfreit  za  rtehmen; 
ffo  werden  von  diesem  Söcandenschlag  an  noch  :}5  Hundertel  jtecimden 
verfliessen,  bis  ihr  Nullpunkt  an  den  Zeiger,  d.  h.  ihi^  Oeffnung 
Aber  die  Lichtstelle  tcomnit,  bie  abo  der  LiehtblitE  erscheint. 

16)  Dm  aber  zu  bewiricen»  dass  die»  erst  ruhender  Papier- 
scheibe gerade  mit  einem  vollen  Secundenscblag  anföngt  zu  rotireu« 
dreht  sich  um  eine  auf  der  Oberplatte  senkrecht  stehende  Axe 
(Taf.  I.  Fig.  5.)  eine  Hülse»  an  welcher  einestheifs  ein  nach  oben 
federnder  Arm  ^«  anderntheils  der  unbiegsame  Arm  xn  befestigt 
ist.  Das  Ende  q  gleitet  auf  den  Spiralen  der.  Mlnutehaxe  (Täf.  L 
F>g*  3.),  wird  bei  der  Umdrehung  der  Blinutenaxe  gehoben  nnd 
Ällt  zwischen  dem  59sten  und  60sten  oder  29sten  und  SOsteo  Se- 
cundenschlage  vom  Absatz  a  resp.  a^  herunter.  Ist  q  übet  die 
Hälfte  der  Hohe  der  schiefen  Eben^  von  S  aufgestiegen,  so  gebt  — 
zwischen  der  48sten  und  GOsten,  resp.  18ten  und  90sten  Secunde 
ehier  jeden  Minute  —  der  Ansatz  t  am  Hammer  ap  (Taf.  L  Fig.  2. 
und  Fig.  5.)  unter  q  weg,  ohne  es  zu  treffen;  ist  aller  q  abge^ 
fallen  und  noch  nicht  hoch  genug  gestiegen,  so  wird  es  von  <  zar 
Seite  gestossen. 

16)  Die  Vertiefung  n  des  Arms  xn  (Tdf.I.Fig.4.,  13.,  16.) 
wird  nun  zwischen  der  48sten  und  59steo,  resp.  ISten  nnd  29sten 
Secuode  -*-  wenn  q  von  t  nicht  mehr  berührt  wird  -«r.  unter  da» 
Knr»pfobeA-A  gebracht,  wobei  h  etwas  emporgebolien  wif^fl  und  dii^ 
Spitze  .0  ausser  Berührung  mit  der  Lricherscheibe  kommt  -^  Dauo 
wird,  während  die  Stellaze  mit  rotirt,  die  Papierscheibe  aber  noch 
ruht,  zwischen  dem  59sten  und  öOsten,  rej>p.  29sten  und  SOsteii 
Sccundenschiage  q  von  a  resp.  a'  herunterfallen,  mit  dem  60sfeii 
resp.  SOsten  Schlage  aber  q  zur  Seite  und  somit  n  unter  h  wes:- 
gestossen ;  der  Stift  <T  föllt  in  das  gerade  darunter  befindliche  Loc*h 
der  Lucherscheihe ,  und  die  Papierscheibe  langt  mit  einem  vollen 
Secundenschlage  an,  an  der  Rotation  Theil  zu  nehmen. 

17)  Die  Manipulationen,  die  der  Gehülfe  also'za  Amcben  hat, 
sind  folgende  (die  Uhr  ßf\  im  Gange) : 

1)  verschiebt  er  den  Arm  A^  so  dass  dessen  schiefe  Ebene 
die  Stellaxe  hebt,  somit  diese  samt  der  .Papierscheibe 
vom  Uhrwerk  unabhängig  wird ; 

2)  luat  er  mit  einem  Schraubenschlüssel  die  Schraube  d;  .. 

:  >.    Z\  hebt  er  beim  Haken  h  die  Spitze  #  aus  der  l»öcbei0cbeib|9f 
dreht  das  Stück  y  so,  dass  h  as  seinem  rici^t^a  P^^ 
über  der  Vertiefung  »  steht,  und  dreht  die  Papierscheibe 
b?«  sie  niit  dem  fhij^fÜhen  Hmide^el  (js.  B.  (^^^ 
irMtm  def^BIHz  eirsi:h«nen  'siHK^lim  fid(|;«r'^  Mdit';       '^ 
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4)  schlieMt  er  die  Schraube  J,  wodarch  y  mit  b^Idcid  Arm 
ek  fest  mit  der  Papierscbeibe  verbunden  wird. 

Dun  bringt  er 

5)  swischen  48*  und  59^^  resp.  zwiscbeu  18^  und  29"  die  Ein- 
biegung n  des  Arms  xit  unter  A,  schiebt 

6)  den  Arm  A  surQvk,  so  dass  die  Stellaxe  mit  rotirt  (ohne 
die  Papierscheibe)  entfernt  sich  und  schreibt  den  Stand  auf. 

Umio  «racheiDt  der  Lichtblitz  um  (r«35  resp.  30^,36  *).  Diese 
sechs  Geachäfte  können  bequem  in  3  bis  4  Secunden  beendet  wer- 
den. Uebrigens  braucht  man  den  Lichtblits  nicht  immer  awischen 
der  Oten  and  Isten»  resp.  SOsten  und  SIsten  Secunde  erscheinen 
u  lassen,  denn  —  auch  zu  andern  Zwecken  (s.  22)}  —  ist  weiter 

18)  um  eine  zur  Oberplatte  senkrechte  Axe  ein  leichtes  Rad  ü 
(Taf.l.  Fig.  10.)  von  etwa  3  Zoll  Durchmesser  drehbar,  dessen  Zähne 
is  ein,  an  ß  (Taf.  1.  Fig.  4.)  sitzendes  Getriebe  eingreifen.     Die 
Fliehe  dieses  Rades  hat  eine  Oeffnung  o',  welche  bei  der  Um-* 
drehnng  desselben  einmal  gerade  (iber  die   beiden  Oeffnungen  in 
der  Oberpiatte  und  der  Papierscheibe  gelangt  und  dann  dem  Lichte 
fteisB  Durchgang  nach  oben  gestattet.     Da  es  erst  in  S  Secunden 
eisen  Ungang  macht,   so  wird  der  Lichtblitz  noch  eine  Anzahl 
lanxer  Secunden  (unter  8),   je  nach  der  Stellung  dieses  liades, 
fie  auch  an  einem  Zeiger  lo  (Taf.  I.  Fig.  16.)  abgelesen  wird,    zu« 
liefcgdialten ,  bis  er  zuerst  erscheint.    Der  GehOlfe  wird  also  die 
HugBcbkeit  haben,  den  Lichtblitz  zu  jeder  auf  ein  Hundertstel  Secunde 
angebbareu  Zeit  z wuschen  ^'»OOund  8^00,  resp.  30^,00  und  38^00 
aaftaaehen  zu  lassen.    (Wollte  man  aus  irgend  einem  Grunde  die 
hier  ausgeschlossenen  Secunden  zur  Erscheinungszeit  wählen,  so 
brauchte  man  nur  den  Zeiger  z  zu  verstellen.).     Die  dazwischen 
Gegenden  Zeiten  sind  zu  der  neuen  Stellung  mehr  als  hinreichend, 
TOB  8*  bis  18''  zu  den  Geschäften  ])  bis  4);    von  IS''  bis  29^"  zu 
den  Geschäften  6)  und  6) ,   wozu  jetzt  als  7tes  noch  die  Notirung 
far  ToUsn  Secnude,  am  Zeiger  o)  abzulesen,  kommt. 

19)  Auch  ohne  Geholfen  kann  man  sich  selbst  stellen,  dann 

Mscbten  und  hinterher  den  Stand  des  Instruments  ablesen.  Man 

■«■  nur  -^  das  Auge  etwa  in  die  Ebene  der  Papierscheibe  ge- 

IiMbb«  so  dass  man  die  Zahlen  nicht  sieht,  —  blind  stellen,  nach 

der  Beobachtung  das  Stellwerk  mittels  des  Arms  A  auslosen  und 

k  wieder  so  seine  Stelle  über  n  bringen  **) ,  um  wieder  denselben 


.^  Usd  TOP  da  an  jede  folgende  Secunde  nni  das«elbe  Huodertotel. 
^  IMes  ist  auch  nicht  einmal  nöthig,    wenn  man  sich   gemerkt, 
feit  ttfkemek  is  dieserStellnng  immer laTheilttricheyonS  entfern!  «Celit 


S  Marimann:    Einige  BeokachWHffen 

Theibtrieli  bei  {  xu  findeo.  Will  mao  auch  die  volle  Secunde  con- 
troliren,  ko  legt  man  auf  das  Rad  R  bei  dem  Zeiger  co  ein  kleiDeft 
Papierstdckchen. 

20)l  Cm  den  Lichtpunkt  bei  seineni  ErAcheinen  nicht  zu  ver- 
fehlen, wird  in  einiger  Entfernung  vom  Instrument  ein  Kartenhiatt 
mit  einer  Oeffnung  auf  einem  Stativ  so  gerichtet,  daaa  man  durch 
diese  Oeffnung  gerade  den  Lichtpunkt  im  Spiegel  ly  aehto  und 
zugleich  auch  die  Secunden  im  Spiegel  D  ablesen  kann. 

21)  Die  Papierscheibe,  so  wie  das  Rad  ß,  sind  sehr  leicht, 
»o  dass  der  Gang  des  Uhrwerks,  da^  eine  Pendelkugel  von  6}  Pfohd 
bat,  durch  das  plutzlich  eintretende  Mitrotiren  derselben'  fast  gar 
nicht  altierirt  wird.  Doch  kann  es  jedenfalls  nichts  schaden,  wenn 
der  Gehflife  den  Blitz  erst  wenigstens  3  Secunden  nach  0^  resp.  98^ 
erseheinen  läset,  damit  aich  der  Gang  sicher  vollständig  beruhigt 
habe.  Etwas  merklicher  ist  die  Alteration  beim  Einfall  der  gan- 
Ben  Stellaxe,  weshalb  es  gut  ist,  den  Arm  A  so  früh  als  muglicb, 
also  schon  bei  W  resp.  49^^  xurilckzuschieben.  Uebrigens  gebt 
das  Uhrwerk  auch  hier  schon  nach  3  bis  4  Secunden  mit  der 
nGthigen  Gleichmässigkeit  weiter. 

22)  Uro  den  Sterndurchgängen  ähnliche  Phänomene  ra 
erhalten,  brachte  ich  auf  das  oben  schwarze  Rad  R  eine  kleine 
Stahlperle,  die  von  einer  seitlichen  Lampe  oder  dem  Tageslichte 
beleuchtet  wurde.  Darüber  ist  in  der  Richtung  eines  Radius  ein 
weisser  Faden  9tn  (Taf.  I.  Fig.  ]6.)  ausgespannt,  unter  welchem  Aer 
Lichtpunkt  vorbei  wandert.  Beobachtet  wurde  das  Sternchen  ent- 
weder mit  freiem  Auge  durch  das  Kartenblatt  oder  einem  astro- 
nomischen Fernrohre  von  etwa  zwei-  bis  dreimaliger  Verklei- 
nerung; statt  des  Fernrohrs  auch  wohl  mit  einer  (Voigtländerschen) 
Camera  obscura ,  auf  deren  matter  Scheibe  sich  diese  Durchginge 
sehr  zart  darstellen.  Stern,  Faden  und  Fernrohr  wird  im  Anfangt? 
HO  gestellt,  dass  wenn  der  Nullpunkt  der  Papierscheibe  am  Zei- 
ger I  steht,  der  Stern  gerade  unter  dem  Faden  erscheint.  Durch 
Entfernen  oder  Nähern  des  Fernrohrs  oder  der  Camera,  Verschie«^ 
l>en  der  Perle  am  Mittelpunkte  des  Rades  ferner  oder  nifher» 
lassen  «ich  verschiedene  Durchgangsgescbwindigkelten  benrorbrin* 
gen,  um  der  verschiedenen  V^ergrusserung  der  Passage-Instrument- 
Fernrohre  und  der  verschiedenen  Declination  der  beobachteten 
$tfrne  nah  zu  kommen. 

Pendel. 

23)  Unter  der  Unterplatte  ist  ein  starker  BOgel  EE  (taf.  I. 
Fig.  6.)  b^estigt,  der  das  Lager  iiir  is^  Unidreboogsey^em  dei^ 
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Pendel«  trägt.  Die  Pendeletange,  etwa  15  Zoll  lang»  eodet  oben 
ii  ein  polirtes  Ende«  das  in  die  kreiaftirmig  gebogene»  an  der 
Secondenaxe  feataitzende  Rinne  xx  (Taf.  I.  Fig.  6.  und  Fig.  8.)  faaat. 
Z«ei  Zoll  von  oben  sitzt  der  Ansatz  m  mit  den  zwei  Stahlspitzen 
^  oad  p" ,  die  in  den  VertiefanG;en  1  und  3  der  beweglichen 
Stabiplatte  T  (Taf.  L  Fig.  9.)  ruhen. 

24)  Die  Stahlplatte  T  (Taf.  I.  Pig.  9.)  hat  unten  zwei  Ähnliche 
VertiefangeD  2  und  4,  mit  welchen  sie  auf  den  Stiften  q'  und  g" 
•chwebt  Die  vier  Vertiefungen  liegen  natürlich  bei  0»  90»  180 
Md  270  eines 


25)  Die  Stifte  q'  und  q"  stecken  in  einer  Messingplatte  VV^ 
welche  durch  vier  Stelhichranben  nach  vorn  und  hinten»  rechts 
«sd  links  verstellbar  ist. 

26}  Das  ganze  Uhrwerk  ruht  auf  einem  Gestell  von  Schmiede- 
eisen mit  drei  Fassen  (Taf.  I.  Fig.  7.) »  an  denen  sich  Fussschrau- 
ben  mit  Gegenschrauben  befinden.  In  der  Mitte  der  die  drei 
Ffisse  verbindenden  Stangen  ist  ebenfalls  durch  drei  Schrauben 
rerstellbar  eine  Platte  w  mit  einem  oben  in  eine  Spitze  endigen- 
den Stift  k,  der  vertikal  unter  die  Pendelstaoge  gleichsam  als 
deren  Verlängerung  gebracht  werden  kann. 

27)  Eine  Schraubenmutter;  um  diesen  Stift  schranbbar,  um- 
lusif  in  die  Hube  geschraubt,  die  untere  Spitze  der  Pendelütange» 
om  «diese,  wenn  das  Instrument  nicht  gebraucht  wird,  festzustellen. 

28)  Damit  die  Uhr  gleichmassig  gehe,  niflssen  bekanntlich 
(Taf.  I.  Fig.  11.)  der  Schwerpunkt  t  des  Pendels  und  der  Angriffs- 
pirokt  desselben,  a,  zugleich  horizontale  Kreise  um  die  vertikale 
Secondenaxe  beschreiben.    Dsizu  ist  nüthig: 

1)  dass  die  Secundenaxe  vertikal  stehe.  Dies  wird 
genau  genug  bewirkt  durch  Horizontalstelleii  der  Ober- 
platte mittels  der  drei  Fussschrauben  und  einer  Libelle; 

2)  dass  die  (obere)  Spitze  der  Pendelstange,  der  Um- 
drehungspunkt (u)  und  der  Schwerpunkt  (f)  in  ge- 
rader Linie  liegen;  denn  liegt  die  Spitze  nicht  in  der 
Verifingerung  der  $u,  so  wird  sie  bei  der  Kreisbewegung 
des  Schwerpunktes  nicht  auch  einen  Kreis,  sondern  eine 
Art  sphärischer  Ellipse  *)  durchlaufen.  Nun  ist  zwar  die 
Spitze  der  Pendelstange  nicht  eigentlich  Angriflfspunkt ; 
dieser  liegt  aber  immer  im.  Endpunkte  Hör  Hypotenuse 


'     *)  OarehtcbaiCt  eine«  gemoinen   jreraden  CTlinder«    (Horisontaipra- 
IßtAmu  des  Weges  dar  PondelatangrniipUze)  mit  der  Ka|f  lAäeli«. 


Ilnrlmiitin'     Eliili/t  Brnbachhmgen 

«Im  refhlnhiklieen  Dreiecks,  rieesen  KaDieteit  l}ilieRn^ 
ferniin|[  d^r  Sjiilze  von  der  geometridchert  Ate  d^^r  Secui»- 
Aeaax»  iitiil  -i)  Radius  d*»  Pende1s(angenqu«rschnIIU 
«fnd,  MrihI  aUn  mit  der  S))lt/e  In  rnnstaiiter  Untre mnn|[ 
vnn  der  Secuiideiiax«.  (In  den  «ler  in  Taf.  I.  Fie.  10.  dar> 
Keslellt«n  I.acen  den  nberen  Endes  d«r  PpTidelstan^, 
I.  II,  III,  IV,  ist  der  Angriffspunkt  der  Reihe  nach  I,  2,  3,  4). 
Cm  di«  ernähnleii  drei  Punkte  in  E>erade  Linie  m 
bekomme»,  ivurdp  durch  snrictiiltipe  Abrichlune  auf  der 
Urehhank  der  UnidrehuhCBjiunkt  (luiiJichst  Milte  ew1scIi«b 
den  Siiitxrti  /t'  und  p")  und  die  PendelHlan|ie[i>i|iltze  in  die 
Keane trt^cht^  Axe  der  Stange  verleg!.  Um  d«n  Kchner- 
ponkt  auch  in  die^e  Axe  eii  hringen,  wurde  bei  reslslcheor 
dem  UmdrehuiiKNpunkt  die  Kutcel  uni  die  Pendelütange 
gedreht  und  i>n  lange  daran  gerelH,  his  hei  dieser  Um- 
drehuni;  die  Spitze  ihren  Ort  nicht  veränderte.  Uebri- 
iiens  heschreilit  auch  hei  einer  kleinen  Abweichung  der 
Spitze  vnn  der  VeHSngcrung  der  tu,  wie  «ie  hier  nii* 
vurkflmmeii  kmin.  der  Angriffspunkt  doch  noch  oahe  einen 
Kreia:  wirbd^f  »her  \sl  (■»<.  dnss  der  Mittelpunkt  dieMs 
.,  Kreisfn '*  iti  der  ifconietrischen  Axe  der  Secnndenue 
li^e.  deahalli  musi« 

3)  der  rmdrehiingfiptinkt  in  der  VertHngerang  der 
Secundenaxe  liefen.  Dies  nlrd  bewirkt  durch  Stel- 
lung iler  Platte  tse  mittele  der  vier  StdUchnMiben  unter 
Präfung  de«  tjircncntnna : 

4)  der  „Umdrehungspunkt"  miios  wirklich  ein  Putfkt 
Kein,  d  h.  die  iwei  Verhinditni>8l)nlen  U,  180  und  90,  STO 
der  tierntcn  Niclli'n  in  den  Vorlieriingcn  der  8lahlplatt* 
T  müssen  Mcb  xchoeiden,  oder  die  vier  tiefvtrn  Slellea 
in  elnt-r  FUene  liegen.  Denn  «iKre  z.  U.  (Taf.  1.  Ftg.  IS.) 
bei  pincr  Ausbiegun;;  der  PendelBlanite.  etwa  nach  Nord, 
X  Umdrehungnaxc ,  bei  der  nach  Weal  dnitegen  y,  ito 
wOtde  bei  der  „Krciabeivcgung"  des  Schtvcrpunbts  (iretcbe 
■treue  genommen  in  dlexem  Falle  elgonincb  niimtlglich  l«t), 
die  ß«bn  der  oberen  P  end  eis  lange  napitse  achen  Bmta 
merklich    vom  Kreixe   abweichen.     In  Tof.  I.  Fig.  12.  M 

j'jV  =  .r/',    xf=xp; 

N  und    H'  vnn  der  Ruhelage  Pp-  gleich  iveil  entlerat. 

Die  vier  Punkte  In  ein»  Ebene  tu  Irebomaien  wurde 
rnro  Ubrniaeher  mliglicbst  genta  in  erreleheR  geearbt 
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Ö)  Oll  die  vier  Vartiefunfren  «o  liegen ,  dasa  die  Verbind iiiigfl- 
liiiien  13  and  24  «ich  genau  rechtwinklig  schneiden» 
iHl  weniger  wichtig;  es  ginge  bei  bedeutender  Abwei 
chung  Tom  fechten  Winkel  nur  ein  Tbeil  des  Ratinis  ver 
loren«  welchen  die  FencleUtange  erreichen-  konnte,  in 
w  eichen  «ie  aber  nie  zu  gelangen  braucht ;  ebenso  braucht 
die  Verbindungslinie  der  Spitzen  p*  und  p"^  so  wie  q' 
und  ^"9   uidbjt  genau  horicontal  zu  sein. 

6)   Cempensation  ist,  da  die  Uhr  nur  näherungstveine  Secun- 
d«>n  zu  schlagen  liraucht,  natOrlieh  ganz  flherfldssig. 

t2f 0  Ist  das  Instrument  einniat  durch  Nivellirung  der  Oberplatte 
und  Stellung  der  Platte  rr.regulirt,  so  bringt  man  die  Spitze  i\tt9 
Stilles  k  (s.  26))  mit  der  untern  Spitze  der  ruhenden  Pendelstange 
in  Cnincident.  Dann  kann  man  das  Instrument  wochenlang  be- 
nots^  und  wieder  aufheben,  und  hat  zur  jedesmaligen  Aufstellung 
rar  n^tiiig,  mittels  der  Fussschrauben  die  Pendelstangenspitze 
wieder  mit  der  Spitze  k  zusammenzubringen. 

Fehler  des  Instruments  und  Grenzen  der  Genauigkeit 

•  einer  Angaben. 

1)  Fehler  in  der  Zeitangabe  bei  bestimmten  Ton- 
tfchwankungeo  der  Sirene.  In  der  Beurtheilung  dieser  Un- 
sicherheit werden  einige  Beispiele  am  einfachsten  einen  Anhalte- 
punkt  geben.  Tbeilen  wir  die  Secunde  z.  B.  in  Achtel,  so  mfissen 
bei  gleichmissigem  Gange  des  Pendels  resp.  der  Sirene  in  jeder 
Achtelsecunde  12i  Hundertel  des  Papierscheibenrandes  am  Zei- 
ger £  Torbeigehcn.    Gebe  nun  die  Sirene 

1)  io  den  ersten  4  Achteln  des  Intervalls  von  einem  Secun- 
denschlage  bis  zum  folgenden  den  Grundton,  In  den  letz- 
ten 4  Achteln  dessen  obere  Quinte  an  Dann  hat  man, 
da  während  des  Tonens  der  Quinte  jnial  so  viel  Bogen- 
tbeile  vorfibergeheD,  als  beim  Auftreten  des  Grundtnns, 
wegen  1-f-l+l -f-l+Hi  +  f +  t=JO  [^m]  den  Umfang 
der  Papierscheibe  in  m=  JO  gleiche  Stiicke  zu  tbeilen ,  zu  je 

100 
'.  ~-ft;^=10  Bogentheileft,  und  es  werden  in  jedem  der 

•».  .  m. 

ersten  4  Achtel  der  Secunde  1  .^  ==  10,  in  jedem  der  letz- 
ten 4  Achtel  aber.ip  =  15  Bogentheile  am  Zeiger  vor* 
übergehen.    E»  trelin  also  zusammen  mit  '     •/ 

i^>  ^  üarO  Vl\  86' 374  50:i84  75  87i  lOOtun  Hundertelstcnnde, 
t'itVd^O  M  .  90  30   40  B6   70  N5    lOOste  Bogentheil. 


12  UartmiHn;    Einigt  Beoimehliinae» 

Uie  fin~i«st«  Differenz  zwiachrn  der  regrlmilHig  und  d 
nnre^elm&uig  sich  drehenden  Papierscheibe  MQrda  si 
also  auf  4(12;  — p)=i]0  Bageatbeile;  du  Maximum  H 
Fehler-«  also  auf  10  Hundertelsccunden  belaufeD.  (Die  A 
weicbong  steigt,  wie  man  aieht,  bei  jedem  Achtel  d 
Amfangstona  um  {W^~p)  und  gebt  mit  jedem  Achtel  i 
Quinte  um  dp — 121)  Bageolheil  zurllcb. 

2)  Vertheilen  sich  die  4  Achtel  Grandton  und  4  Achtel  QdIi 
anders,  z.  ß.  3  Achtel  Grandton,  4  Achtel  Qoinle,  I  Ach< 
Grundfon ,  po  werden  die  Differenzen  lauten ; 

0    —2t    -6.0    —7.6    —5.0    -2,5    0    +!Wf    0. 
die  grjissle  AbH-eichnng  betrSgt  also  jetzt  ner  0*,076. 

3)  Beider  Vertheiiung:  1  AcbtelGrnndton,  1  Achtel  Quini 
1  Achtel  Grandton  n.  s.  w.,  von  Achtel  zn  Achtel  abwet 
aelod,   kann  sie  nicht  mehr  als  2^  Hnndertet    erreiche 

4)  Dass.  wenn  Grandton  nnd  Quinte  im  Ganzen  jeder  ei 
halbe  Secunde  titnt,  die  Abfreichong  sich  nie  auf  me 
ala  4ma[  (12;  ~p).  wie  im  Falle  I)  anhäufen  kann,  «ic 
man  leicht. 

6)  Theilen  »ich  Grundton  und  Qainte  in  anderm  Verhlltnl 
in  die  Spcunde,  ata  zu  halb  and  halb,  no  wird  zunlicli 
dait  m  tind  p  ein  anderes,  z.  B.  bei  S  Achtel  Gnmdtc 
3  Achtel  Quinte  wird  m^Q.S,  ;)=I0,52ß3.  Die  grösi 
Abweichnng  findet  in  diesem  Falle  statt,  wenn  die  5  Acht 
Grundton  die  Secunde  becinnen,  dann  kann  «ie  sich  a 
6x(l-'.5— p)  «der  3x(;p  — 12,5)  =  9,87  Hundertela 
cunden  bcinuren.  —  Im  Falle  aber  Grundton  und  Quin 
von  Achtel  zu  Achtel  wechneln,  betrüirt  die  grilsate  D 
ferens  nur  3  bin  4  Hundertel. 

6)  Bei  «  Achtel  Grnndtnn,  2  Achtet  Qninte  kann  die  A 
weicbun;;  bin  8.33;  bpi  7  Achtel  Grandton,  1  Achtel  Quin 
aber  nur  bis  5,145  Hnndertel  steigen.  Liegt  eher  im  letzi 
Falle  das  Achtel  Quinte  in  der  Mitte,  »o  belauft  sich  i 
grSMte  Differenz  nur  auf  4(12,6- 11,766)=;  2,94. 

7)  Theilt  man  die  Secande  in  Sechzehntheile,  so  ist  d. 
Haxiraum  der  Abweichung,  wenn  Grundton  und  Quin 
je  eine  halbe  Secunde  trmen,  wieder  =10,  wechseln  a 
aber  xu  Sechzehnteln  ab,  nur  1,25  Bpgentheile. 

An  diesen  Beispielen  iiberaiebt  man  schon  i 

1)  DasMaximam  der  Abweichung  findet  statt,  wenn  der  Gnu 
ton  mne  halbe  Sennde  and  dlo  Qainte  «bnfUI*  «ine  ball 
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Seconde  aoUlt  und  zwar  vod  Aobog  der  Secunde  ma 
gerechoet« 

!0  Die  Abweichung  wird  kleiner»  wenn  die  beiden  Töne» 
deren  jeder  im  Gänsen  eine  halbe  Secunde  t5nt»  während 
der  Secunde  ander«  «'ertheilt  aind« 

3)  Am  geringsten  ist  sie,  wenn  die  TGne  gleichsam  triller» 
artig  regelmässig  abwechseln. 

■  '      .    - 

4)  Sie  beträgt  auch  weniger  als  obiges  Maximum ,  wenn  von 
den  beiden  TOnen  der  eine  länger,  der  andere  kürzer 
dauert  k\h  eine  halbe  Secunde.  Am  grCssten  int  sie  In 
diesem  Falle  wieder,  wenn  die  Töne  nur  einmal  wech- 
seln, der  eine  die  Secunde  beginnt,  der  andere  sie  schliesst. 
Sie  wird  am  so  geringer,  je  ungleicher  die  Dauer  der 
Töne  itit,  am  geringsten  dabei,  wenn  der  kfirzere  In  die 
Mitte  der  Secunde  fällt,  u.  s.  w. 

Zieht  man  ebeiiMO,  wie  oben  die  Quinte,  auch  die  Quarte,  Terz 
und  Secunde  in  Betrachtung,  so  findet  man  die  möglichst  grosse 
Abweichung 

bei  Gmndton  und  Quinte  =:(r,100  im  Falle  1),  bis  a',012  hn  Falle  7), 
»         »f  •»  Quarte  =0^071  „      „     ,.    „  0^,009  „     „     „ 

^   Terz     =(r',056  „      „     „    .,  (K'.OO?  „     „     „ 
f>         f«  » Secunde =(r,080  „      „     „     „  0^,004  „     „     „ 

Ohne  diese  Untersuchung  genauer  und  allgemeiner  hier  aus- 
zuführen» können  wir  doch  schon  die  nöthige  Anwendung  für  un- 
seren Zweck  machen.  Da  es,  wenigstens  bei  meinem  Instrumente, 
«chwierig  und  zeitraubend,  vielleicht  unmöglich  ist,  die  Schwan- 
kaog  der  Sirene  vollkommen  wegzubringen,  —  schon  wogendes 
■icht  absolut  festen  Standes  auf  einem  Tische  im  Zimmer,  —  so 
babe  ich  mir  eine  Schwankung  bis  zur  Secunde,  wenn  diese  nicht 
(gerade  zu  halb  und  halb  mit  dem  Gmndton  erschien,  ja  selbst 
bis  zur  Terz,  wenn  diese  nnr  kurz  und  ziemlich  in  der  Mitte  zwischen 
zwei  .Schlägen  auftrat,  gefallen  Ussen,  wobei  also  die  Unsicher- 
heit 2  Hundertelseeunden  noch  nicht  überstieg. 

2)  Fehler,  dass  nicht  genau  mit  einem  Secundeu* 
schlage  die  Papierscheibe  anfängt,  an  der  Rotation 
Theil  zu  pehmen.  Möglichst  genau  in  der  Stellung,  wo  r  auf 
r'  stösst,  also  der  Ton  des  Secundenschlags  entsteht,  fällt  k  von 
itn  es  vorher  stützenden  Arm  n  herab  (bei  der  Bewegung  wahr- 
■ftelaHiib  DkM  iMlbsr>  .am  taao  dem  Stoises  voa  t  auf  A^nv'AtUk 
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f  if eigen  f halben,  kfinnte,  weH  k  mit  Keibanft  auf  i*  ffttbt).  Die 
nun  freie  Spitze  a  fällt  in  das  gerade  daruiitel-  befindliche  Loch 
der  Löcheucheibe.  Die  Zeit,  die  dazu  erforderlich  ist,  ist  höchst 
ii-ahrscheinnch  noch  geringer  als  (yfiXß,  welche  beim  freien  Fall 
vergehen  H'iärde,  weil  die  SpannkraÜt  der  Feder  den  freien  Fall 
noch  beschleunigt.  Moglicherweise  Kann  eine  Unsicherheit  von 
b9elistens-|  IfanderlelseGiiiHle  entstehe«,  «renn  e  nicht  genau  in 
ein  Loch,  sondern  zwischen  tmk  Lteher  ftllt  ond  also  von  dem 
konischen  Rande  einer  OelToung  etwas  vor-  oder  zurückgedrängt  wird. 

Befan  ersten  Anblick  scheint  freilieh  eine  bedeutendere  Ver- 
spätung des  Einfalls  vorzukommen.  Hat  man  nämlich  den  Arm 
A  so  gesteUt,  dass  der  Zeiger  i  z.  B.  auf  0  eeigt»  lässt  die  Ma- 
schine auf  gewöhnliche  Weise  das  Stellsystem  auslSsen,  hält  dann 
den  Pendel  an,  ohne  die  SteHaze  ausser  Verbindung  mit  dem 
Gebwerk  zu  bringen,  und  fdlirt  das^erk  in  die  Stellung  zurück, 
dass  das  Hammerende  p  (Taf.  1.  Fig.  13.)  an  den  Absatz  der  arebi- 
roedischen  Spirale  der  Secuodenaxe  stCsst,  von  dem  es  abgeglit- 
ten, so  zeigt  der  Zeiger  statt  auf  0,  auf  ca.  3,  Oberhaupt  immer 
ca.  3  Bogentheile  mehr;  der  Arm  h  steht  dann  nicht  an  seinem 
richtigen  Platze,  sondern  etwa  in  der  Stellung  A'.  Es  scheint  alse 
hier  eine  donatawte  Verspätung  des  Einfalls  um  0^,03  vorzuliegen» 
als  wäre  im  Moment  der  Auslösung  der  Stift  a  nicht  in  das  gerade 
darunter  befindliche  Loch,  sondern  in  das  dritte  dahinter  gefallen, 
well  die  L5cherscbeibe  in  der  Zelt  nm  3  Hundertel* Umdrehung 
schon  weiter  gegangen.  —  Bedenkt' man  lodessy  dass  nicht  der 
Augenblick  des  Abgleitens  des  Hammerendes  p  von  dem  Spira- 
lenabeatz der  des  Secundenscfrlegs  und  der  Anslnsung  ist,  son- 
dern der  des  Anftritts  von  r  auf  r',  wo  p  der  Secundenaxe  am 
nächsten  ist,  so  wird  man  sich  bald  tiberreden,  dass  jene  (fJOS 
die  Zelt  ist,  welche  p  braucht,  um  vom  Gipfel  des  Spiraienah- 
satises  bis  auf  die  Secundenaxe  zu  gelangen,  wo  erst  der  Ton 
cfntsteht  und  die  Au^lSsung  erfolgt.  In  der  That,  läset  man  das 
CÄrwerk  scfrnurren  (das  Pendel  nicht  mitgehen),  so  findet  sich, 
je  schneller  das  Werk  läuft,  die  DiffSerenz  am  Zeiger  Immer  grCs- 
«er,  wenn  man  p  an  den  Spiralenabsatz  bringt,  ^eH  jetzt  In  den 
3  Hundertelsecundcn  die  L&cherscbelbe  Immer  mehr  und  mehr  als 
3  Hundertelumdrehung  mncht.  Man  tiberzeugt  sieh  auch  davon, 
wenu  man  aiif  die  Spirale  ein  Blättchen  Papier  befestigt,  auf  des- 
sen Rand  p  trifft  und  einen  sichtbaren  Eindruck'  macht.  Bringt 
man  das  Uhrwerk  so  zuriick,  dass  p  nicht  an  den  .Absatz,  son* 
dem  .auf  diesen  Eindruck  sfösel,  so  ist  der  tJntersclbied  in  der 
Stellung  am  Zeiger  fast  =0. 

Apt  IJsteiMUed  imteebe»tler  ««tetehang  *m  SdWlevW  de» 
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BegMflMW  4er  Rotation  der  Papiertfcheibe  mncbte  aliio  wohl  a«f 
tiefai  Mier  »U  1  UiiiMlerteisecuude  anzuschlagen  sein. 

3}  Welter  ist  za  ermahnen  eine  zufTillige  Onsicberheit  eerade 
■eines  Instruments  bis  zu  einer  GrHsse  von  fast  1  HundertelMecnnde. 
Es  rfibrt  diese  her  von  eineio  Theiluiigsf'ehler  im  Zwischen rade 
V  zvriachen  Secund.en  •  und  Stellaxe.  Nach  je  einer  vollen  Um- 
drehung der  Secundennxe  (den  Hammer  p  immer  an  den  Absatz 
der  Spirale  gebracht)  zeigt  nämlich  die  Papierscheibe  z.  B.  fol- 
gende periodisch  Miederkehrend«  Nummern  am  feiger  |: 

10,5 
10,0 

9,5 
8,75 
8,5 
8,6 
9,25 
10,0 

U.   S.    H*. 

Dagegen  zeigte  die  Sirene  bei  32  Viertelumdrehungen  (3=  einer  ünn 
drehung  der  Seeundeoaxe)  nahezu  je  3i  Hundertel  Fortgang  am 
Zeiger  $,  mit  dem  Fehler  des  Zwischenrades  (so  das«  wenn  man 
?eo  10.6  anfing,  man  durch  7,4;  4,25;  1,1  u.s.  w.  nicht  wieder  bis 
zu  10,5,  sondern  bis  zu  \Qfi  u.  s.  w.  gelangte),  wonach  also  das 
Rad  der  Secundenaxe,  C,  das  Getriebe  der  Sirenenaxe  u.  s.  w. 
keinen  beacbtungswertben  Theilungsfebler  hat 

4)  Die  Correction  wegen  der  Entfernung  ?on  der  Schallquelle 
betrftgt,  da  der  Beobachter  nur  ein  Pnar  Fuss  vom  Instrumente 
absteht,  weniger  als  i  Hundertelsecunde. 

Nach  allem  diesem  Ist  also,  wenn  die  Sirene  in  ihren  Schwan- 
kungen nicht  Qber  die  oben  angegebenen  (irenzen  hinausgeht,  die 
Oosicherbeit  in  den  Angaben  des  Instruments  im  schlimmsten 
Falle  nicht  buher  als  0^,03  bis  0^,04  zu  schätzen,  und  knnnte, 
wenn  es  nSthig  schiene,  bei  einem  zweckmässiger  eingerichteten 
und  noch  sorgfältiger  ausgeOlhrten  Instrumente  auf  noch  weniger 
herabgebracht  werden. 


Erfahrsogen  bei  den  Beobachtongen. 

ff 

Im  Allgemeinen  stellte  sich  bei  Terschiedenen  Personen »  dU 
%mtmtMvmg%fi  mit  ieminsimmmt»  Mstellteii  ind  uoclk  lAidAVuii- 
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Michend  geObt  iraren,  eine  grOenere  oder  geringere  Ditfiefaerheil 
heraoe.  Diese  schien  sich,  bei  solchen,  die  auch  im  geirMmUehea 
Leben  eine  gewisse  Präcision»  Robe  und  Schärfe  bekundeten» 
eher  xu  verlieren;  unter  Anderm  schien  auch  niusikaliscbe  Fertig 
k^it  —  also  ein  geübteres  Taktgefabl  —  schnellem  Fortschritt  su 
bedingen.  Uebrigens  war  die  Unsicherheit  an  verschiedenen  Tagen 
sehr  verschieden,  auch  schien  eine  erlangte  Fertigkeit  durch  län- 
gere  Unterbrechung  wieder  theilweise  verloren  werden  su  kOnnen. 

Um  die  Beobachtungen  zu  erieichtem  und  schneller  ein  siche- 
reres Resultat  Qber  das  Schätzen  der  Secundenbruchtbeile  zu  er- 
halten, wurden  die  Beobachtungen  meist  so  angestellt,  dass  die 
vollen  Secnnden  unbeachtet  gelassen  und  nur  die  Zehntel  der 
Secunden,  bei  welchen  man  das  Phänomen  erschienen  glaubte, 
angegeben  wurden.  Ferner  wurde  oft  ein  und  dernelbe  Stand  des 
Instruments  beibehalten,  und  das  Phänomen,  das  alle  SSecunden 
in  derselben  Weise  wiederkehrt,  öfters  beobachtet.  Dabei  zeigte 
sich  besonders  die.  Fehlerquelle  der  Ueberraschung,  denn  die  ersten 
Angaben  (gleichsam  die  Ablesungen  prima  vista)  waren  da  oft  ganz 
anders  und  erst  bei  der  spätem  consolidirte  sich  die  Antiicht,  wenn 
man  sich  das  Phänomen  genauer  und  ruhiger ,  gleichsam  mit  Müsse 
betrachtet  hatte.  Bei  Lichtblitzen  vi'urde  erst  das  Rad  R  eatfemt, 
so  dass  jede  Seconde  bei  demselben  Zehntel  der  Blitz  erschien. 
Dadurch  gelangte  man  un verbal tnissmässig  rascher  —  wegen  der 
Regelmässigkeit  der  Wiederkehr  —  zu  einer,  von  Ueberrasehung 
freien  Ansicht  Ober  die  Zeit  des  Erscheinens.  Hat  sich  diese 
feste,  obgleich  noch  unrichtige  Ansicht  gebildet,  und  man  erfthrt 
dann  die  richtis;e  Angabe,  und  beobachtet  nun  immer  wieder  das- 
selbe Phänomen,  so  überzeugt  man  sich  leicht  von  dem  begange- 
nen Fehler;  es  überkommt  einen  ein  ähnliches  Gefühl,  ivie  wenn 
einem  eine  er^it  unklare  Sache  plötzlich  klar  geworden ;  es  fallt 
einem  wie  Schuppen  von  den  Augen  und  man  begreift  nicht,  wie 
man  früher  änderet  habe  schätzen  können. 

Bei   Beobachtung   der  Appulse    unterschied  ich    vier  Arten: 

1)  Man  betrachtet  den  Durchgang  ähnlich  wie  einen  Licht- 
blitz, indem  man  in  Gedanken  die  Zeit  zwischen  zwei  Secunden- 
schlä<ren  eiiitheilt  und  das  plötzliche  Phänomen  gehurig  einreiht. 
Mach  dieser  Art  müssen  auch  u.  A.  die  Durchgänge  des  Feder» 
pendeis  beobachtet  iverdcn. 

Wenn  der  Stern  aber  mit  gleichmässiger  Geschwindigkeit  sich 
fortbewegt ,' wie  bei  wirklichen- Sterhdurchgfingen  Im  Passage» 
IpftruD^ent  o^r  bei  meinem^  Instrument,  so  kann  man  .^ 

2)  den' wandernden  Stern  verfelgon»- San  Ott,  w%  er  tör  dem 
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Dfchgmge  Mai  SecandenscMage  stand,  und  den  Punkt»  wo  er 

nach  den  Durchgänge  beim  ntcheten  Schlage  eich  befand,  fixiren 

dieeen  Zwischen r an m  in  Gedanken  in  10  Thelle  theilen  nnd 

dem  Angenmaaaa  das  Verhftitniss  der  beiden  Entfernungon 

lii  anm  Faden  abschfttoen.     Den  Raum  absnschltien  halte  Ich 

ir  leichter,  als  die  Zeit,  daher  diese  Methode  ftlr  sicherer  als  die  erste. 

3)  Leichter  noch  wird  diese  Bestimmung,  wenn  der  Stern  an 
riner  sichtbaren  Linie  hersieht,  weil  man  dann  die  beiden  Orte 
des  Sterns  bei  den  Secundenscbifigen  nicht  so  weit  vom  Faden 
gldrhsim  Im  leeren  Räume  zu  fixiren  braucht 

i)  Am  leichtesten  nnd  sichersten  endlich  Ist  die  Beobachtung, 
wem  der  Weg,  den  der  Stern  in  einer  Secunde  dnrchläuik,  gerade 
ia  10  Theile  getheilt  ist,  er  also  an  einer  Scala  herwandert  wie 
Tat  L  Fig.  14.  Man  braucht  daiin  nur  einmal  den  Sealentbeil  ab> 
niesen,  wo  der  Stern  bei  dem  letzten  Schlage  vor  dem  Faden 
mt.  Liest  man  auch  den  nächsten  Ort  nach  dem  Durchgänge  ah, 
wficker  genau  dtesell>e  Zahl  gibt,  so  hat  man  zwei  Bestimmungen, 
die  sich  controUren.  (Man  konnte  auch  einen  ganzen  eingetheil- 
too  Kreis  .fiber  dem  Rade  R  befeKtigen,  nur  niQsste  dann  die 
ParaDaze  und  der  variabele  Ort  des  Lichtpunktes  auf  der  Perle 
gehörig  herflcksichtigt  werden  ;  man  hätte  dann  bei  einer  Umdreb- 
ng  von  R  acht  Bestimuioogen.) 

Der  Unterschied  für  die  Art  1)  und  i)  ist: 
keil)  istd.  Ort,  wo  das  Phänom.  erscheint,  fest,  d.  Zeit  n  erhselnd, 
H  i)  »9  9»    »f     n    M        »9  f»  wechselnd,  d.  Zeit  fest. 

Bei  dieser  letzten  Art  zu  beobachten  hatte  ich  eine  eigenthflm- 
Bebe  Erscheinung.  Wenn  ich  den  Scalenpunkt,  bei  welchem  der 
Stern  beim  Secundenschlag  sein  mnsste ,  vorher  wusste,  so  glaubte 
ich  den  Lichtpunkt  doch  heim  Eintritt  des  Schlags  noch  etwa 
Iy5  ScalenJ^eile  (zwischen  0,3  und  0,8  wechselnd)  vor  dem  rieh* 
fi|^  Ort  zn  sehen,  wodurch  also  die  Angaben  um  ca.  0^,06  zu 
pws  yisfallen  würden.  Bemühte  ich  mich  namentlich ,  recht  scharf 
a  sehen  und  recht  aufmerksam  zu  sbin,  so  schien  es,  als  wenn 
to  sieb  stetig  nähernde  Stern  an  jenem  Punkte  einen  Moment 
eäl  stehe,  so  dass  ich  versucht  ward,  zu  meinen,  es  müsse  der 
Ort»  wo  der  Stern  beim  Eintritt  des  Schlags  stehe,  äusserst  scharf 
kesfinaebar  sein.  Oftmals  aber  schien  der  Stern  auch  wieder  ohne 
MIstaad  in  stetigem  Flusse  während  des  Secundenschlags  fort- 
«gehen;  er  flog  dann  während  des  Schlags  gleichsam  durch  den 
idktigen  Punkt  hindurch  und  die  Angabe  wurde  richtig.  Dies 
Tehah  meist  am  Ende  einer  Beobachtungsreihe,  wenn  ich  gleich- 
■n  schoo  ermüdet  war,  oder  wenn  ich  die  Beobachtungen  etwas 
fhalanl  machte.    Dieselbe  Erscheinung  hatte  ich  auch  bei  noch 
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langsamerer  und  schnellerer  Betveguog,  xt  B.  bei  aincm  nehwar* 
zen  Punkte  auf  der  Papierscheibe,  der  in  der  Secnnde  8  par.  ZoH 
durchlief.  Der  anticipirte  Raum  war  auch  hier  derselbe,  ca.  A 
des  in  einer  Secunde  durchlaufenen  Wegs. 

Eine  Erklärung  dieser  Erscheinung  mochte  ich  noch  nieht 
wagen.  Es  ist  so,  als  widme  man  einmal  den  regelmässig  erfol- 
genden Secundenschlägen  überwiegende  Aufmerksamkeit  Dadurch 
anticipire  man  einen  solchen  vielleicht  selbst,  wie  man  einen  er- 
warteten Stoss  gleichsam  früher  fühlt,  als  er  wirklich  erfolgt» 
während  man  den  wandernden  Stern,  den  man  weniger  beachtet» 
immer  an  einem  neuen  Orte  sich  zum  Bewusstsein  zu  briogen 
habe,  wobei  die  Seele,  der  es  schwer  halte»  zwei  heterogene 
Geschäfte,  zu  h5ren  und  zu  sehen,  zugleich  zu  verrichten,  gleich- 
sam in  der  Vorstellung  des  gesehenen  Lichtpunktes  nachhinke; 
bis  ein  andermal  man,  die  Schläge  weniger  beachtend,  den  wan- 
'dernden  Stern  mit  grösserem  Interesse  verfolge,  und  ihn  so  ohne 
'Stillstand  in  freiem  Zuge  durch  den  Schall  hindurchfliegen,  ja  ihm 
sogar  vorauseilen  sehe. 

Für  Lichtblitze  hält  es  weit  schwerer,  eine  ähnliche  sichere 
Boobachtungsmethode  einzurichten  *),  Etwas  ähnliches  sollte  man 
hier  vcrmuthen,  die  Secundenschläge  als  erwartete  Phänomene 
gleichsam  voraus,  den  Blitz  aber  als  eine  überraschende  Erschei- 
nung nach  zu  empfinden.  Dies  habe  ich  aber,  der  grosseren  Un- 
sicherheit dieser  Beobachtungen  wegen,  direct  nicht  constatiren 
können y  auch  stellte  sich  indirect  aus  den  Beobachtungen  eine 
daraus  folgende  Verspätung  —  zu  grosse  Angaben  der  Erschei- 
nuiig>izeiten  —  nicht  bestimmt  heraus. 

Beobachtungs-Beispiele. 

Als  Proben  und  theilweise  als  Belege  erlaube  ich  mir  einige 
Beobachtungsreihen  hier  mitzutheilen.  Ich  würde  mehr  oder  gar 
alle  Beobachtungen  vorlegen,  wenn  sie  dazu  dienen  sollten,  etwa 
eine  Grösse  definitiv  festzusetzen;  da  sie  aber  an  und  für  steh 
keinen   Werth   weiter  haben,    als  meine  vorläufigen,  subjectiven 

*)  Wollte  man  auch  hier  die  Schätzung  der  Zeitbrnchtheile  durch 
Raambeobachtang  ersetzen  —  etwa  dadurch,  dais  man  die  Lichtblitse 
in  einem  von  aatien  spiegelnden  cyllnderartigon  Körper  betrachtete ,  der 
nU  Grnndfläche  einen  Kreis,  als  Deckfläche  aber  eine  Spirale,  wie  99 
(Taf.  I.  Fig.  2.)  hätte,  und  sich  in  l  Secunde  um  seine  vertikale  Aze  drehte, 
wodurch  die  Blitse  lu  verschiedenen  Zehnteln  höher  oder  tiefer  ersdiie- 
nen,  oder  auf  andere  Art,  — *  was  hei  wirklichen  Beobachtmigen  etwn  mit 
Vortheil  geachehen  könnte,  —  so  würde  man  den  eigentliche«  Charakter 
der  Beobachtengtweise  verwischen. 
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Erfakrosgen  m  bekanden,   so  lasse  ich  sie  der  Ramnerspmrniss 
wegen  weg. 

A.  Liebtblitse.  [Rad  R  entfernt  Jedes  PblnoBMn  Öfters 
beobeditet,  nm  die  Deberraschaog  su  beseitigen»  anfgeseichnet 
esst»  wenn  ich  mich  fest  überzeugt  so  haben  glaubte.  Selbst  ge- 
slelil»  ohne  Geholfen,  bei  I.,  II.  und  IV.  geordnet  in  (a)  nach  den 
Nnuiem  des  Standes,  in  (b)  nach  den  Angaben.] 
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Falb  etwa  die  Boobachtangareilien  1.  oder  11.  iwiaeben  wirk* 
JkkeoB&oh&thimBigfiü  geouicbt  wftren ,  so  mfiaaten  sie  soni  Gebrauch 


und  Bemerkim0en  %äer  PemnuM/fitrenM. 
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thra  wie  in  (b)  Biisamniiengestellt  werden.  Ob  man  eie  aiier  als 
Gaasea  benotien,  abo  flir  I. :  W—A-VJ0a3,  Ar  a :  W=A+ifJOIIH 
Mbrnea  aolle»  oder  besser  thae»  sie  etwa  im  Einseinen  sn  tierflcksicb« 
llgMi,  also  (für  1.)  die  Angaben  ii\2;  n''Ji;  nM;  n^fi;  nf,!;  vffi 
urideinem»  die  ii'»l  vergrSssem»  n''Si\  n^fi  nnd  ii'»9  aber  nnverin- 
fart  lassen;  bei  II.  aber  die  ii',2;  n^M  nM  verkleinern»  ii^»0; 
«*,?;  «^»8;  n'^.O  vergrSssem»  die  n'»l;  it^»5;  ii'»9  uncorrigirt  beibe- 
kalten  solle  —  wfirde  erst  noch  eine  specielle  Berflcksiebtigung 
dar  Dmstinde  erbeiseben »  s.  B.  ob  die  Zehntel  in  den  Angaben 
der  wirklieben  Beobacbtangen  siemlich  gleich  vertreten  seien»  oder 
Bsr  einsein  vorkämen  n.  s.  w. 

Ein  Gebiilfe  w&de  leichter  eine  bessere  Vertbeiinng  der  Stände 
berbelflihren  k5nne»  als  es  hier  der  blinde  Zofall  gethan.  Eine 
Beobachtongsreihe»  bei  welcher  der  Gebiilfe  etwa  blos  immer 
ganze  Zehntel  stellt  nnd  der  Beobachter  auch  nur  solche  angibt» 
sieht  viel  glätter  ans»  entspricht  aber  nicht  so  gut  der  Wirklich- 
keit; s.B.'Casselmann  beobachtet»  geordnet  nach  dem  Stande : 
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Mittel:    il=ir-|-O',j005. 


Bb  AppuUe.    In  den  Beobachtungen  der  Appnise  nach  Art  1) 
idl  leb  Mch  Mdso  wesentfielieo  Unterschied  von  AefiilAAA\M^ 
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Smrtmamn:    Eint^e  Beokaekiutigen 


beobaehtsBgen  *).    Daher  mOge 
Beobaebtimg  nach  Art  4)  folgeo: 
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Mittel:    A=zW+Q^,Q2  '^. 

m  =  0*.036  o 

Appulabeobachtungen  ohno  Scale  nach  Art  2)  aiod  lange  nicht 
•o  sicher  9  es  finden  sich  da  die  m  zu  etwa  VJK,  bei  Primavista 

*)  Dagegen  seigte  sich,  Asiron.  Nachrichten  1838.  No.  351  ondSSS; 
bei  Appnisbeobaehtnngen  am  PaMage-Iaetrnment  die  Pereonaldifferens 
weit  bedeotender  aU  bei  Liahtblitien.  Es  scheint  dies  noch  einen  epe» 
cifltchen  Grand  so  haben  9  n.  A.  Tielleicht  das  l&ngere  Verweilen  der 
Sterne  Yon  hoher  lleclination  hinter  dem  Faden«  —  Die  Federpendelbe» 
ebadhteagen  «Migteten  «ioMal  mäti  dab  Faeaage-Inetmaiaiit ,  einnial  mit 
4m  LiahMÜsen. 
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\m  nn  VJOO,    Die  Uosicherheit  im  Schltzeo  der  EntfernuDgen  rührt 
nfttoriich  lom  grSeeten  Theiie  her  von  der  Schwierigkeit,  das  sich 
Befragende  an  einem  beptimmten  Pai^lcte  und  in  einem  vorgeschrie- 
heeeo  HiNnente  in  fizireu.    Bei  einem  ruhenden  Punltte  iitt  die 
ScUttsong  viel  genauer.    Ich  leichnete  s.  B.  auf  Papier  30  Linien 
rm  der   Länge  eines  Zolls,   Und   hinein  irgendwo  einen  Punkt» 
fchitste  die  Entfernung  desselben  von  den  Enden  nach  dem  Augen- 
■aas«  xuerst  mit  Müsse.     Als    ich  sie   darauf  mit  Zirkel  und 
MaaMstob  mass,  ergab  sich :   AszW  +  0,003  im  Mittel ;  m=:0,009. 
Hernach  wurden  dieselben  Linien»  jede  nur  einen  Moment  be- 
trachtet»   und   der  Gesammteindruck   aus  der  Erinnerung  aufge- 
schrieben; da  fand  sich  ^=TF— 0»06  und  Yra  =  0,024. 

* 

Darf   ich    nun    aus   den   Beobachtungen*)   schon  jetzt  einen 
Sehloss  »eben»  so  scheint  sich  mir  Folgendes  herauszustellen: 

1)  dass  eine  grossere  AbweichMng  (eine  oder  .mehre  Zehn- 
telsecnnden)  in  der  Angabe  eines  Beobachters  von  der  Wabr- 
oicbt  darauf  beruhe»  dass  es  bei  demselben  etwa  einer  so 
langem  Zeit  bedarf»  um  den  Schalleindruck  zum  Bewusstseln 
IQ  bringen,  als  den  Lichteindruck»  oder  umgekehrt.  Ich  gfanbe» 
dass  Liebt-  und  Schalleindruck  nach  einer  sehr  kurzen  Zeit  — 
ii  weniger  noch  als  1  Hundertelsecnnde  —  und  wahrscheinlich  In 
gleicher  Zeit»  worauf  es  allein  ankommt**),  zum  Bewusstseln 
kommen  kann»  dass  also  eine  so  grosse  Personaldifferenz  nicht 
etwa  io  der  Einrichtung  der  menschlichen  Organe  oder  der  Seele 
Mthwendig  begründet  liege»  dass  vielmehr  ein  möglicher»  in  der 
Natnr  begründeter  Unterschied  in  der  Receptionszeit  (zufällige» 
aber  gewiss  seltene  Abnormitäten  abgerechnet)  sich  höchstens  bis 
■I  ifie  ersten  Hundertelsecundeu  erstrecken.  —  Weit  Aber  die  Hälfte 
far  einzelnen  Beobachtungen  (ohne  volle  Secunde  und  in  Müsse 
ketraehtet)  weichen  nicht  mehr  als  0^»05  von  den  Angaben  des 
isstraments  ab,  ebenso  liegen  die  Gesanimtmittel  der  Beobach« 
tnigen  (Abweichungen  einzelner  Beobachtungen»  grösser  als  (^,26, 
|*4m  sporadisch  in  geringer  Menge  vorkommen»  ausgeschlossen) 
fMt  alle  innerhalb  der  Grenzen  A=:Wji:(yj05; 


*)  Sahlreichere  Beobachtongtreihen  habe    ich  eigfotlich  nor  noch 
?•■  Br.  Caaselmann  (sn  Wiesbaden).    Die  übrigen  Beobachter  beob- 
■■V  mehr  oder  weniger  gelegeattich ;    daher  die  GefibCeren  and 
derselben  nur  darcb   eine  geringere  Zahl  von  Beobachtungen 
aUid. 


**)  Sneh  Helmhoitx^e  Veraochon  pflanil  «ich  ein  Gefühl  inm  Ge- 
i  mII  einer  Getchwindigkeil  Ton  ca.  180  Fuaa  in  der  Secunde  fort. 
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2)  da««  vielmehr  die  Abweichang,  am  die  es  «ich  hier  bas- 
delt,  ihren  Grand  in  ungleicher  Aafmerknamkelt»  Deberraeohaeg» 
mangelhafter  Erinnerung  der  Folge  der  Licht-  and  •Sehallphiiie« 
meii  u.a.  w.  finde»  ein  constanteres  Element  aber  unter anderil  voa 
einer  nnrichtigeo  Angewöhnung  des  Anachanena  und  Schitiena» 
oder  der  Fixirung  vcracbiedener  Momente  des  Licht-  und  Schall- 
eiiMlracka  u.  a^w.  herrühre,  daaa  daher  die  PeraonaldiSecens  dardi 
Deliung  nach  einer  Methode,  die  die  begangenen  Fehler  erkennea 
liaat,  —  H*^nn  Jemand  die  Zeit  und  Muhe  darauf  verwenden  wollte  — 
aaf  ein  Minimum  reducirt  werden  kannte ; 

3)  daM  die  individuelle  Geneigtheit,  von  der  Wahrheit  abaa- 
weirhen,  nicht  unveränderlich  iet.  Ee  fanden  sich  nicht  Mos 
an  verachiedenen  Tagen  verschiedene  Mittel  aus  den  Beobach- 
tan<;8reihen,  bald  A^W-i-,  bald  il=)K— ,  sondern  die  Abwel- 
ehnn<»  war  auch  im  Einzelnen  fQr  verschiedene  Zehntel  ver> 
schieden  und  an  verschiedenen  Tagen  variabel. 

8o  hatte  ich  z.  B.  in  Probe  I.  entschieden  die  Geneigtheit,  die 
Stftnde  n,Ö;  9i,7;  nfi  m  hoch  anzogeben,  in  Probe  IL  dagegen 
taxirte  ich  dieselben  Stände  hartnäckig  zu  tief;  in  beiden  aber 
ilbereinstimniend  die*  Stände  ii,20;  ii,30;  n,40  zu  hoch ;  In  beidea 
aeheine  ich  in  der  Angabe  die  ii,6  gleichsam  ganz  vergessen  sa 
halten,  nährend  das  in  andern  Reihen  anders  ist,  u.  s.  w.  Im 
Allgemeinen  IM  die  Abweichung  beim  «Stande  n'jd  entachieden  am 
geringsten ,  danach  kommen  die  geringsten  Abweichungen  bei  a',5 
vor.  Dann  folgen  etwa  in  der  Richtigkeit  die  Angaben  des  Stan- 
des a,9  und  n^l.  Am  fehlerhaftesten  zeigten  sie  sich  bei  den 
Ständen  9t,2;  9t,3;  a,4  so  wie  n,6;  a,7;  fi,8.  Dies  gilt  nament- 
lich, wenn  man  bei  der  Beobachtung  und  Schätzung  sich  gleich» 
sani  dem  Gefühl  iiberlässt,  wie  es  wohl  geschehen  muss,  wenn 
man  die  vollen  Secuuden  mitzuzählen  bat.  Läest  man  die  vollen 
Secunden  unberflcksichtigt  und  schlägt  in  Gedanken  gleichsam  den 
Takt,  d.  h.  zählt  man  in  jeder  Secundeetwä  0,  1,  2,  3  (d.h.  n,0; 
n,i5;  nfi\  n,7Ci),  ho  scheinen  diese  Stände  am  besten  beobachtet  ^ 
SU  H-erdeii;  dnrh  bleibt,  scheint's,  der  hDrbare  Secundenschlag 
immer  der  be^te  Leiter  *)• 

Diese  VerSnderlichkeit  der  Angahendiferenz  zu  verachiedenen 
Zeiten,  und  Verachiedenhdt  und  Veränderlichkeit  fär  verschie- 
dene Zehntel  tindet  sich  auch  bei  wirklichen  Beobachtungen  von 


")  Hifrniich  wäre  su  erwaricn,  das«  man  mit  einer  halbe  Secaaden 
•chUgt-nden  Uhr  sirJierere  Beobat-iituDgeB  erzielen  könnte,  aie  mit  einer 
gawdhnllehen  Serundenahr. 


MMf  Bemerktmien  über  FerwnmUtUferenm. 
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BtHotrop*  nnd  PoWersignalen  von  Gauss  und  Goldschmidt; 
«.AstroB.  NachrlehteA  a.  a.  O.  (1838,  No.361  und  352).  Hier 
mgbi  aieh  im  Mittel : 

uiSS.  Aagoat,  Gaaaa  =  Goldschmidt,  -{^VM,  m=:(r,2»; 

•    6.  Septbr.  „  ,,  -f  0^,19,  ffi=0',96; 

«    7.        „  „  „  -0^,06,  m^V»\ 

-    8.        «  „  ,.  +0^,06,  m=0^,23; 


Am  95.  AogQst  finden  aleb  (znftllig)  nur  die  Goldachmidtachen 
■dt  4,  5«  0«  7,  8,  9  Zehnteln  *)  beaelchneten  Beobachtungen  ver- 
treten ;  bei  diesen  allen  findet  sich  vorwaltend :  Gauss  (G)  s=  Gold- 
schmidt (®)  -f 


7.  Sept  findetsieb  bei  den  9schen 


kein  Zeich. 


ff 


ff 


ff 


f» 


ff 
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ff 
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ff 


ff 
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ff 
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2,3.5,6^7 
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1,8.3,5,8 
6.0 

4.7,  9 

3.  6       .,    G=<»— 
1. 3, 4,5, 7, 8, 9.,  k«in  Zeich. 


ff         ff         ff^^ 

kein  Zeich. 


ff 


entschieden  vorwaltend. 


Darefa  die  galvanisch  registrirenden  Uhren  (von  Locke  und 
Lamoot)  -—  die  ich  leider  noch  nicht  aus  eigner  Erfahrung  ken« 
len  SU  lernen  Gelegenheit  hatte  —  wird  die  Sicherheit  der  Beob- 
achtongeo  ohne  Zweifel  bedeutend  gesteigert,  weil  durch  den 
Wegfall  der  Aufmerksamkeit  auf  die  Zeit  die  geistige  Thätigkeit 
M  der  Beobachtung  viel  einfacher,  diese  also  sehr  erleichtert 
«kd.    (Aehnlich  wie  bei  der  „Art  4)  Appulse  su  beobachten/') 

Bne  Personaldifferens  wird  aber ,  wenn  auch  in  engere  Gren- 
nn  mgescblossen,  doch  bleiben,  namentlich  in  soweit  sie  ihren 
Grand  bat  in  Auffassung  verschiedener  Momente  des  Lichtein- 
4ad[ei>,  in  Ueberraj<chung  und  ungleicher  Aufmerksamkeit.    Die 


^  Welche  Zehntel  et  in  den  Original  -  Beobaelitnngen  waren,  ist 
iiht  mUr  na  aeheo,  da  diese  hier  ■riiiin  mit  der  Correctioa  des  Uhr- 
;agt  n.  fl.  w.  Teraehen  aind. 


2üfforimann:  Sini§€BeokachLti.B€m€rk9mgenüb.Penanaidiff:er€H%. 

Quelle  der  verechiedenen  Zeitscbätznog  nnd  FiziroDg  verocbiede« 
aer  Monente  des  S€helleindnickii  wird  wegbllen,  —  dadurch  oa- 
tilrlich  auch  die  Verftnderlichkeit  Rir  verschiedene  Zehntel,  -*-  die 
,, absolute"  Differenz  aber  wird  grueeer  sein,  ale  eie  bei  den  Be- 
•bachtungen  M^ue  freier  Hand"  zu  eein  braucht,  weil  es  bei  die- 
eea  nur  der  Zeit  bedarf,  bis  der  Gesichts-  und  Gebtireindruck  eich 
bis  zum  Gehirn  fortpflanzt,  dort  aber  noch  die  — '  wahrscheinlich 
hei  verschiedenen  Individuen  und  in  verschiedenen  Genifitbsver« 
fassungen  mehr  veränderliche  —  Zelt  hinzukommt,  die  vom  Augen* 
blick  des  Bewusstwerdens  des  Gesichtseindrucks  vergeht,  bis  die 
Hand  die  Taste  berührt,  und  da  nach  Heimholtz  bis  zu  etwa 
2  ZehaMseciinden  gehen  soll. 


Scbliesslich  kann  ich  nicht  amhin,  den  Wunsch  auszuspre- 
chen, dass  Minner,  die  in  solchen  Beobachtungen  geübt  sind, 
auch  einmal  an  einem,  dem  besprochenen  ähnlichen  Instrumente 
Beobachtungen  anstellen  mOchten.  —  Das  meinige  wfirde  natfli>- 
lieb  gern  zu  Gebote  stehen,  um  vorläufig  Erfahrungen  zu  machen. 
Zn  genaueren  Versuchen  aber  (die  meine  Ansichten  bestätigen 
und  erweitern,  modificiren  oder  verwerfen  wGrden),  wäre  es  wün- 
schenswerth,  dass  der  Eine  oder  Andere,  dem  hinreichende  Fon^s 
SU  Gebote  stehen,  sich  ein  eigenes,  von  den  Mängeln  des  md» 
ntgen  freies  Instrument,  namentlich  auch  flir  „galvanische"  Uhren» 
anfertigen  lasse.  Ich  selbst  hoffe  auch  im  Laufe  der  Zeit,  eo 
weit  es  meine  Kräfte  und  Mittel  gestatten,  diese  Beobachtungen 
fortsetzen  zu  kOnnen,  um  Ober  noch  manchen  Punkt  nähern  Auf- 
schluss  zu  erhalten. 


trumri:  Ueb.  €iml§eaäi%€  9.  äem  §mn,  rmiimuU.  at§€är.  Funcl.    S7 


U. 


Ueber  einige  Sätze  von  den  ganzen  rationalen  alge- 
kraiachen  Functionen,  nach  ,,R^buo>^s  analytiqnes 
parlH.  Auguatin  Gauchy.    A  Turin«  1833.  p.  14/' 


Von 

dem  Herausgeber. 


In  dem  oben  genanDteo ,  vieleft  SchSne  enthalteoden  Werkcbeo 
bat  Caachy  flir  deo  bekannten  Elementar -Satz»  daas  jede  ganze 
ntfonale  algebraische  Function  von:r,  welche  f(ir  xzzza  verschwin« 
ietj  dorch  x  —  a  ohne  Rest  theilbar  Ist,  einen  einfachen  Beweis 
gegeben 9  der  bekannter  zu  sein  verdient,  als  er  zu  sein  scheint; 
HgWeb  aber  hat  der  leider  uns  durch  den  Tod  entrissene  grosse 
Hnifcematiker,  dem  die  Wissenschaft  so  ungemein  Vieles  verdankt» 
▼erschiedene  Folgerungen  geknfipft,  welche  an  Sitzen  ffibrent 
Abkfirzung  mancher  Beweise  sehr  geeignet  sind.  Wenn  auch 
hiervon  schon  in  der  Analyse  algöbriqu'e.  Chap.  IV. 
verkommt,  so  scheint  uns  die  in  dem  oben  genannten  neueren 
W«rkcben  gegebene  Darstellung  bemerkenswerth  genug  und  na- 
■•ntlicb  von  Werth  fflr  den  Unterricht  zu  sein,  so  dass  wir  es 
flir  zweckmässig  halten,  auf  dieselbe  In  den  folgenden  Mittbei- 
Imgen  aufmerksam  zu  machen. 


Wenn 


j;=  A^  +  Ji^:"-»  f  ^»j:"-«  +  .-..+ An^ix  +  An 

Im  gaaze  ratioaale  algebraische  Function  des  iiten  Grades 
rist,   und  man  setzt  in  derseJbeo  jr-f  «  flir  o?»   ao  «lUttl 


t'ieter  rlnlee  Sät%e 


nach  ^ehüriget  EnlnickeluiiR  der  PnlenxeD  < 
bar  einen  Ausdruck  von  der  Form 


3  yia  für  ^offeu- 


Jf=Bitf'  +  Ä,y-'+Ä^- 


.  +  &-!,+  £ 


^ 


wobei  sogleich  aus  der  Nutur  dieRer  Entwinltelnng  Kuf  iter  Stell« 
gani  von  aelbsl  ersicbtiicb  iai.  dass  jederzeit  A^^B^,  isL  FShrt 
man  nun  in  den  letzteren  Ausdruck  von  X  fflr  y  seinen  Wertb 
X — a  ein,  ao  gelangt  man  zu  dem   TolgendeD  Aosrimcke  von  Xi 

der  sich,  weil  nach  dem  Obigen  A^  —  Bf^  ist,  auch  unter  der  For 
X  =  ^(x-aJUx-a)-"  +  ^  (*  -  o)-H  ^{x-o)-»+..-.  1 


oder  der  Kfirie  «egen  unter  der    Form 

X=Ao{x''a)Xx  +  ^ 

darstellen  IHsst,  wo  A^  eine  ganze  rationale  algebraische  FancttoU 
de«  (n~l)aten  Grades  von  x  bezeichnet,  in  urelcfaer  der  CoelB- 
cienl  des  bSchsten  Giiedea  offenbar  die  Einheit  ist.  Wenn  na 
die  Function  X  »o  beschaffen  iai,  ilasa  si«  ftir  x^=u  verscfciviB 
det,  ao  folgt  an«  der  vorstebrnden  Gleichung,  irea«  man  hi  du 
•elb«n  o  fSr  X  setzt,   unmittslhar 


Mobei  man  zu  beachten  tial,  da««  di«MH!  GrSsse  natOrllHt  von  j 
gani  unabhüngig  tat;  und  es  iat  aUo  gnter  der  gemaufalen  Vnr* 
für  jedes  x : 

X  =  An[x  —  a)X,, 

I  Ob%en  Xi  ein«  ganze  rationale  algebraiacb«  Fnni 
-l)«ten  Gndes  von  x  Ist,  der«n  hOchatea  Glied  dl 
CMUdHlra  Int. 


iwi  dem  ißUMm  rmUmmlen  ai§e^ml$€keH  Fmiciimten. 


Wir  wollen  ran  anoeluneD,  das«  die  FanetloD  Ä  für  jeden 
der  m  aiaiaitllch  unter  einander  ungleicben  Werthe 

Off    0^9    0^9    44»  ••••o« 
Mi  s  verschwinde,  so  iet  nach  1.  sneret 

«e  Xi  eine  ganie  rationale  algebralaehe  Foiiction  des  (n — l)sten 
▼00  :r  bezeichnet»  in  welcher  der  CoefBcient  des  höchsten 
die  Einheit  ist    Weil  nun  aber  X,  nnd  folglieh  auch 

ilo(ar— a,)jr| 

den  Werth  a^  Ten  x  verschwindet,  ihr  diesen  Werth  von  s 
x^m^  nicht  verschwindet,  weil  nach  der  Voraossetsang  Oi 
■s  angleich  sind,   so  mqss  noth wendig  Xi   f&r  den  Werth 
Cg  ven  X  verschwinden,  und  nach  I.  ist  folglich: 

Xi  =  {x^^a^Xi^f 

alte  nach  dem  Torhergehenden 

X  s=  ^0  (:r — Ol)  (:r-^at)  A^ » 

ve  X^  eine  ganae  rationale  algebraische  Fonction  des  (n— 2)ten 
Gades  von  x  bezeichnet,  in  welcher  der  CoefBcient  dea  höchsten 
die  Einheit  ist'Nan  verschwindet  Jf,  also  auch 

AQ{x^Qx){x^a^X^, 

für  den  Werth  Og  von  x ;  weil  aber  nach  der  Voranasetsung 
dh  Grossen  a\»  0^9  Q%  aäninitlich  unter  einander  ungleich  sind, 
it  verschwindet  (dr  — ai)(dP  —  a^  f&r  den  Werth  og  von  x  nicht, 
and  es  mnss  also  X^  ftlr  diesen  Werth  von  x  nothwendig  ver- 
schwinden, woraus  sich  nach  I. 


X^LAQ{x-ai){x'-a^{x^a^X^ 

«qjieht,  wo  X^  eine  ganze  rationale  algebraische  Function  des 

'«— 3)ten  Grades  von  x  bezeichnet,   in  welcher  der  CoefBcient 

n  bSehsten  Gliedes  'die  Einheit  ist    Wie  man  auf  diese  Art 

Har  gehen  kann,  Ist  klar.    Endlich  gelangt  man  zu  der  Gleichung 

JTssil^Cd:— a^)(s:-irj>(4r— ay). ...(»-- a»^)Xtt^, 


so  ßrunert:    Ctier  ttnlge  satte 

wo  Xn-t  eine  gKitte  rational«  algebraische  Function  des  Islen  Gm« 
des  von  x  beieicbnel,  in  nelcber  das  höchste  Glied  die  Einbeil 
saiD  CoelVicienten  baL    Nun  verschwindet  aber  A,  also  auch 

Aolx  —  ai)(x — o,)(a;— o,). ...(«— fl»_i)JrB_i. 

Bncfa  für  den  Wertb  Qh  von  x;  und  da  die  GrOaeeB  Oi,  Og,  Ot,.^ 
....On-i,  ff*  nach  der  Voraussetzung  sämmlllcb  unter  einander  ■■• 
gleich  sind,  so  verschwindet  dss  Product 


in  z  nicht,  woraus  sich  eritiebt,  doas  X,^-^ 
a  X  verschwinden  nius?.  Nach  dem  Obigea 
l^anz«  rationale  Blgebraische  Function 
,  in  welcher  der  Coefticient  des  bOchaten  GUe> 
sich   ergiebt,    dass  diese    FunetioBt' 


für  den  Wertb  »■  v 

Rlr  diesen  Wertb  rt 

■st   aber   Ja-i    eine 

Isten  Grades  von  x 

des  dir  Einheit  ist, 

welche  fflr  x  =  aH  verschwindet,   nur  von  der  Form  j;  — 

kann,   so  dass  also 

X„-i  =  x  —  a%. 
und  folgiich  nach  dem  Obigen 

.T=  /<o(*— «,)(*■—«,>(■»— Ol)  ■•■■  (x  —  ih,-i)(x~an) 


berechtigt,  den  folgenden  SatE  anstO' 


Hiernach  sind  wir  atsc 
«precfaen : 

Wenn    die    ganze   rationale    algebraische   Functioi 
de«  nten  Grades  von  :r: 

X=  4»i- +  4,«»-»  +  iV^-«  + . ...  +  <<— jx + ^, 

fBr  die  n  sänntlicb  anter  eikander  sngleichea  Werth^ 

"»•      "f      "!•      "«■ 

verschwindet,  sn  ist  immer; 

•*=  /1o(x  —  a,)(x~'a^(T~- 


HlerMa  ergiebt  sich  unmittelbar  der  folgende  Sata: 

Die    gnnie    rationale    algebraische    Fnncllen    dei 
»len    Grades    von  «t 


mm  den  ^mnm  rmümioim  ai§€brmi9eken  FuncUonen.  tl 

ksan  b5cb8t«n0  ffir  n  ungleiehe  Werthe  veD  »  ver- 
iehtrinden. 

Deno  Terschwinde  Ä  fOs  die  st  4- 1  ungleicben  Wcrth« 

fM  07,  SO  wSre  nach  11. 

X^Aoias^Oi)  (x— !!»)(«— flg)  ••••  (* — 0«)» 

Bod  folglich,  weil  nach  der  Vorauaaetzung  X  auch  f&r  xssti 
ferschwiodet : 

ngereimt  bt,  da  Mteb  der  Voraaasetzuog  ketoer  der  Faeto- 
des  Produets  auf  der  linken  tSeite  dea  GleicbheltaieicbeBa 
fwfth  windet, 

IV. 

Wenn  zwei  ganie  rationale   algebraische  Fanctlo- 
■  en   dee  itten  Gradea  von  xi 

A^  +  AiOf"-^  +  AfO^*  +  ....  +  An^lX^An» 

Äoa:*+BiÄ*-*  +  fi;ar— •+  ....  +  Bn^ix^Bn 

ffir  mehr  als  st  angleiche  «Werthe  von  x  gleiche  Werthe 
erhalten,  so  sind  diese  beiden  Functionen  tdeniiach 
gleich;  d.b.  dlesämmtlicben  Coelficlenten  gleich  hoher 
Potenzen  von  x  sind  in  beiden  Functionen  dieselben, 
oder  es  ist: 

A^^^Bq^     Ai'=^Bif     A^^B^f ,,,.  An-'l^^Bn^ij     Am^^^Bn» 

WSren  die  Gleichungen 

Aq^Bi^^    Ai^Bif     A^^^ B^f  ,••»  An~~i^=^ Bn—if    A%zszBn 
nicht  oämmtlich  erffillt,  so  wOrde  in  allen  Fällen 

nach  der  Voraussetzung  eine  ganze  rationale  algebraische  Function 
von  X  sein,  welche  ßir  eine  Ihren  Grad  fibersteigende  Anzahl  un- 
gleicher Werthe  von  x  versch wände,  was  nach  III.  ungereimt  ist 

V. 

Zwei  ganze  rationale  algebraische  Functionen  von 
reiad  Identlseh  gleich,   wenn  sie  ffir   ein^  Aen  Gt^& 
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einer  jedeo  QbereteigeDde  Anzahl  aogleicher  Werthe    ' 
von  X  gleiche  Werthe  erhalten. 

Sind  die  beiden  Functionen  von  gleich  hohem  Grade,  so  foI|(t 
der  8ats  unmittelbar  aus  IV.;  sind  dieselben  dagegen  von  mi- 
gleichem  Grade,  so  kann  man  sich  die  Function  des  niedrigeren 
Grades  durch  Hinzufugung  einiger  Glieder  mit  verschwindenden 
Coefficienten  jederzeit  zu  einer  Function  von  gleich  hohem  Grade  • 
mit  der  Function  des  höheren  Grades  ergänzt  denken,  nnd  hat 
dann  wieder  den  ersten  Fall. 

Anmerkung.  Freilich  würde  unter  den  gemachten  Voraus«  ] 
Setzungen  die  Function  des  höheren  Grades  eigentich  immer  nor 
scheinbar  von  einem  so  hohen  Grade  sein,  da  ja  eben  derSats 
aussagt,  dass  sie  mit  der  Function  des  niedrigem  Grades  ideo* 
tisch  ist,  also  nothwendig  einige  ihrer  Anfangsglieder  verschwhn 
den  mfissen. 


VI. 

Wenn  zwei  ganze  rationale  algebraische  Functio* 
nen  zweier  veränderlicher  Grossen  ar,  y,  die  Im  Allge- 
meinen von  der  Form 

+  (Aft««  +  i,a:«-i  +  At«^*  +  ....+  i.-i;r  +  j|«)y 


II.     s.     w. 

+  (3o^»  +  Axx^-^  \  .4,dP«-*  f  ....  +  An^\x  \  Am)jr 


und 


4.  (h^  +  h^a^-^  +  l^X"-«  +  ....  +  hn^lX + än)y 

u.    s.    w. 
#i»d,    fflr  eine  «   Übersteigeade   Ajizahl  nngleieber ' 


•1 


rom  den  ffi 


rmümaimi^ffedfüitekm  Funcfionen, 


»3 


Wcrtbe  too  dr«  «n^l 'f5r  «la^  fli'iflJ>ei'*telg:«Mitda:  Anxahl 
««Kl^ieher  Werth'e  too  y,.  wiemaBiav^h  dt^««  IVvTtffi* 
v»B  se  nad  y  unter  «^ioa'nder  combinire'n  iii«;c, 'ivlei-ch« 

Werthe  erhalten;    nn  sind  die  ibeiideii  Psitetidnett  jeder- 

leit  einander    identlacb  gleich. 

Wenn 


t    r 


^0  —  Dq* 

0            0 

^ 

A^^^Bo* 

Ai  =  Äi , 

1 

Äqz:^  ßo9 

^1=  *i» 

X 

ft|  ,     A^.     Ä^t      ^4f'    Ä^i-'i.-  •    I  -^     ■ 

■  ■      ■  • 

■  ^  ■  I  ■ 

renpertive  die  Werthc  von  x,  y  sind,  fitr '  H-elche  die  beiden 
Faaetionen  gleiche  Werthe  erhalten,  so  Icaiiu  man  sich  ziiergt  fflr 
X  den  Werth  a|,  für  y  alle  Werthe  öi,  b^,  A«*  ^4»  ^ö»***-»    dann 

Ar  X  den  Werth  n«,  ftir  jf  fA\^.  Werthe  6|,!  Ag«  ^^  ^4*  A» ; 

ftr  X   ferner  den   Werth   fig,    fdr  y  alle  Werthe  ^,  ^,  6,,  A4, 

65 ;    u.  H.  f.   gesetzt  denken,    und  schliesst  dann  aus  IV.  uq- 

■ittelbar,  dass  die  Coefficienten  gl<»irh  höh ^h  Potenten  von  y  in 
den  beiden  obigen  Functionen  sänimtlich  gleich^  Werthe  erhalten, 

wenn  man  ftir  x  die  Werthe  ai*  o^»  Oat  o«»  Of setzt,  woraus 

dann  fc^rner  wiedemni  nach  IV.  folgt,  dass 

•  /»2>  . . . . ,  An  =  Bn  X 
\B^9.,*,fAm^BitX 

■  B^9 An  =  Äi  \ 

.-U.     's«      Wi  -      ■ 

'  ■       * 

m      '     m  m  m  m  fm  mm 

Aq  =  oq,    Ai  =  0|  y     ifj  ^  «Hl »••••!  ^«  =  Bn 

irt,  die  beiden  Functionen  also  identisch  gleich  ^ind,  nie  he- 
«iepen  werden  sollte. 

W^nn  also  etwa  die  beiden  obigen  t<*unctionen  fQr 
alle  positiven  ga  nze  n  W  er  the  v  on  .r  und  y  gleiche  Wert  he 
trhalten,  so  sind  sie  ide'ntisch  gleich,  und  erhalten 
lUo  gleiche  Werthe,  was  man  auch  für  Werthe  den 
Grossen  x  und  y  beilegen  mag. 

Aach   wenn  die  beiden  obigen   Functionea«  nnr  ffir 

tlle  positiven  ganzen  Werthe.  von  x»  y,    welche  |^r8s- 

iitr  sind   als   eine   gewisse    endliche  positive   Grosse, 

[lUiche  Werthe   erhalten,    sind   sie    identisch  gleich, 

id  erhalten  also  gleiche  Wei^the,    was  man  auch  für 

'crtbe  den  GrOsssen  x  und  1/  beilegen  mag.  '  ' 

Tkwii  XX  XX.  % 


I 

Annerktt^g.  Die  Mimt  8cbwi«rigMt  ttnferaefeode  Er« 
l^rtig  des  obigen  Satsee  anf  gfanze  rationale  algebraiaiSlM  Va 
tioaoB  Bit  OMlir  ala  zwei  ▼erSoderiiohen  GrSaaeo  kaou  hior  fflgl 
dem  Leaer  üiierlaaaen  werdea. 

VD. 

Ein  lebrreicbea  Beiapiel  ftr  die  Anwendung  der  vorbergeh 
den  Sfttie  liefern  die  folgenden  Betrachtungen. 

Nach  dem  binomiachc^  Lehrsatze  Rir  positive  ganze  Ex 
henten  ist,  wenn  A  und  ^  positive  ganze  Zahlen  bezeichnen.  ^ 
in  den  Elementen  gelehrt  wird: 

(l+^=l+(l*)ia?+{^)««H(^)8^  +  ....  +  (l»)/.«^. 
Weil  aber  bekanntlich  die  Btnomial  -  Coefficienten 

(rtM+t»   (i*W«»  Wf^*  (f*W4»--- 

sftmmtlicb  verschwinden,  ao  kann  man  diesen  Reihen  immer  resp 
ti/e  eine  beliebige  Anzahl  der  Glieder 

■ 

a)i+i**+*.  (A)A+««*+*.  WH»af*+'.  wh«*^.  •  •  •  • ; 

(j*W»a*>H,  (f»X.4*ri»+*,    (|i)/,4»»i»+»,   (»»WtaH^, . . . . 

beifägen,  ohne  die  Richtigkeit  der  obigen  Gleichungen  Im  Geri 
•ten  zu  stOren,  und  Ohersieht  nnn  auf  der  Stelle,  dass  man  s 
immer  so  viele  dieser  Glieder  noeh  beigefBgt  denken  kann,  da 
wenn  man  da«  Product 

(l+*)A(l+«y« 

bildet,  darin  flir  jiedes  positive  ganze  k  das  Glied 

t  (1)* + (i)*_i  0»), + (i)K^  0»), +....+ (A),  0»)»_i + d»)» }«» 

wirklich  vorkommt,  oder  dass  man  immer  die  für  jedes  x  bes 
hende  Gleichung 

=    1 

H(A)i  +  (»*)il* 

+i(i)s+a)i(»Oi+(*»)»i»«  • 

+ 1  (*)»+(i)a(l»)i  +  a)i  (»»)t  +  Oi).Jx» 

u.    s.    w. 

+ 1(*)» + Wk-i  {fi)i  +  W»-aO»),+ . .. .  +(i),  (ii)»^  +  Ol)»)«*. 
+ , 


ti,   wo,   wie  gesagt,   k  j^.  piM#iv^  gpBzfi  ZajU  h«Miehiieii 


tUA  8Ml  l^tüdmiscBen  LeÜHJätise  ttr  pötfttve  ganze  Ex'po- 
M  ImMt  Äff  jtdcfii  or: 

MI  aber  dfc  BinoibilÜ-CoefScieiiton 

tamHich  Terscliwinde«»  s«  kan*  man  iach  setzen: 

|+x)H<i=l+(i4H>i<8+(i+<»)t*»+a+|»)3«H~..+(i+/»)»**+..-. 
'•  wieder  H  jede  posiftti»  glnttto  Zahl  bezeichnen  kann. 
Natt  ist  hl>kr  Ar  jedB«  x  bekanntlleh 

(1 +«)«•'•= (1 +  *)*  (1  +  arV, 

■d  man  hat  also  nach  dem  Vorhergehenden   die  fär  jedes  x 
eltende  Gleicboagi 

i+a+>»)i«+(A+»»)«*»+a+»»)i*»+—+a+i»)»«*+ •• 

■•.I 

o.    s.    w. 

+K«)»+w»-i(>»)i+wt-*(<«)« +  .-+ a)i(/»)*-i+(j»)»i«*. 

1.  + ;...., 

■a  ist  nach  den  in  IV.  nnd  V.  beTnesenen  Sitien,   da  diese 
Priaha^B  fir  j*d«8  «glitt 

^+rti=*(AI-(»»)i. 

+py,=tfDi+(4),(f4)+(^i,. 

U.     8.      W. 

ii)fc=(A)*+a)fc-i(i*)i  +  (A)K.t(^)t+ ....  +  a)i(i»)*u.i  +  (f^)f, 

U.      8.      W. 

;  '^,  jt  alM  positiven  ganzen  Zahlen  sein  kSnneri. 


•  i 
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Setsen  «rfr  bnn  aber  In  dtfr 'Gleichung 

fflr  alle  Binomial-CoefBcienten  ihre  entwickelte»  W«tth«,*l 
nimmt  diese  Gleicfanng  die  folgende  Gestalt  an: 

(;n-tt)a+fi-i)(Jn-f*-2)-a-ffi.~*-H) 

1.2.3.. ..A 

_i(ji--i)....(x— in-i)  A(t— i)....a— *+2)  » 

~  I....*  ■•"  !....(*— I)  1 

+      i.,..(A-^.      nra 

.  X(;i-i)....(i~A+,4)  .f>0t-i)0i-3 

^  l....(A-3) 1:2:3 

a.    8«     w, 

■•T  1....(A— 1) 

u(fi-l)....(fi— Ä;  +  l) 

A  •  •  •  •  M 

und  man  übersieht  auf  der  Stelle,  dass  die  Grossen  anf  den  bd 
den  Seiten  des  Gleicbbeitszcicheas  in  dieser  Gieichong,  waoi 
man  il  und  f&  als  veränderlicbe  Grc/ssen  betrachtet,  unter  der  Fora 
der  in  VI.  mit  einander  verglichenen  Functionen  von  x  und  y  enl 
halten  sind,  oder  wenigstens  nach  gehuriger  Entwickelung  imm0 
auf  diese  Form  gebradit  werden  können.  Also  gilt  die  obigi 
Gleichung  nach  VI.,  weil  sie  für  alle  positiven  ganzen  Werth 
von  X  und  fi  gilt,  lär  alle  ganz  beliebigen  Werthe  von  i  und  f^ 
und  es  ist  daher  fSr  jedes  X  und  /ü,  und  für  jedes  positive  giinseli 

Die  Bedeutung*  dieser  fflr  jedes  X  und  fi  gültigen  Gleichon|jli 
fQr  den  Beweis  des  allgemeinen  binomischen  Lehrsatae«  .ist  I96I 
kannt  genug  und  braucht  daher  hier  nicht  weiter  erläutert  zu  werden 

Es  kam  hier  bloss  darauf  an,  zu  zeigen,  wie  mittelst  der  ifl 
Obigen  bewiesenen  Sätze  von  den  ganzen  rationalen  algebralschei 
Functionen  oft  Sätze,  die  (lilr's  Erste  biosd  unter  ^ewisseil  Kl» 


*)  Klaea  iillgemeben  BeweU  di«aer  sehr  wlchti|^ii  Glaicbmig  dufol 
H9ehnnng  t.  m.  ■•  B.  In  melBeoi  Aofiatae  Tbl.  I.  Nr  IL 


fchrioknDge«  od^r  oeter  VorauMetssog  der  ErflllliMig..gewiM6r 
kfoaderer  Bediogiingeo  bewieaeo  worden  eiod»  oft  ohoe  Weite- 
m  so  TdUigfr  Ailgeineliiheil  erhoben  werden  können,  wan  sur 
ImiofiMebBOg  der  analytiachen  Betrachtungen  nicht  aelten  weaept- 
id  beitrügt  nnd  der  Abkürzung  des  Vortrage  f&rderlich  ist. 


ITT. 

[Slereometrificlie   Sätze   entsprechend   den  planimetri- 
m  Sätzen  oder  harmonische  und  anharmonische  Pro- 

portioneo. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  Heis 

la    Mnoater.         • 


1«  Fänf  nicht  in  einer  Ebene  liegende  Strahlen  m&gen  die 
Ebenen  (Taf.  U.  Fig.  1.)  ABCD  und  abcd  in  deo  Punk- 
if,  Bt  C,  D,  E  und  a,  b,  a,  d,  e  treffen.  Verbindet  man 
Punkt  E  mit  den  Eckpunkten  des  Vierecks  ABCD  und  e  mit 
Eckpunkten  des  Vierecks  abcd,  so  ist: 

A  AED.  A  BEC  _  A  ^ed.  A  bee 
^AEB.^DEC "*  ^aeb. ß^dee 


a       A  ^JSD.  A  BEC     Pyr.  SAED.  Pyr.  SBEC 
'•'••  /i^AEB.^DEC^PyT,  SAEB. Pyr.  SDEC 

ti^aedf^bec Pyr,  5iigrf.  Pyr.  Sbee 

l^aeb.^dee  ""  Pyr.  Sueb.Vff.  Sd^c    , 


9B    fftii:    steream.  8ät%e  enttpreekend  den  pimimelr,  SäAem 

Naeh  ^nm  'teieht  geometrisch  zti  beireteentfen.  S^fzh,  Vf^^ 
zwei  dreiseitige  PyrAifiidefn,  welche  «inen  gleichen  K9r|^ei^m 
haben ,  sich  dem  Infhalte  nach  wie  die  iProdacte  ada  d^n  Akf  diqti 
gleidien  KKrpefwitikehi  luaammeDstosaenden  Kanten  verhalteii^/  Iftt: 

Pyr.  SAED _  SA.SD.SE 
Pyr.  Saed  ~    Sa.Se.Sd  ' 

Pyr.  SBEC  _  SB.SE.SC 

Pyr.  ÄAec    ~.,M.Se.Se  ' 

Pyr.  SAEB  _  SA.SE.SB 
Pyr.  Saeb   ~    Sa.Se.Sb   ' 

Pyr  SPEC  _  SD.SE.SC 
Pyr.  Sdec    ""    Sd.Se.Sc  ' 

Hieraus  ergiebt  sich  leicht  nach  gehöriger  Reduction: 

Pyr.  SAED. Pyr.  SBEC  Pyr.  Saed.  Pyr.  Sbee 

Pyr.  SABBiPyr.SDEC'PvT.  Saeö, Pyr.  Sdec"^  *•*' 

■  ■ .       ■  • 

somit : 

^AED.^BEC  _  ^aed.jibec 
/^AEB.^DEC  ^  /^aeb.£idec' 

Leicht  lässt  sich  einsehen ,  dass  wenn  an  die  Stelle  des  Vier- 
eclcrt  ein  2iiEck  tritt,   und  sowohl  durch  Eckpnnkte  des  2nEcks, 
als  durch  einen  beliebigen,   in  der  Ebene  des  SnEcks  liegenden   \ 
Punkt  2n  +  l  Strahlen  gelegt  werden,  dass  alsdann  fCfr  beliebige,  ' 
die  Strahlen  dürcfcschheidende  Ebenen  das  product  <!lfr  abwe^  i 
seind  liegenden  n  Dreiecke  des  ^nßcks,  dlvldirt  diifch  das  Pi^  \ 

duct  der  fibrtgep  breiecke,  constant  ist.  'V 

■I 

2.  SABC  (Taf.  II.  Fig.  2.)  sei  eine  beliebige  Pyramide,  in  die 
Grundflfiche  sei  e|n  Dreiemk  DEF  eingeschriebeii ;  nach  D,  E,  F 
Heien  die  Strahlen  SD,  SE,  SF  ge^pgen  und  sämmtliche  sechs 
Strahlen  durch  eine  zweite  beliebige  Ebene  geschnitten,  welche 
dieselben  in  den  P^inkteii  o,  fr,  e,  d,  e,  f  treffen  möge;  als- 
dann ist : 


•    j 


;    .i 


^ADF.\BBD.\FEC      ^adf.^bec.^fec 


.  £a  Mf  alfo  aa(  Product  An  äw— am  Ihdbrtaüt  difidbft  dorcb  dM 
fMie  I>reieek  molHplicirt  mit  dem  Quadrate  des  inneni  UreicdM 
cMataot    Der  Beweis  ergieb|  sich  leicht  oacb  obiger  Anleitung. 

Der  folgende  8ats  orglebt  akb  ebevIUla  gana  leicbt:    .9  Ist 

iim  Dreiecke  abc  (laf. II.  Flg. 3.)  ein  andere«  bdf  eingeschrieben, 

ieeem  ein  dritte«  ghi^   siebt  man  alsdann  durch  die  Eckpunkte 

im  einseinen  Dreiecke  die  neun  Strahlen,    durchschneidet  diesel- 

kta  durch  eine  beliebige  Ebene  und  construirt  die  den  gegebenen 

Dreiecken  entsprechenden  Dreiecke,  so  ist  der  Quotient 

^abf.  iibcd.  ^efd.(£ighi)^ 
\  6yA.  \gif-  A  dhi*^  aee.  A  ^A' 

ßr  alle  entsprechenden  Dreiecke  constant'* 

Dieser  Satz  lässt  sich  noch  erweitem.  Zu  bemerken  ist»  dass 
wenn  man  in  obigen  Quotienten  die  Buchstaben  a,  b,  c  u.  s.  w., 
welche  zur  Bezetchnnog  der  Ecken  der  Dreiecke  dienen,  als  Zah- 
len betrachtet^  aA/*  u.  s.  w.  als  Producte,  dieser  Quotient  s=:  1  wird. 
Auf  diesen  Umstand  achtend ,  wird  man  leicht  auch  (tir  zusatit- 
nengesetstere  Figuren  die  constanten  Quotienten  aufstellen  k5nnen. 


!¥• 


^^eiteruDg  der  Sätze  über  harmonische  und  anharmp-, 

nische  Proportioiien. 


%OB 

Herrn   Professor   l)r. 

XU    M Untier. 


Zwei   beliebige    gerade   Linien    RG  und  bg   (Taf.  11.  Fig.  4.) 
von  sechs,  von  A  mtsgehenden  Strahlen  In  den  Punkten 
A  C0  D,  Ef  F,  G]  bt  c,  Hf  e^  f,  g  getroffen  werden.   Die  auf 


eitüiDder*4blgetHleD  WMmI  der  btrablen  seivn'tt, ./{,  t»  ^>  ^  *AU- 

CD.MF.B^^^ACDi^AEF.AAßG 

'^,\AC.Aß;.smß.iAE.4F.rin6.iAa.Aß.»'^^ 

Es  folgt  also  hieran« ,  das«       '  - 


BC.DE.FG       bc.de  Ja 
VD.EF.BG  "  cd.ef.bg' 


♦  ■        I.   « 


SO  wie 


a:  •■ /•  is  -i'    ■  -.tp,.  ^»JjJ>^  l^'*i,-w      ''ww  ' «   *^    ^  i^  *       -.'  '    »»J 


SO  iHt  auch 

bd.ec,fg=iCg.df.€Ö, 

Leicht   ist  einzusehen»    dass   der  Satz   auch  für  8,  10  u.  s.  w. 
Strahlen  gelte. 

Werden  also  2/t  Strahlen  von  zwei  beliebigen  Geraden  geschnit- 
ten» 60  ist  das  Product  der  n  abwechselnd  liegenden  Stücke  der 
Lini«*n  dividirt  durch  das  Product  der  ilbrigen  n  —  I  abwechselnd 
liegenden  Stücke  und  der  ganzett'  Linie  constant. 

För.füaf  Strahlen,  welche  zwei  beliebige,  Linien  in  deiL  J 
PmXiÜn'ßCh'iSFl  '^ci^i*/ trelTeb,  dndet;  wie  sicil'leidkt'b^iiebW  ] 
lisst,  folgender  Satz  6(Alt&.  ■:•-.. 

BC.  DE.  FD      bc.de.fd 
CD.EF.DH"^  cd.ef.di' 

Ein  fthnlioher  Satz  Insst  Mich  fiir  7  Oberhaupt  2/1  —  1  Strahlen  < 
anfstellen.  i 


■    •  .■     r  .'»■•  ;  ..     ,      .^ 


•  •• 


M  '         ;■  \»     ■    .-.  .1-  .  •     '.      .':      K      *    .*\  ,  •   .>^  '  ! 


i 


BtU:    Säize  iäer  äas.  irrtguidr^  TtiraeUcr. 


I    • 


Sätze  liber  das  irreguläre  Tetraeder  *). 

Vun 

Herrn  Professor  Dk  Uei9  • 

■u    Mänctoiw- 


1.  Satz.  Stehen  ii^,  einem  beliebigen  Tetraeder  zivoi  Paar 
lee^enuberateheiider  Kanteu  aufeinander  senkrecht,  «ostebtaucb 
das  dritte  Paar  gegeniiberNtehender  Kanteo  auf  einander  denkrecbt. 

B  e VI  eis.  Eh  «pi  ABT  DC,  -^CJ  BD.  (Taf.  II.  F;^.  5.)  Um 
zo  beweisen,  dast^  ADf  BC  sei,  falle  man  von  A  und  ß  auf  DC 
■nd  von  A  und  C  auf  BD  Senkrechte.  Aus  der  Cigenschafty 
das«  ABT  OV,  «>r^lhf  sich,  dass  die  ersteren  Senkrcehten  in 
einem  Punkte  E  der  Linie  DC  zusammentreffen,  und  ebenso 
ergibt  sich»  da««  die  ändern  Senlkrcchten  in  einem  Punkte  G  aaf 
der  Liiiie  BD  zusaiuraeustoissfeji.  Verbindet  luan  A  niit  dem 
Uurchccchuitre  O  .der  Linien  Btfp  CC^  so  ist  AQ  der  Durchschnitt 
4tr  beiden  auf  £AC  senkrecht  »«tehenden  Ebenen  AGdnid  AEB, 
BÜhin  steht  AO  auf  der  Ebene  BDC  senkrecht.  Verlängert 
fluni  nun  nticb  die  Linie  DO  Ms  zum  Dorchschnitte  Bf  mit  BC, 
so  ist,  da  DHTBC,  nuch  ABT ^iC  I>ie  Linie  iffC  steht  also. 
a«f  der  Ebene  des  Dreiecks   ADU  senkrecht,    somit    BL'T ^D. 

%,  Satz.  Stehen  in  einem  Tetraeder  ABCD  zwei  gegenüber- 
stehende Kanten  auf  einander  senkrecht,  so  schneiden  sich  jedes» 
■al  die  von  den  beiden  Endpunkten  eiuer  der  Kanten  auf  die  gegen- 
fberstehendenSei^nfl&cbengeßiUten  Senkrechten  in  einem  Punkte. 


*>  Alis   der  in  Kürze   pr<r.hciQ«nd«s    ..$trri;omfitrie    ««>»    II «if 

^  ■  ■  ■ 


nd'lStrliwailer«" 


j  ii 


^  Bei 9:    sat%e  HUr  äa$  irrepmiätt  TetraHler^ 

Steht  AC  (Tat  II.  Fig.  5.)  aaf  BD  senkrecht,  so  werden  die 
Perpendikel  von  A  und  C  auf  BD  diese  BD  in  einem  Punkte 
G  treffen.  Leicht  ist  hiernach  einsusehen,  dass  die  Ehene  des 
Dreiecks  AGC,  welche  auf  BD  senkrecht  steht,  sowohl  das 
Perpendikel  von  A  auf  DBC^  als  von  C  auf  ADB  enthalten 
-mfisse,  dass  also  die  beiden  Perpendikel  sich  noth wendig  schnei- 
den müssen.  Ehenso  werden  sich  die  heiden  andern  ?on  B  auf 
ADC  und  von  D  auf  ilBC  geftllten  Perpendikel  flir  sich  schneiden. 

3.  Satz.  Durchschneiden  sich  die  von  den  Endpunkten  einer 
Kante  auf  die  gegenüberstehenden  Seitenflftchen  geftllten  Per- 
pendikel in  einem  Punkte»  so  steht  jene  Kante  auf  der  gegen- 
überliegenden Kante  senkrecht. 

4.  Satz.  Durchschneiden  sich  in  einem  Tetraeder  zwei  Höhen- 
perpendikel »  so  schneiden  sich  auch  die  beiden  übrigen.  —  Leichte 
Umkehrung  des  Torhergeheodeo  Satzes. 

5.  Satz.  In  einem  Tetraeder,  dessen  gegenüberstehende 
Kanten  paarweise  auf  einander  senkrecht  stehen ,  durchsehneiden 
sich  sftromtliche  HOhenperpendikel  in  einem  Punkte. 

6.  Satz.  Durchschneiden  sich  in  einem  Tetraeder  drei  Hühen- 
perpendikel  in  einem  Punkte,  so  geht  das  vierte  Hdhenperpen^ 
dikel  durch  denselben  Punkt  ^). 

Beweis  mit  Hülfe  der  vorhergehenden  Sfttze  leicht 

7.  Satz.    Die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  E  und   F 
(Taf.  II.  Fig.  6.)  zweier  gegenüber  stehender  Kanten  AB^  CD  eines    ' 
Tetraeders  halbirt  jede  dprcb  dieselbe   und  durch  zwei  andere 
l^genfiber  stehende  Kanten  gehende  Gerade. 

Beweis.    Die  Linie  HG  tr^e  die  Verbindungslinie  EF  der    ' 
Mittelpunkte  £,  F  der  Seiten  AB,  DC  in   O,  die  gegenüber^   ^ 
stehenden  Kanten  in  G  und  H.    Zum  Beweise,  dass  GO^OB* 
sei»   denke  man  sich  durth  die  beiden  windschiefen  Kanten  AC»' 
BD  Parattelebenen  construirt    Legt  man  nun  durch  einen  4er- 
Ralbirungspunkte,  etwa  E,  eine  parallele  Ebene  mit  jenep  beiden,    '* 


*)  In  sweilen  Bande  de«  Crelle'cchen  Joornalt  findet  «ich  aef 
Seite  9T.  der  von  Steiner  aofgettellte  Satz:  „Fftllet  mäh  an«  deii 
Ecken  «ine«  beliebigen  Tetnieder«  aaf  die  gegenfiberliegeoden  MtlMH' 
ebenen  Lethe,  «o  achneiden  dleme  vier  Lethe  einander  im  Allgeneltfen' 
nirlit  Schneiden  «idi  aber,  in  einem  besonderen  Falle,  Irgend  zwei 
der«e1bMi',  ee  «cNeeMea  äffe  vlef  etnaiider' in  einem  and  detaeelben 
Pmmkte,**    Afefsr  sl^enein  anfgetteilte  Satz   i«t  offralar  o-arieliligii 


M€i9 :   AM#  Uir  dM  irre§uiäre  Teiraeder.  4S 

M  mwn  dieselbe  offenbar  aacb  darch  den  andern  Halblrungspunkt 
F  geben.  Ee  geht  eomit  diese  Ebene  sowohl  darcb  die  Linie 
EP,  als  ancb  dnrcb  den  Paokt  O  und  balbirt  also  auch  die  GH 

Znsats.  Legt  man  dnrcb  die  Verhindangslinie  EF  eine  be- 
Mige  Eliene»  so  balbirt  jene  Linie  das  durch  den  Durchnchnitt 
■k  den  Seiten  entstehende  Viereck.  —  Der  Beweis  leicht 

Bemerkung.  Der  obige  Satz  lässt  sich  auch  so  ausdrücken: 
Oarehschneidet  in  einem  windschiefen  Vierecke  eine  gerade  Linie 
die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  zweier  gegenüberstehender 
Seiten  und  zugleich  die  beiden  andern  gegenOberstehenden  Seiten 
des  Viarsdur,- Stt  wfvd  dkselbe  von  jener  Vetbledvii|slkitB  balbirt. 

S.  Satz.  Jede  durch  die  Verbindus^slinie  der  Mittelpunkte  E 
nnd  F  (Taf.  II.  Fig.  7.)  zwei^  gegeni|>er  feteheoder  Kanten  eines 
Tetraeders  gelegte  Ebene  GEHE  balbirt  das  Tetraeder. 

Beweis.  Man  verbinde  B  und  C  mit  £,  A  und  D  mit  F. 
Da  die  von  den  EIndfInnklen  der  in  B  halbiiteiiiLinie  AD  auf  die 
dsrcb  E  gebende  Ebene  GEHE  gefiülten  Perpendikel  einander 
gleicb  sind,  so  haben  die  beiden  Pyramiden  AEUF  und  DGEF 
gleiche  Hohen,  und  da  sie  nach  dem  vorhergehenden  Satze  auch 
noch  gleiche  Grundflächen  EHE  und  GEF  haben,  so  iot: 

(1)  Pyremide  AEi/F^GDJEF, 

ebenso  ist: 

(2)  Pyramide  BEFGz^ECHF. 

Es  Ist  aber  Pyramide  AFDB  =  iACDB  =  BDCE,  folglich,  uenn 
■an  von  der  ersten  und  diMe«  das  gemeinscbiiftliciie  Stück  AKFi> 
w^oimmt : 

(^  Pyramile  AEFBvxDEFC. 

Dnrcb  Adf|ition  von  (1),  (2).  (3)  erhält  man: 

ABGKFJas^CDGEFH. 

Omv  otvhicwiv: 

l>44iifCO^  AßDF==^  ABflFQ^EFDii  =  ABEFG\EFHA 

=  AUFGB, 

ABFGS  =  \ABCn. 


f 


if     Weiler:    Zw  Ini^firaifpn . ^er  iineareß  fitUterentlatsieichung 


•   I 


VI,  , 

Zur  Integratioii  der  linearen  Differentialgleichnng 


Von 

Herrn  Doötor  ^.  ß^eu^Vy 

Lehrer  der  Math^tnattk  «n  der  höheren   Bürgertchttle  sn   Hannheim. 


Im  drei80ig8ten  Theile  dieses  Journals  (8.  335.)  hat 
Herr  Spitzer  das  allgemeine  Integral  der  linearen  Differentfal-   ,' 
gieiebung 


rf""z 


Ar«" 


entwickelt.    Dies  Integral  lelgt  sich  in  der  Form 


,  =  ar— «(9>ia-^)+(9i«-^)+^.-+9>«(<-^)),  ^ 


wo  fi  aus  der  Gleichung  fi"*  =  l  zu  bestimmen  ist  Ich  mochte 
hier  ein  anderes  Verfahren  In  Erinnerung  bringen,  was  Tielleicht 
noch  schneller  die  angegebene  Integralform  liefert  and  doch  auch 
In  unzähligen  anderen  Fällen  eine  Anwendung  zulässt»  wo  der  , 
von  I^erm' Spitzer  eingeschlagene  Weg  nicht  mehr  zum  Ziele 
Rihren  würde» 

Ich  setze  zunächst  z  =s  x^"^ .  2| ,    wo  f|   eine  Function  von  'f 

^1  ■.'.  ■\.. 

und  Xi  =  —  sein  soll.    Daraus  findet  man : 


45 


^^+(m-l)^-«,, 


^  +  2(m  -2).T— *^^  +(m^l)  (m-2)*— »i, . 


^.=^-'£^a  +  3(m--3)x--*~'i+3(«»-2)(m-3) 


I— • — & 


+  (m— 1)  (m— 2)  (in— 3)«— *«,, 


■  » 

md,    wenn   man  so  fortführt,   endlich  auch: 


Die  angegebene  Tranftformation  rerwandelt  demnach  die  vorlie- 
gende lineare  Differentialgleichung  in  eine  andere,  deren  CoefB- 
nenten  beständig  sind.    Man  erhält  nämlich: 


.  I 


Das  Polynom  a"*<*  —  ;r|"*=:0  lädst  sich  }ri  nt  v^schledene 
Faktoren  von  ider  Form  am|— .är|  zerWgen.  Daraus  folgt  bekann t- 
Bchy  dass  man,  uni  die  transforthirte  Gletchung  zu  integrlreil,  dfe^ 
Summe  aller  Integrale  zu  nehmen  habe,  welche  der  linearen 'Dff^ 
ferentialgleichung  der  ersten  Ordnung: 

* 

tetsprechen,  wetm  die  m  Wurzeln  der  Gleichung  f&"*ssl  naeh 
«ad  nach  an  die  Stelle  v<in  fi  treten;  •  Als  Int^gMl  bat  maB  hier't 


Xi^ss^(t+afiXi)   oder  »=3*"»-'*»^(<—  *t^,. 

1        ■  ..  1   ■  •  I-  ■  • 


i 


t = X—».  (9),  {t  ~."|) + 1».(/~'^)+,...  +  9».,«  rr.^)),! 


Ä|tr* 


I : 


'•    mii  ••  gelangt  man  daqn  wieder  zu  der  obigen  Ihteg?'air6r& :      '* 

It      -1*.    ...*.. r         .n    .  ;  •  .,'.;.■■«•■       .T:.        ■».•.... 


4($  E$eher:    Ueber.  eine  feoüteiriMlu  Aufgube, 


VII. 

Ueber  eine  geometrische  Aa^be. 

VOD 

Herrn  IJootor  Faul  Eseher^ 

PrivaUtocenien  der  Mathematik  am  achweiteiiaclieB  Poljtcclialkni 

la   Zürich. 


A  u  f  g  übe, 

Darch  eine  Ecke  C  eines  gegebenen  Dreiecke  ABt 
(Taf.  II.  Fig.  8.)  eine  Gerade  so  zu  legen,  daae  die  a«; 
''^ie  vom  den  beiden  an4ern  Ecken  A  und  B  gefälltei 
Perpendikel  mit  ihr  und  mit  den  in  der  ersten  Ecii 
i^ttsammenstossenden  Seiten  AC  und  BC  beziebvdge* 
^.eiee  glei€bgro»se  Oreiieoke  einschliessen, 

Vorbemerkung.  Im  Febniarbefte  1856-  der  ,,Neu¥eUei 
annales  de  matb^niatiques'*  findet  sich  diese  Aufgabe  mU 
der  folgenden,  von  Herrn  l^egrandais  aufgestellten  LSsung: 

„Man  ziehe  in  die  Mitte  D  der  Seite  AB  die  Transversale 
QD.  maebe  DE=iDF=zDC  und  ziehe  endUeb  CE  u^A  <^\  m 
atelll  ^edie  der  beiden  letzteren  Linien  eine  (isge  der  geaacj^twi 
Geraden  vor.'* 

Diese  Llisnng,  wetebe  In  dem  Fall»  w»  der  Winkel  ACE  tSm 
rechter  Ist,  kein  eigentliches  Resultat  liefert,  fiibrt  sonst  nur 
auf  jEwei  der  gebuchten  Geraden  entsprechende  Linietn,  .und  zwar 
auf  zwei,  die  aufeinander  senkrecht  steben,  ond  die  beiXe  zu- 
gleich annterbalb  oder  innerhalb  des  Winkels  ACE  fallen,  je 
nachdem  |etzte#er  eM  spitzer  oder  Mmipfer  ist. 

Dass  ausser  den  so  gefundenen  Geraden  aber  noch  awd  der. 
Aufgabe  entsprechende  ezistiren  kSnnen,   welche  auch  senhiethl 


Mf  tinand^r  stehen,  wovon  jedoch  die  eine  ausserhalb»  die  andere 
ioseriialb  des  Winliels  ACB  su  liegen  Icommt»  —  davon  überseugt 
■an  sich  leicht,  indem  man  twei  den  Inhalte  nach  gleiche  Recht« 
icke  ADCJ  und  CEBG  «o  an  einander  (iQgt»  wie  es  in  Taf.  II. 
Tif .  9.  geschehen,  und  nun  noch  die  Geraden  AB,  AC  und  BC 
atht,  wodurch  das  Dreieck  ABC  entsteht»  für  welches  die  durch 
im  Spitxe  C  geheiMlen  und  auf  einander  senkrechten  Geraden 
JC  nnd  DG^  ebenfalls  die  in  unserer  Aufgabe  ausgedrückte  Eigen- 
Nhaft  besitzen. 

Allen  Anscheine  nach  Iftsst  sich  aber  dieses  sweite  Systen 
TOS  Geraden  nicht  so  leicht  auffinden,  wie  das  erste.    Auchseugt 
bievon  die  in  Januarhefte  1858   der  »»Nouvelles  annales  de* 
Math^roatiques'*  von  Herrn  Chaliiot  gegebene  Constraction» 
welche,   auf  eine  trigononetrische  Betrachtung   gegrOndet»  eine 
Linie  des  zwUten  Systems  liefert.  —  Leider  ist  diese  Construction 
sieht  richtig  vollendet  worden,  indem  sich  schliesslich  in  dieselbe 
ein  kleiner  Fehler  eingeschlichen  hat ;   gleichwohl  bietet  sie,  rich- 
tig vollendet  y  —  wodurch  sie  in  wenig  complicirterer  Form  er- 
scheint  —  einen  abermaligen  Beleg  dafilr,  dass  selbst  die  Lehren 
der  Trigonometrie  in  der  geometrischen  Analysis  eine  schOne  An- 
weadong  finden  kdnnen. 

Auf  eine  andere  trigonometrische  Betrachtung  gestfltat,  habe 
ich  die  nämliche  Aufgabe  zu  lö^en  versucht  und  eitie  Construction 
erhalten,  welche  beide  Systeme  von  Geraden  zugleich  gibt. 

Bevor  wir  aber  zu  dieser  Construction  flbergehen,  wollen  wir 
nnlcbst  annehmen,  dass  der  Winkel  ACB  unseres  gegebenen 
Drrfecks  ein  Rechter  sei.  Fftllen  wir  alsdann  (Tau  II.  Flg.  10.  und 
Fig.  11.)  auf  eine  beliebig  durch  C  innerhalb  oder  ausserhalb  des 
Winkels  ACB  gezogene  Gerade  von  A  nnd  B  aus  die  Senkreeh- 
tsn  AD  mid  BE^  und  bezeichnen  die  spitzen  Winkel,  welche  die 
Seiten  AC  und  BC  des  Dreiecks  ABC  mit  jener  Geraden  bil- 
den»   durch  o  und  /?»    so  finden  wir»   weil 

a  +  /I  =  90^»   also  -2« +  2/1=  ISO»» 

sin2ci=feSinS/3 
iit    Ua  ferner 

der  Inhalt  vom  Dreieck  ilC/>=iilC*.sin2o 
und    „       „       „         »,        BCE—\BC^.m\v^^ß 

blgt  hieraus,  dass  nur,  wenn  AC^s^BC,  d.h.  das  Dreieck 
^C  sagieich  gleichschenklig  ist,  —  dann  aber  stets  —  dit  tIxtV 
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ecike  ACD  mä'BCE  eiiiAnder  gleich  sind.  tSomIt  «rird,  wMn 
Winkel  ACB  ein  Rechter  ist,  die  Aufgabe  tm  AHgeimiiNAi  k«lii« 
LDAuniE;  xufa^ften;  in  dem  k^iionderen  Falle  jedoch»  ala' dan  Drei» 
eck  ABC  zugleich  gleiz-h^chenkelig  ist,  jede  durch  C  gelegte ^«> 

radip  unserer  Aufgabe  i»en(igen.  .  ' 

Ebenso  leicht  lfi«at  sieh  beweisen,  dass  wenn  Winke!  ACB^90^ 

und  au88erdem  AC^==  BC  ist,  die  vier  durch  C  gehenden  Gefa- 
den DE,  FG,  HJ  und  KL  (Taf.  II.  Fig.  12),  welche  den  vonen 
(d.  b.  i^us  Tier  Rechten  bentehenden)  Winkel  bei  C  in  acht  gleiche 
Thelle  seriegen  und  wovon  eine  zugleich  den  Winkel  ACB  bni« 
birt,  unsere  gesachten  Linien  sind.  Et»  braucht  soniif  uosver«! 
Attfgnbe  nnr  norli  nnter  der  Voraussetzung  gelBst  zp  werden,  wh^ 
nach  wedel^  Seite  AVi^BC,  noch  Winkel  ACB:slW^  ist  unter 
dieser  Voransicet^iung  bedienen  wir  uns  aber  folgender  .  •'  i 

ConstTuction.  (Taf.  HL  Fig.  1.)  Beschreibe  um :  die  griiSi» 
sere  der  Sdteift  AC  und  BC  (hier  AC)  als  Durchmesser oinen 
Kreis,  verlKifgehe  —  wenn's  nOthig  ist  -^  die  kleinere  Seite  (hier.AC) 
so  %ve4rt^  bis  «fo  die  Kreislinie  in. einem  weiteren  Punkte 'JE*) 
trifft,  ziehe  Halbmesser  DE  und  mit  ihm  dnrch  V? i eiike  Parallele 
FGx  hes^cbreibe  ferner  aus  C  mit  Halbmesser  ßC  eiqen  Kreis 
bogen,  weichet  <^c  vorhin  gezeichnete  Kreislinie  in  den  Punkten 
n  und  /  schneidet,  ziehe  sodann  die  Gerade  ttJ^  welche  H*^ 
AC  in  einem  Punkte  K  schneidet,  beschreihe  hernach  mit  'Halb- 
messer CK  einbn  Kreisbogen,  welcher  die  Gerade  FG  in.  den 
Punktisn  L  und  M  schneidet«  siehe  AL  und  AM.  und  parallel  mit 
Ibtztet-en  bilden  Geraden  die  Durchmesser  AQ  ilnd  PQ  und  lege 
endlich  dnrch  C  die  vier  Geraden  HR,  OS,  PT  und  QV  so» 
dass  sie  ausserdem,  noch  beziehungsweise  durch  die  .PtiitkUi 
JV«  O,  P  und  Q  gehen,,  so  wird  jede  dieser  vier  Gekadeo'  unse« 
rer  Aufgabe  genügen.  .     i  ..i    ■ 


Beweis.  I.  Um  darzuthun,  dass  die  Linie  "NR  unserer  ge« 
suchten  Geraden  entspricht,  dfirfen  wir  nur  di^  Geraden  JC  und 
AT9  ziehen  und  BV  parallel  zu  A^  machen,  wodurch  die  roeht«' 
Minkügen  Dreiecke  ACf^  und  jBCF  entstehen,  deren  hei  C  lie- 
gende Winkel  wir  der  Kürze  wegen  durch  a  und  J?  bez^|f{hnon 
wollen.    Alsdann  verhält  sich  : 


M  Wäre  in  iiiitnrer  Fisnr  der  Winkel  ACB  ttampf ,  to  raustte  die 
Seite  BC'üuw  C  hinHiit  verlängert  werden,  um  die  kreiulldle  ümitW  iti 
«/i^eib ' Walteren  Ftfnkte  «chn^idäi  zu  kääiiitn.  '       ' -        ^-^^ 
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^B\üZALC:8\nj^CAL^s\u^NDE:s\n^ADN 

«  ■ 

=  8in2j3:8iTi2a; 

^lich  M 

AC^.s\n2a=zßC*.a\n2ß, 
üao  aacb 


•der 


lAC^.  sin  2«  =  JBC«.  «10  2/3 
^ACN=ziißCr, 

TT.    Z.    b.    W. 


II.  Dm  zu  zeigen,  dass  die  Linie  PT  die  in  unserer  Auf- 
gabe ausgedrOckte  Eigenscbaft  besitzt,  ziehen  wir  ferner  AP  und 
■achen  BX  parallel  zu  AP^  wodaroh  wir  die  rechtwinkligen  Drei* 
ecke  ACP  und  ßCX  erhalten,  deren  bei  C  liegende  Winkel  wir 
ducb  Y  and  d  bezeichnen  wollen.    Alsdann  verhält  sich  %Tiederum : 

AC^:Bq*^AC^:CJ^?=  ACiCKz=zACiCM 

=  sin  j^AMC:  sin  jiLCAiW^  siu^PDE :  BinjiLADP  *) 
=  sin28 :  »io2y  t_ 

Mglicb  ist 

/IC«.sin2y=ÄC*.sin2^, 

|kUo  aacb 


•der 


\AC^.s\n2y=i  IBC^.ainTd 
,       iiACP=^BCX. 


III.  und  IV.  Dass  endlich  05nnd  ÜQ  zwei  unserer  gesurfi- 
teil  Geraden  ent^rechende  Linien  sind,  können  wir  entweder 
ihnlich  den  in  Nr.  I.  und  11.  geführten  Beweisen  darthuu  oder  ein- 
bcber  dadurch,  dluBs  wir  uns  auf  diese  bereits  geführten  Beweise 
stfitzen. 

Ziehen  wir  oärolich  die  Geraden  AO  und  AQ  und  diesen  paraU 
M  die  Linien  BW  und  BT,  so  sind  die  dadurch  entstehenden 
lechtwinkligen  Dreiecke  ACO  und  BCW  einander  gleich,  weil 
äe  beziehungsweise  den  nach  Nr.  1.  einander  gleichen  Dreieckei) 
ÄCN  und  BCV  coogruent  sind.    Ebenso  sind  die  weiter  dadurch 


♦.  ; 


«r 


rb9il  XXJTX  4 
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entstehenden  rechtwinkligen  Dreiecke  ACQ  and  BCT  efnasder 
gleicht  weil  sie  bezieh un^^s weise  den  nach  Nr.  II.  einander  gM« 
chen  Dreiecken  ACP  nnd   BCX  congruent  sind. 


VItl. 

Berichtigungen. 

Von 
Herrn  Professor  Stephan  von  Krusper 

'zu  Ofeo. 


I.  Im  24sten  Theile  dieses  Archivs  hat  Herr  Professor 
Breymann  ein  Verfahren  bekannt  gemacht,  die  Lage  eines 
Punktes  auf  dem  Felde  gegen  zwei  andere  gegebene»  aber  iinsv* 
gängliche  Punkte  zu  bestimmen.  Der  Verfasser  beweist  zuförderst 
folgende  zwei  8ätze : 

1)  Wenn  man  in  einem  A  ^^C  (Taf.  IV.  Fig.  l.)  eine  Trans- 
versale DE  zieht,  nicht  parallel  lu  AB^  dann  die  Linie  DE  hal- 
birt  in  F,  und  die  Linien  AE,  DB  und  CF  uebt,  so  schneiden 
sich  diese  nickt  in  einem  Punkte. 

2)  Wenn  man  in  einem  A  ABC  (Taf.  IV.  Flg.  2.)  eine  Trans- 
versale DE  zieht,  parallel  zu  AB,  die  Linie  DE  halbirt  in  P, 
nnd  die  Linien  AE,  BD  und  CF  zieht,  so  schneiden  sich  diese 
in  einem  einzigen  Punkte» 

Dann  macht  der  Verfasser  von  diesen  Sitzen  für  die  Auf- 
nahme mit  dem  Messtische  folgende  Anwendung: 

W>nn  AB  irgend  eine  unzugängliche  Linie  auf  dem  Felda^ 
DE  das  verjüngte  Bild  derselben  auf  dem  Messtische  und  C  irgend 
ehieo  Paokt  auf  dem  Felde  bedeutet,  dessen  Position  anf  dem 
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MMstiscIie  bestimiiit  werdeo  «oll»   so  steile  man  d«ii  Messtiseb 

ia  C  «af«  so,  dass  DE  nach  Aogenmaasse  niit  AB  parallel  sei, 

Ubire  DE  in  F,  visire  Clber  D  nach  A^  über  £  Dach  ß^  ziehe 

it  Strahlen  in    beiden  Richtungen    rückwärts ,    bis  sie   sich  iu 

iqend  einem  Punkte  des  Messtisches  durchschneiden«  verbinde 

itsea  Dorchschnittspunkt  mit  dem  Punkte  F  mittelst  einer  Ge« 

ndeo  und  siehe  die  Visirlinien  über  D  nach  B  und  über  E  nach 

ii  auf  dem  Bapiere;   dann  entsteht  in  der  Regel  ein  Fehlerdrei- 

•dl,   welches  anzeigt,   dass  die  Linie  DE  auf  dem  Papiere  mit 

der  Gorrespondirenden  Linie  AB  auf  dem  Felde   nicht  parallel, 

folglich   der  Ti^ch  nicht  richtig  orientirt  ist.    Um  den  Fehler  zu 

eatfernen,    drehe  man  den  Messtisch  nach  der  geeigneten  Rieh- 

Img  und  vriederhole  die  angegebene  Construktion  so  lange,    bis 

das  Fehlerdreieck  ganz  verschwunden  ist.     Nach  ein  Paar  Ver- 

suchen  wird  dies  in  hohem  Grade  gelingen ,   die  richtige  Orienti- 

ning  wird  hergestellt  und  der  zuletzt  erhaltene  Dnrchschnittspunkt 

der  Visirlinien  DA  und  EB  auf  dem  Papiere  ist  das  verjüngte 

Bfld  des  Standpunktes  C  auf  dem  Felde. 

So  richtig  auch  jene  Sätae  in  der  Theorie  sind,  so  unstatt- 
haft ist  in  der  Praxis  die  Anwendung  derselben  auf  die  Aufnahme 
Bit  dem  Messtische  aus  folgender  Ursache: 

In  der  Praxis  wird  bei  Aufnahme  ganzer  Gemeinden  mit  dem 
Hesstische,  —  bei  welcher  Arbeit  die  vorliegende  Aufgabe,  das 
Pethenot'sche  Problem,  überhaupt  die  complicirteren  Aufgaben 
der  Intersektionsmethode  zur  Anwendung  kommen,  —  stets  eine 
starke  Verjüngung  gebraucht.  Beim  österreichischen  Kataster 
reprisentirt  1  dd  Zoll  am  Papier  40  Klafter  auf  dem  Felde,   was 

rine  Verjüngung  von  ^g   ausmacht.      Es  sind  zwar  Fälle    bei 

Asfhahmen  vort  Städten»    in  welchen  1''  zu  10^  gerechnet  wurde, 

1 
«ras  einer  Verjfingsng  von  s^  gleichkommt;    aber  bei  Vermes- 

sangen  von  Städten  kann  von  der  Intersektionsmethode  kein  Ge- 
brauch gemacht  werden»  indem  eine  freie  Aussicht,    das  wcsent- 
■chste  Element 'dieser  Methode,  nicht  vorhanden  iüt.   Auch  einzelne 
Baugründe  und  einzelne  Grundstücke  werden  xu  besonderen  Zwecken 
hl  einem  grosseren  Maasstabe  aufgenommen;   allein  bei  einer  sol- 
chen   Aufnahme   von    geringer  Ausdehnung  reicht  man  mit  dem 
Verwirtsabschneiden  aus  ein  Paar  Standpunkten  immer  aus,   so 
dass  man  nie  in  die  Lage  kommt,  von  den  complicirteren  Stand- 
^timroongen,    die  jedenfalls  mehr  Zeit  und  Mühe  in  Anspruch 
kausn,  Gehrauch  machen   zu  müssen.     Wenn  aber  DE  gegen 
B  ssbf  klein  aagenommen  wird,  dann  wird  auch  COge^ec^CA 
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und  CE  gegen  CB  «ehr  klein,  folglich  wird  DB  mit  CB,  and 
EA  mit  Ci4' nahe  parallel,  und  CZ>OiE:J  von  einem  Parallelogramme 
sehr  wenig  verschieden;  demnach  geht  die  Linie  CF  verläBgert 
sehr  nahe  bei  O  vorbei,  and  das  Fehierdreieck  wird  sehr  kMo, 
selbst  diinn ,  wenn  der  Winkel  zwischen  DE  und  AB  viele  Grade 
beträgt  Ist  die  Verjüngung  so  gross,  wie  man  sie  in  der  Praxto 
gewöhnlich  anwendet,  so  schrumpft  das  Fehlerdreieck  volleod« 
SU  einem  Punkte  zusammen;  folglich  ist  es  durchaus  nicht  geeig^ 
net,  den  Fehler  in  der  Orientiruog  des  Messtisches  zu  erkeBoea 
za  geben. 

Um  die  Wahrheit  dieser  Behauptung  zu  beweisen;  wollen  wir 
aus  O  (Taf.  IV.  Fig.  3.)  auf  die  verlängerte  CFein  Loth  OP  ziehen 
und  die  Länge  desselben  berechnen.  Es  seien  a,  h,  c,  A,  ß,  C 
Seiten  und  Winkel  des  ^ABC^  ebenso  a',  6',  c',  A' ,  B' ,  O 
die  gleichliegenden  Bestandthcilc  des  A  CDE,  wobei  zu  bemer- 
ken ist,  dass  C  in  beiden  Dreiecken  gemeinschaftlich  ist;  ausser- 
dem  seien  z,  a,  ß,  m,  n,  u,  v  die  iu  der  Zeichnung  bezeichne- 
ten Winkel,  endlich  DO  =31,  CO  —  r,  und  wenn  DO' \\  CE 
gemacht  wird,   CO'=:zr',  so  hat  man  aus  dem  ^ABC: 

_^    Sin -4       - ^inB 

Sin  C  iSin  C 

femer  ist 

A'=:A  +z,    B  =  B^t, 

und  aus  dem  \  CDE : 

"  —^  SinC"    ^  ""^   SinC  ' 

ferner  ist  aus  dem  ^ACE  und  ^BCDi  .1^ 

e^SmC         ,    .         6'SinC 
tP«=6_„'Co8C"'    *«^  =  a-b' Co» C 

dann  ist 

m  =  /l'  — a,    ji  =  Ä'  — /J,  1 

nnd  aus  dem  ^DEO: 


M=c'^ 


Sinm  * 


Sin  (wi  +  n) ' 
ferner  ist  aus  dem  ^  CDO  und  ^  CDO' : 

M^m{A'±n)         ^  a^SinC  MS\fi{A'-\^n) 
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eidlidi  aiw  den  ^COP: 

0/*=r  Sin  («—«). 

Durch  dtese  Reihe  tod  Gleichuogen  kann  OP  für  beliebige 
Werthe  von  A,  ß,  c,  e' ,  x,  welche  nach  der  Natar  der  Sache 
iaerbalb  gewisser  Grefazen  willkQbrlich  gewfthlt  werden  kunnen« 
iMs  berechnet  werden.  Unter  der  Voraussetzung»  dass  c'  gegen 
csehr  klein  ist«  kann  man  anstatt  dieser  ganz  strengen  Aus- 
Mcke  Näherangsformeln  einführen >  welche  unbeschadet  der  Ge- 
nngkeit  des  Resultates  eine  grossere  Uebersicht  gewfibren.  Man 
crbilt  nimlich  mit  hinreichender  Genauigkeit: 

a'  b' 

«=xSinC.    /J=-SinC; 

_    ,  Sin(^^— c)         ,    S\nA''-aCoBA' 


M^e 


Sln(C+«+/J)""^  Sin  C-f(a -1-19)  Cos  C 
SinA'       l-«CotgJ' 


=c 


SinC'l  +  Ca+ftCStgC* 


■■d  wenn  man  die  Division  verrichtet  und  bei  der  ersten  Potens 
von  a  und  ß  stehen  bleibt»  wird  nach  einer  leichten  Reduktion : 


iff       tri  Sin  B'  pCo»C, 

M^a  [i-«snnFsiirc""^siircJ' 


Ferner  ist 


MS\n(C+ß)  g^SinC 

^^•*""*®""6'  +  ilfCos(C-H3)""6'  +  a'CosC 

_  M(b'+a' Cos C)  (Sin  C+ßQoB  C)-a' SinCjb'+MCosC-'MßSmC) 
""  (b'  +  At  Cos  (C-f  ß))  (b'  +  a'  Cos  C) 

Ma'ß+Mb'ßCo8C+(M'-a')b'S*nC 
■"     (6'  +  ilfCos(C+/5))(6'  +  a'CosC)     * 

Setst  man  im  ZShIer  dieses  Ausdruckes  anstatt  M  den  oben  ge- 
imdenen  Werth»  behSit  aber  in  der  Entwickelung  nur  die  erste 
Psteos  von  a  und  ß  bei,  so  ergibt  sich  nach  einer  leichten  Re- 
Uüod: 

...  SinÄ' 
dcksichtigt  man  ferner,  das*  aus  dem  A  CDE  —  5; — tt  =  -. 
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UU  ferner  aus  dem  A  CDO  and  CDi/  ...  T€^u=¥'^MQ%^V^ftU 

r'Cu«r  =  6'4-a'rosC    und    setzt  aDstatt  \zm  —  t^r   da«   giciehe 

SiDf«  —  r) 

g>  — ^  —  »     ao  ergibt  i^icb  Dacb  einer  leicbteo  Redaktien : 


iwd  bieraoa 


$in(M — r)  = -T 


rSiniif  -  r)  =^-^ — ^-^=  OP. 


Sub«lituirt  man   in  dieser  Formel  anstatt  a^  ß,  r^  ibre  Wertbe, 
M>  %iird 

^  o'6'  Sin  C(«'6— A'ii) 


r'^Sia  J'  Sia  IT  (Sin  .1'  Sin  ü—  Sin  i9'  Sin  ^) 


cSin.«inÄ\  Sin J'*f  Sin^T^f  JSin.^'Sin  ^rCosC 
E«  i»t  a>*er 

Sin  J'  Sin  i^-Sin  iB'Sin  J=Sin(.44-z)Sin  fi~Sio(  B^z)S\uAz=Sk 
He.iinacb  wird  endlicb 

e  c'Sin.4'Sin£rSinrSins 


c    SiD.4Sioy?VSinJ'S-|-Suiif ''f  iSio.4  >.nir'C«ar' 

Fler  Darcbacbnittapvokt  der  Viairliniea  nird  am  Sicberslen  be- 
»ti'nint.  «-eaa  C  =  9IF  betritt:  onter  dieaer  Vurau^setzunc  wird 
Ä=4»^— -4,    Ä'=9(|»— J'i    und 

f'   c'Sin^.^'Sins 
'^'^^  c"        Sin2il   ~" 

Ans  d'eaen  Forinela  sieht  man»  daaa  die  Hube  des  Febfterdret- 
ecke«,    aiss  das  Fehlerdreieck  selbst»    desto  Uciaer  ansftlit,    je 

kleiner  Aas  \  erjSn^nssrerbSltniss  —  sagenoramen  wird,  l  B.  ftr 

?  =^-    r'=:IOZolI,   .1=45«.   2=30*  wird  OP=j^  ZM, 

alMi  mit  freiem  Aoge  nocb  nicbc  siebtbar.  Die  »treace  Recbnaag 
gibt  0<Uft>7  ZsU.   ira»  mit  de«  Varbergebewiea  sebr  gat  fiber* 


IL    hl  dem  .Haadbache  der  aiederea  GeadSsie** 
PtaC  Hartaer.  ScüaSH.  Kr.M?.  EmI  «aa  ttr  4aa  FaH. 
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aaf  den  MaMtische  «rsprODglich  nur  drei  uosugäDgliche  Netx- 
pmkte  anfgetrageo  sind,  folgendes  Verfahren  zur  Prüfung  der 
g^eoffeitigen  Lage  der  gegebenen  Punkte :  Es  seien  diese  Punkte 
J,  Bf  C*  Man  soeht  einen  vierten  Punkt  D»  von  welchem  aus 
At  B,  C  sichtbar  sind,  stellt  den  Tisch  in  diesem  Punkte  auf 
■ad  bestimmt  ihn  durch  ROckwärtseinschneiden.  £rgtbt  sich  die* 
•er  Poiikt  scharf  dnrcb  das  genaue  Zusammentreffen  der  drei 
Tiairlinien  ans  A,  B,  C»  so  sind  diese  Punkte  richtig;  küunen 
aber  die  drei  Visirlioien  nicht  zu  einem  gemeinschaftlichen  Schnitte 
vereinigt  werden«  so  ist  die  gegenseitige  Lage  der  drei  Punkte 
tof  dem  Tische  nicht  in  der  Ordnung. 

Diese  Aniricht  ist  falsch,  weil  die  drei  Visirlinien  «ütcts  nur 
«Den  einzigen  Durchschnittspuokt  geben,  wenn  man  die  Regeln 
des  ROckwIrtseioschoeidens  beobachtet,  mag  das  ^abc  auf  dens 
Papiere  dem  ^ABC  auf  dem  Felde  ähnlich  sein  oder  nicht. 

Um  dies  zu  beweisen,  seien  a,bf  c  (Taf.  IV.  Fig.  4.)  drei  Punkte 
aaf  dem  Messtische,  deren  gegenseitige  Lage  wir  als  richtig  anneh- 
Pen  wollen.  In  dem  Standpunkte  D  können  die  Winkel  ADB  und 
BDC  gemessen  werden,  ihre  GrOsse  sei  in  der  Figur  durch 
die  Winkel  m  und  n  dargestellt.    Soll  nun  der  correspondirende 

I  Punkt  d  auf  dem  Papiere  gefunden  werden,  so  trägt  man 
bekanntlich  den  Winkel  m  aus  dem  Scheitel  c,  den  Winkel  n  aus 
dem  Scheitel  a  über  ac  auf,  und  zieht  die  Schenkel,  bis  sie  sich 

I  bi  /durchschneiden;  legt  durch  a,  /*,  c  einen  Kreis,  und  zieht 
die  Linie /5,  bis  sie  den  Kreis  schneidet;  dieser  Durchschnitts - 
penfct  ist  der  gesuchte  Punkt  d,  weil  j^  adb  ss  acf  ^=^  m  und 
^bdc=ifac=^n.  Orientirt  man  demnach  den  Tisch  nach  ß  und 
deht  die  Visirlinien  über  a,  b,  c  nach  A,  B,  C,  so  schneiden 
•ich  diese  in  d.  Gesetzt  nun ,  der  Punkt  6  wäre  ans  Irrthum  nach 
tf  versetzt  worden,. so  wfirde  man  den  Hesstisch  nach  fb*  orien- 
firen»  jedoch  die  drei  Visirlinien  wfirden  sich  noch  Immer  in 
efaiem  einzigen  Punkte  durchschneiden ,  und  zwar  in  d' ,  weil  auch 
voD  diesem  Punkte  gilt,  was  vom  Punkte  d  gezeigt  wurde,  nänt* 
Ich  dann  ^ad'V  ^siocfzszm  und   ^b'd'c:sfac^H. 

Drei  Strahlen  sind  beim  ROckwärtseinschneiden  zur  Bestim- 

aaung  eines  Punktes  unbedingt   nothwendig;    diese  Bestimmung 

■her  erfolgt  unter  allen  Umständen,  obschon  das  sich  ergebende 

Hiereck  abcd  auf  dem  Papiere  dem  correspondirenden  Vierecke 

Td>  aiuf  dem  Felde  nur  dann  ähnlich  wird,  wenn  ^abc  und 

IBC  ähnlich  waren.    Das  genane  Zusammentreffen  dreier  Strab- 

beim   RCIckwärtseinschneiden  ist  demnach  eine   nothwendige 

»•    keineswegs  ein  Criterium  der  Richtigkeit  der  gegebenen 

Pvnkle.     Ein  solches  Criterium  bietet  nur  das  genaue  Zu- 
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«enmnientreffen  von  wenigstens  vier  Strahlen,  "baft*  T^rtf  Verfksser 
ani^ogcbene  Verfahren  muss  demnach  daltin  p^ätldert  vrerden^ 
da98  man  aus  den  ^c^ebenen  drei  Punkten  mittelst  des  Rficlr- 
wärtseinschneidcns  noch  zwei  andere  bestimmt^;  schneiden  sich  in 
dem  letzteren  alle  vier  Strahlen  in  einem  Punkte,  so  ist  alles  hi 
der  Ordnung;  geht  aber  der  vierte  Strahl  neben  dem  8cfinHte 
der  drei  ersteren  vorbei,  so  ist  die  gegenseitige  Lage  der  drei 
ersteren  Punkte  unrichtig.  Dass  aber  der  vierte  Strahl  neben 
dem  Durchschnitte  der  drei  ersteren  vorbeigehen  mii^se,  ersieht 
man  aus  dem  Folgenden : 

Es  fcieien  a,  6,  c  (Taf.  IV.  Fig.  5.)  die  drei  richtig  aufgetrage- 
nen Punkte,  aus  welchen  d  und  dann  e  bestimmt  worden  sind, 
so,  dass  die  drei  Winkel  aeh,  bed,  dec  ayf  dem  Papiere,  den 
correspondirenden  Winkeln  AEB,  BED,  Z>EC  auf  dem  Felde 
gleich  sind.  Trägt  man  die  adb  und  öde  an  der  Linie  ac  auf, 
den  ersteren  aus  dem  Punkte  c,  den  letzteren  aus  a  als  Schei- 
tel, so  entsteht  ein  Punkt  /*,  der  bekanntlich  zur  Ortentirung  des 
Messtisches  dient.  Dieser  Punkt  liegt  stets  laif  der  Linie  M. 
Auf  ähnliche  Weise  erhält  man  durch  Auftragen  der  Winkel  aeö, 
beCj  dann  aed  und  dec  die  Punkte  g  und  /r,  deren  ersterer  auf 
der  Linie  eb,  der  letztere  auf  ed  liegt.  Denkt  man  sich  nun  b 
Dach  6'  versetzt,  so  kommt  auch  d  nach  d' ,  und  e  nach  e*  oder 
e'\  je  nachdem  dieser  Punkt  aus  den  drei  Punkten  A,  B,  C 
oder  A,  D,  C  bestimmt  wurde.  In  e*  werden  sich  nun,  nach  der 
früheren  Erklärung,  die  drei  Visirlinien  über  A,  By  C  scharf 
durchschneiden-,  die  vierte  aus  e*  nach  D  gerichtete  Visirlinie 
geht  jedoch  nicht  durch  d'  ^  sondern  durch  A,  welcher  in  der 
Regel  von  d'  verschieden  ist,  folglich  eine  über  d'  nach  D  geio« 
gene  Visur  geht,  wegen  ihrer  zur  Linie  e'k  nahe  parallelen  Lage, 
neben  e'  vorbei.  Dasselbe  gilt,  mit  den  nothigen  Modificationen, 
vom  Punkte  e".  Ausser  diesen  Bestimmungen  kann  der  Punkt  E 
noch  auf  zwei  verschiedene  Arten  auf's  Papier  gebracht  wer* 
den,  nämlich  mittelst  der  drei  Punkte  A,  D,  B  und  C,  />,  B^ 
aber  auch  bei  diesen  Bentinimungen  geht  der  vierte  Strahl  neben 
dem  Durchschnitte  der  drei  ersteren  vorbei,  weil  die  gegebene 
Beweisführung  nicht  an  eine  besondere  Form  des  aufgetragenen 
Dreieckes  gebunden,  demnach  allgemein  giiitig  ist. 

Noch  anderen  irrigen  Ansichten  hegegniet  man  hier  und  da 
in  den  Lehrbflcheni  der  praktischen  Geometrie:  wir  weHcn  spä- 
ter (ich'genheit  finden,  sie  zur  Sprache  zu  bringen«  um  so  niebi', 
weil  sie  mitunter  ziemlich  verbreitet  sind. 


Wattler:  BeHtmm.  tle»Ftule»-lMenatletM  ein.astroit.  Wbtk.-Inttr.  bl 


IX. 

BestimmuQg  des  Faden -Intervalle»  an  einem  astrono- 
mischen Winkel- Instrumente.  ^ 

Von 

Herrn  Josef  ff^asiler, 

Lehrer  an  der  k.  k.  Ober-ReaUchole  in  Ofen. 


Es  gibt  bekanntlich  zwei  Metboden,  das  Faden -Intervall  eines 
Winkel -Instrnmentes  zu  bestimmen.  Die  eine  derselben  beruht 
aaf  einer  astronomischen  Beobachtung,  indem  man  die  Durch- 
ganc^szeiten  eines  Sternes  durch  die  Vertikalfäden  beobacbtet; 
durch  die  andere  von  Gauss  herrührende  Methode  wird  der  frag- 
liclie  Winkel  mit  Hilfe  eines  zweiten  Instrumentes  (eines  Theo- 
doliten)  gemessen.  Die  Gauss 'sehe  Methode  hat  vor  der  erste- 
ren  den  Vorzug,  dass  man  nicht  vom  heiteren  Himmel  abhängt» 
die  Bestimmung  daher  bei  jeder  Witterung  und  zu  jeder  Zeit 
machon  kann,  setzt  aber  noth wendig  das  Vorhandensein  eines 
zweiten  Instrumentes  voraus,  welches,  damit  das  Resultat  den 
Anforderungen  auf  Genauigkeit  entspricht»  dem  zu  untersuchen- 
den Instrumente  an  Leistungsfähigkeit  muglichst  nahe  kommen  soll. 

Da  man  In  vielen  Fttllen,  namentlich  aaf  Reisen,  oft  nicht 
tn  der  Lag^  ist,  ein  zweites  geeignetes  Instrument  zu  besitzen, 
ao  dürfte  die  hier  anzugebende  Methode,  mittielst  welcher  man 
das  Faden-Intervall  mit  dem  zu  untersuchenden  Instrumente  selbst 

mmst,  nicht  ohne  praktischen  Nutzen  sein. 

•  • 

Es  sei  F (Taf.l V.  Fig.  6.)  der  im  Brennpunkte  der Objektiv-Linse 
Wlindliche  Mittelfaden,  /  e}n  ^ifenfiiden»  C  der  DTeVinnc^^mxV^f^Kc^TAiEX. 


58  WaHier:    BegümmuMff  de»  faätn-InttrvnUes 

des  Horizontalkreises  *)  and  O  der  Mittelpunkt  derOlijektiv-Linse^*). 
Verblödet  man  den  Punkt  ^roit  O,  so  ist  bekanntlich  der  Winkel 
fOF=x  das  Faden -Intervall.  Stell^  man  den  Mittelfaden  F  auf 
ein  nabe  im  Horizont  des  Instrumentes  be6ndliches  Objekt  Ä 
ein,  so  wird  die  optische  Axe  FO  in  ihrer  Verlängerung  den 
Punkt  A  treffen  und  die  durch  den  Seitenfaden  f  und  den  Objek- 
tiv-Mittelpunkt O  bedingte  Visur  fO  «seitwärts  von  A  vorüber 
gehen. 

Liest  man  den  Stand  der  Nonien  am  Horizontalkreise  ab 
und  dreht  das  Fernrohr,  bis  der  Seitenfaden  f  mit  A  coincidirt, 
80  gelangt  der  Faden  /"nach  /',  der  Punkt  O  nach  O' ,  und  es 
ist  der  Winkel  fCf  =zOCO':=za  der  am  Horizontalkreise  abge- 
lesene Drehungs Winkel.  Da  die  Linie  fO  gegen  den  Drehunga- 
Mittelpunkt  des  Kreises  stets  eine  constante  Lage  beibehält,  so 
wird  der  senkrechte  Abstand  Cp  des  Punktes  C  von  fO  gleich 
dem  Abstände  Cp'  desselben  Punktes  von  der  Geraden  f'O  sein 
roflssen. 

Nennt  man  AC^:^D,  OC=^b,  ferner  Cp  =  Cp*  =  r,  so  bat 
man  in  den  beiden  rechtwinkligen  Dreiecken  CpO  und  Cp'Ai 

6y»=:r  =  Asinar 
und 

Cp'  =r  =  />.sin»-l 

oder 

b  sin  X  =  jD.  sin  A , 
daher 

sin  jT  = -r- .  sin  il* (1) 

jNun  folgt  aber  aus  Dreieck  ACQ' : 

,     .       CO'. sin  tf 
sin^  =  — jgr- * 

oder  9  da  man  statt  AO'  ohne  Fehler  OA  =  />  — A  setzen 'knnv. 


*)  Eigentlich  ist  C  der  Dorchtchnitttpnnkt  ller  vertikalen  Umdrrh- 
uflgaaze  des  loilrnmentet  mit  der  Ebene,  in  welcher  unsere  Zeichnn^ 
gedacht  Ut,  nimllch  der  dorch  den  Horizontalfadea  und  die  optitche 
Axe  OF  des  Rohree  betliinmten  Ebene.  Diener  Pankt  fällt  bekaontlii^i 
bei  einem  Tollkommen  rectificirien  IntCrumente  mit  dem  Scbnittponkte 
der  optischen  and  der  horizontalen  Drehnngtaxe  dec  Rnhret  soeammen. 
'«^)Dio  VerlOltBiase  der  beigeffigteo  Zdehirang  «M  abelditlich 
fwtftwmßrt,    mm  nyio  demlichv  Figor  an  erbalte«*  ,     , 


am  tfnem  tulronomiteken  WMiet-  InitrtimeMt.  ^ 

8111 A  =  w^ ,  .  «iD  a. 

Die<$en  Werth  in  Gleichung  (1)  substituirt  gibt 

D       .  J         . 

oder,  da  jz   ein  sehr  kleiner  Bruch   ist*    mit  vollkomnMfner  Ge- 
moigkeit : 

«inj:  =  (l +"^*i»« (-) 

Hat  man  keinen  nahe  am  Horiaente  des  Instrumente»  liegenden 
gthiatigen  Zielpunkt  zu  Gebote,  so  kann  auch  ein  Hohenpunkt  an- 
fiairt  vr erden.  In  diesem  Falle  hat  die  £bene  unserer  l^'igur  eine 
unter  dem  Winkel  k  geneigte  Lage,  irelcher  Winkel  am  HShen* 
kreise  abgelesen  \Terden  kann.  Wir  erhalten  dann  durch  Able- 
itung am  Horizontalkreise  nicht  mehr  den  W^inkel  a,  sondern 
dessen  horizontale  Projektion  a',  und  können,  da  h  nie  gross 
sein  wird,  mit  hinlänglicher  Genauigkeit 

cr==a'.co8A (3) 

setzen  und  aus  dieser  Gleichung  vorerst  a  bestimmen. 

Man  sieht,  dass  das  zweite  Glied  j^.sina  der  Gleichung  (2) 

die  Redaktion  der  ezoentrisch  gelegenen  Visirlinie  des  Seitenfa- 
deos  f  bedeutet.  Ihr  Eiofluss  auf  x  beträgt  bei  einer  Diatani 
/>=100o  nie  viel  mehr  als  \" ,  und  es  ist  hieraus  schon  ersicht- 
lich, dass  die  Vernachlässigung  der  höheren  Potenzen,  da  sie 
'  den  Werth  von  x  höchstens  um  eine  Einheit  der  zweiten  Deci- 
maistelle  ändern  würden,  vollkommen  gestattet  ist. 

Die  Grösse  6  kann  am  Instrumente  mit  hinreichender  Genauig- 
keit mittelst  eines  Zollstabes  und  D  mit  einem  Distanzmesser  oder 
auf  andere  Weise  gemessen  werden.  Um  den  Einfluss  zu  berech- 
nen, den  etwaige  Unsicherheiten  der  Grössen  6  und  D  auf  o:  aus- 
iben,  hat  man,  wenn  man  Gleichung  (2)  in  Bezug  auf  ^,  b  und 
D  differenzirt, 

D.db—b.dD    . 
cosx»dx= -j^ .sma» 

•dkr,  da  a  und  x  sehr  nahe  gleich  gross  sind, 

D.db'-b.dD  , 
<^== £ß •*««' 
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oder  endlich 

&r^  =  206265.  tga. «-g^ .    ...       (4) 

Der  Fehler  dx  wächst  abo  mit  dem  Winkel  o  und  »teht  (ohne 
RQcksicht  des  Zählers  D,dh — b.dD,  der  immer  klein  sein  wird) 
mit  D  im  umgekehrten  quadratischen  Verhältnisse,  ans  welirbem 
Grunde  man  D  rouglichst  gross  annehmen  wird.  Nimmt  mao 
6  =  0*6  Fuss  und 9  um  gleich  einen  in  der  Praxis  nie  überschrlt* 
teneu  Grenzwerth  des  Fehlers  zu  bestimmen,  den  ungfipsti^steo 
Fall,  also  1>  =  600  Fuss,  a=16'  *),  </6=0''02  und  dD=6\ 
ferner  das  Zeichen  von  dD  negativ,  so  findet  man  c?a;= 0^*04. 

Selbst  ßir  />=50o  wird  der  Fehler  da  erst  O'^O?,  also  in 
jedem  Falle  so  gering,  dass  er  selbst  bei  den  vorzfiglichsteii 
Instrumenten  nicht  in  Betracht  kömmt,  bei  welchen  der  Ablese- 
fehler kaum  unter  0^*5  gebracht  werden  kann. 

Es  braucht  kaum  erwähnt  zu  werden,  dass  durch  Verviel- 
fältigung der  Beobachtung  oder  Multiplikation  das  Faden -Inter- 
vall mit  derselben  Schärfe  ermittelt  werden  kann,  mit  welcher 
man  Oberhaupt  mit  dem  betreffenden  Instrumente  zu  arbeiten  im 
Stande,  ist,  und  ein  Mehr  ist  ja  nicht  noth wendig.  Ausserdem 
hat  man  den  Vortheil  eines  gönstigen  Zielpunktes,  den  man  selbst 
wählen  kann,  und  es  dflrfte  die  Arbeit  einfacher  sein,-  als  hti 
der  Gauss'schen  Methode,  wo  die  stets  etwas  mühsame  Auf- 
stellung des  zweiten  Instrumentes,  um  dessen  optische  Axe  in 
die  Richtung  der  des  anderen  Instrumentes  zu  bringen,  jedenfalls 
mehr  Zeit  beansprucht. 


*)  Ein  to  groitet  Faden- In tenrall  von  16'  findet  nur  bei  den  äo«- 
•eriten  Faden  einet  grosken  Inttrnmontet  statt,  wo  rechts  und  link«  vom 
Mittefaden  drei,  also  im  Ganxen  lieben  Fäden  angebracht  find. 
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X. 

Yerallgemoinerung  des  Per  manschen  geometrischea 

(Vcrgl.  Archiv.  T.  XXVII.  1..  T.  XXX.  1.  3 ) 

Von 

Herrn  j4.  Krüger^ 

Director  der   Rcaltchule  zu   Fraostadt. 


Der  genannte  Satz  gilt  nicht  bloas  vom  Kreise  (statt  vom 
Halbkreitfe,  wie  bisher  vorausgesetzt  wurde)  >  sondern  auch  mit 
^iger  Abänderung  von  der  Ellipse»  wenn  man  fiber  der  grossen 
Achse  derselben  ein  Rechteck  mit  der  Hube  :=6.V2  errichtet, 
wo  b  di^  halbe  kleine  Achse  bezeichnet.  Dies  Ifisst  sich  auf 
folgende  Art  beweisen. 

Dreht  man  die  Figur  (Taf.  IV.  Fig.  7.)  um  den  Durchmesser 
J0  =  2r  um  einen  Winkel  tp  und  projicirt  die  ganze  Figur  auf 
die  ursprüngliche  Ebene;  so  ist  die  Projection  des  Kreises  be« 
kanntlicb  eine  Ellipse»  deren  grosse  Achse  2a=2r  und  deren 
kleine  Achse  26=  2r.cos^  =  20.0089»  während  die  Projection 
des  Rechtecks  ABCD  ein  Rechteck  ABC'iy  ist»  dessen  Grund- 
linie iliB==2r  =  2a  und  dessen  Hube  AC  =^AC.eo»ip,  oder»  da 
nach  Vorauss.  2lC=rV2  =  a.  V2  und  6=:a.cos9»  dessen  Hube 
AC  =i  a.  V2. CO89  =  6 .  V2  ist.  Die  Lage  der  Durchschnittspunkte 
F  und  G  auf  AB  bleibt  aber  bei  der  Drehung  unverändert; 
MHbio  ist  auch  ffir  die  Ellipse  AG^  +  BF^^zAB^^^ia^. 

Umgekehrt  lässt  sic^  dieser  Satz  von  der  Ellipse  auch  direct 
beweisen»  so  dass  dann  der  vom  Kreise  eine  blosse  Folgerung 
daraus  ist 

let  Dämlich  aber  AB^=2a  (s.  dieselbe  Figur)  eine  Ellipse  mit 
4er  kieineo  Achse  26  beschrieben  und  Ober  AB  ein  Rechteck 
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ABCD  mit  der  Hohe  AC  =  bV^  errichtet;  so  ist,  wenn  man 
eineo  beliebigen  Punkt  E  in  der  Ellipse  mit  den  Ecken  C  und  D 
de^  genannten  Rechtecks  durch  die  Geraden  CE  und  DE  ver- 
bindet, welche  (nutbigcn  Falls  verlängert)  AB  in  F  und  G  tref- 
fen, immer  AG^^  BF*z=i  AB^  =  Aa\ 

Beweis.  Man  nehme  den  Mittelpunkt  der  Ellipse  als  An- 
fangspunkt eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  und  AB  als 
Abscissenachse ,  so  sind,  wenn  x' t  y'  die  Coordinaten  d^B  Punk- 
tes E  sind,  die  Gleichungen  der  Geraden 


X — x' 


CE    .   .   .    .     I.   y-y=yq.-.(y'+Av2). 


X — a;' 


DE    ...   .    II.   y-y=^7^„-(y'+*v2); 

folglich ,    m  enii  man  hier  y  =  0  setzt ,    die  Abscissen  der  Punkte 

_  x'b  V2  -  «y* 

' "'•  *—   y  +  6v2    * 

Also  l«)t: 

V-      j/-         .  x'6v2  ^  ag'      2as'  +  (a  +  x')bvi 
\.    AG=a  +  -^,^^^^  y+6v2 "' 

VI     »»'-        x'bV2-a!f'  _  2fly' -Ka-.g')&v2 
\i.    £»/<-«       y^.ft^-2     ~  y'  +  ÄV2 

VII     JC  I  JTf-      r2«V^  +  («'4.^')6V2]«  +  f2ay+(a~^)ftv^]i 
*"•    ^t»  +»«'    —•  (»'  +  6V2)« 

8a»y'«  -h  4tg(a*-t-.T'«)  -f  8a». y' .  & V2 

Aber  man  hat: 

VIII.    6«ar'«=rfl«6«— oy«, 
folglich 

„      >r.  j.  WF.-  8aV+8a'&'-4aVH  8aV.&v2 

y'«— 5!6«+2y'.6v2~       • 

Znnats  I.    Ist  i4B  die  kleine  Achse,  ao  ergiobt  sioh  Isiebt, 
Aat»  A«t  Satz  «ach  gilt,   trenn  mas  Ober  der  kleiaen  Acbfie  «in 
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Rechteck   mit  der  Hufce  =a.V2  erriehtet;   nor  bt  die  io  Rede» 
steh  ende   Quadnitsuniaie  dann  =:46*. 

Zusata  IL  Derselbe  Satz  gilt  aucli,  wenn  man  atatt  der 
beiffeo  Achaen  der  Ellipse  swel  beliebige  eonjugirte  Durchmesser 
2a'  und  26'  nimmt  und  atatt  des  Rechtecics  ein  Parallelogramm 
(über  2a'  mit  der  anliegenden  Seite  =  6' V3  parallel  mit  26'  oder 
Aber  26'  mit  der  anl.  Seite  =:a'V2  parallel  mit  2a')  conatruirt. 


XI. 


Miiltipli«:ationstareIn  zur  leichteren  und  sicherern  Be- 
rechnung der  Proport ionaltheile  bei  iogarithmisch- tri- 
gonometrischen Rechnungen  mit  den  7stelligeii  Tafeln 

von  Vega, 

Von 

Herrn   Docrnr  Julius   Harlmann, 
Lebrer  um  G^rranasiuiii  %n  Ui nte In. 

Der  ermüdendste  Tbeil  der  logaritbmisch  trigonometrischen 
Beclinnngen  sind  die  Interpolationen.  Während  Vega  fflr  die 
Logarithmen  der  Zahlen  durch  seine  Proportionaltfifelchen  so  ge- 
sorgt hat,  dass  nichts  za  wünschen  bleiht,  ist  flir  die  noch  weit- 
Unfigeren  trigonometrischen  Rechnungen  nichts  geschehen.  Für 
geübtere  Rechner  bietet  Bremiker's  „Tafel  der  Proportional- 
theiie*'  grosse  Vortheile«  Doch  ist  Tielleicht  IKir  den  weniger 
Geübten  eine  weniger  voluminSse  Tafel  angemessener,  welche 
ganz  ähnliche  TSfelchen  enthält,  wie  die  Vegaischen  für  Loga- 
rithmen der  Zahlen,  ao  dass  der  Rechner  die  vom  schon  erlernte 
Methode^  nur  etwas  erweitert,  auch  hier  anwenden  kann. 

Alld  hier  vorkommenden  Multiplicationen  lassen  sich  anf  die 
Form:  (aß,  y8)>^(abf  ctt),  worin  die  Buchstaben  Ziffern  vorstel- 
len, bringen.  Von  12;  <>  bis  77|o  nftmlich  ist  die  Differenz  fiir 
F  kSebsteiis  eine  sweiziffrige  Zahl  mit  2  Decimalen,  ebenso  die 
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Anzahl  der  Secanden  höchstens  zweiziffrig  mit  2  9* 
Von  6»  bis  I240  resp.  77 {^  bis  84®  kommen  Differenae 
fern  (Ton  100  bis  200)  und  2  Decinialen  vor.  Hier  km, 
Hälfte  der  Differenz,  welche  zweiziffrig  ist  (mit  se 
Ausnahmen) y  nehmen  und  nach  verrichteter  Multipl 
Product  verdoppeln.  Von  P20'  bis  6^^  resp.  von  84^ 
haben  die  Multiplicationen  die  Form  {abctd)X{(Uyßy)^ 
man  sogleich  (ab,  cd) X (aß,  y)  nimmt.  Fär  die  Divl. 
sprechend.  Von  Anfang  bi^  P20'  resp.  von  88^40' 
sind  die  Differenzen  grosser,  doch  wird  man  da,  wo 
nauigkeit  ankommt,  den  bekannten  Satz  benutzen,  de 
ferenz  zweier  Logarithmen  trigonometrischer  Functic 
der  Differenz  der  Logarithmen  ihrer  Secundensumme  i 

Die  Täfelchen  schreiten  nun  von  10,00  bis  99,80 
20  Hunderteln  fort;  in  jedem  finden  sich  die  10-,  20-,  30- 
der  Kopfzahlen  unmittelbar,  und  somit  auch  die  1-,  2-,  £ 
die  0,1 ->  0«2-  etc.  fachen  derselben.  Die  Interpolati« 
wenn  man  will,  Correctionen ,  die  man  anbringen  mui 
Zahlen  eines  nicht  vorhandeneo  Täfelchens  aus  den 
sich  vorGqdenden  abzuleiten,  sind,  wie  man  leicht  sieh 
folgende:  Ist  ab,  cd  die  Kopfzahl  des  Täfelchens,  welc 
lieh  benutzt  werden  sollte  (der  Multiplicand),  und  aß,  y 
tiplicator,  u  der  Unterschied  des  Multiplicanden  und  de 
sich  vorfindenden  Kopfzahl,  als  ganze  Zahlen  betrachte 

man   —\jjr  «nd  -yjjfj- ,  d«  h.  uXa  mit  Hinweglassun^ 

ten,  und  uXß  mit  Abwerfung  der  2  letzten  Ziffern,  1 
diese  Correctionen,  wenn  man  vom  kleinern,  subtrah 
man  vom  grossem  Täfelchen  ausging.  Für  die  DecimaL 
IMultiplicators  ist  keine  Correction  nüthig,  selbst  uXiß  f. 
meisten  Fällen  weg  und  beträgt  höchstens  eine  1.  Zi 
düng  eines  Irrthums  wird  man  auch  wohl  die  Vielfacli 
den  Täfelchen,  zwischen  welche  die  corrigirte  Zahl  föllt,  v 

ß  e  i  s  p  i  e  I. 

])    Multiplication:     Man    habe    37,31x59,82    : 

Täfelchen  37,40;  Unterschied  ti=9;  a  =  5;  /?  = 

l )    50  X  37,40  Ä 1870 ,  weniger  (^X  5) :  10  gibt  II 
2).     9x37,40=»   337,         „       (9x9):  100 
3)  0,8x37,40  = 
4)0,02x37,40 


*)  Ut  dttlitii  eine  uder  lindere  Ziffer  r=>0,  10  crleicbtert  d 
Reell  nung. 


f. 


f  . 


;  1    rtt  w. 


*r  - 


it. 


dtr  Pr^p^rUonaUkeUe  M  io§artiAm,'/r/gonomeir.fleeJhtyn9enete*%i 

Nach  einer  kleineo  Uebung  wird  man  auch,  wie  vom  bei  den 
L<^^rithmen  der  Zahlen  2,  hier  die  4  Zahlen  succesHive  im  Kopfe 
zusanamenzählen,  ohne  etwas  niederschreiben  zu  müssen.  Da 
übrigens  der  Rechner  selbst  abrundet,  hat  er  die  Genauigkeit  in 
seiner  Gewalt  und  kann  nuthigenfaJIs  noch  eine  Stelle  welter  in 
Rechnung  nehmen.  (Dies  wurde  hier  1865.5-f  335. 8429. 9-f 0,7 
=  2231,9  geben.) 

II)  Division:    Man    habe  2232:37,31  zu  bilden. 

Täfelchen  37,40;   «  =  9. 

1)  1870,  nSchst  kleineren  Vielfache  unter  2232,  gibt  a  =  5, 
1870  weniger  (9x5):  10  gibt  1865,  von  2232  bleibt  Rest  367; 

2)  337,  nächst  kleineres  liMfacbe  unter  367,  gibt  /?  =  9, 
337  weniger  (9x9):10^ibt  3:]6,  von  367  bleibt  Rest  31; 

3)  30,  nächst  kleineres  Vielfache  unter  31,  gibt  y=S,  Rest  1 ; 

4)  0,7  oder  l,i  oder  1,4 d=2  od.=3od.=:4; 

Resultat  59,82  oder  59,83 

oder  59,84. 
Letztere  Unsicherheit  der  2ten  Decimalstelle  liegt  in  der  Natur 
der  Abrondung  *). 

Beide  Verfahrungsarten  sind  eigentlich  abgekürzte  Multipli- 
catioD  und  Division.  Man  erspart  aber  dabei  die  eigentlichen  Mul- 
ttplicaliooen  mehrsiffriger  Zahlen,  erhifidet  also  nicht  so  sehr  und 
erreicht  grossere  Sicherheit,  da  man  bei  den  Multiplicationen  kei- 
nen Fehlem  ausgesetzt  ist  Auch  kommt  man  unbestritten  rascher 
zun  Ziele,  als  durch  gewöhnliche,  selbst  abgekürzte  Multiplica- 
tion  and  Division.  Will  man  dabei  schreiben,  so  uird  wohl  die 
gewöhnliche  Form  der  Multiplication  und  Division  am  zweckmSs* 
sigsteo  sein,  wobei  man  das  u  sich  besonders  markiren  wird. 

*)  Zieht  nian  eine  Stelle  mehr  in  Rechnung,   so  hatte  man 

1H65.5  von  2232,  bleibt  Rest  366.5, 
.  386^-— 0,B  gibt  33.').8,       „  „       3(1.7, 

29.9,       „  ,)        O'ö 

ond  damns 

Uebrigens  iiit  auch  ^  =  2  nirht  abtolot  genan;  es  int  nur  besser  der 
niltlere  einiger  möglichen  Werthe;  denn  2232  wird  man  sowohl  als 
R^altat  der  Multiplication  von  37,31  mit  59,81,  als  mit  59,82,  als  mit 
59,83  SU  halten  berechtigt  sein ;  und  da  alle  IVertiie  von  2231,5  bis 
SS82.4  auf  2232  abgerundet  werden ,  so  ergibt  anch  die  vollständige  Di- 
vision von  87,31  In  einigen  dieser  Werthe  59,81,  in  andern  59,82,  in 
aadem  59,83.  Noch  grösser  fällt  die  Unsicherheit. ans,  wenn  piao  aucli 
«Ute  37.81  Werthe  zwischen  S7.S05  und  :)7,314  statiiirt. 
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M  KTü§tr :  ß$mH$  det  in  Tkl.  XXX. Oft.  iiJ.  8. a$ä.  mii§Hlk  H^m.  Lekn. 


Beweis  des  in  Theil  XXX.  Heft  UI.  S.  355.  mitgetheil- 

ten  geometrischen  Lehrsatxes. 


Herrn  A.  Krüger^ 

UirecCor  der  Realtchole    su   Frantiadt. 


Lehrsatz.    Wenn   in  dem  Dreiecke  JfiC  (Taf.  IV.  Fig.  8.) 
die  Linie  AD  beliebig  gezogen  \%U  eo  ist  immer 

AB^.CD^AC^.BD-Am.BC=zBC.BD.CD. 

(Vergl.  Granert  im  ArchiT.  XXX.  8.  p.  855.) 

Beweis.  SeUt  man  AB^Cy  AC^b,  BC^a^,  ADsxd^ 
BD=zm,    CD=in,    90  iet  zu  bevreiaen»  dass 

e*fi  +  (An  —  d^a  =s  ontir. 

Bezeichnet  man  einen  der  Winkel»  welchen  AD  mit  BOhlldtft; 
etwa  den  Winkel  ADB,  mit  9,  aö  ist  bekanntlich: 

I,    c^szd^-{-nfl — idmcoBip, 
II.    i«  =  d*  +  n«  +  2rfiico89. 
Miiltiplirirt  man  I.  und  11.  reapective  mit  n  und  m,  so  ist: 

III.  chii^d^n-i-mhi^2dmncoBq^f 

IV.  b^m=sd*m^tnn'^-i-2dmncoBg>; 

addendo:  V.    c*n-f-6*iii=3cP(m-f  fi)-f  mfi(m-f-ic) 

oder:  ch^+b^m — €{*a  =  omit. 

Zusatz.  In  etwas  veränderter  Form  gilt  der  Satz  ancb  ffir 
den  Fall,  dass -die  Linie  AD  die  Verlängerung  von  BC  tiifi. 
Man  findet  in  ähnlicher  Weise : 

c*fi  —  Wm  ±  cPa  =r  T  omm, 
wo  die  oberen  oder  unteren  Vorzeichen  zu  nehmen  sind,  jenach- 
dem  AD  die  Verlängerung  der  BC  Ober  C  oder  B  hinaus  trilt 


Crumeri:  TkMtieätr  ätpeUeka,  nmck  thnrntUin ÜHk, anal. entw.  67 


XIII. 

Tiieoria  der  Kegelschnitte  nach  einer  neuen  Methode 

analytisch  entwickelt. 

dem  Herausgeber. 


I. 

Erkiktang   der   Regelschditte. 

Alle  un^re  folgenden  Untersachaogen  irerden  sieb,  mit  eiii#r 
einzigen  Ausnahme,  aaf  die  späterhin  besonders  aufmerksam  ge- 
macht werden  wird,  nor  auf  eine  Ebene  beschräulcen,  in  welcher 
alle  CoDstmctionen  ausgeführt  werden*  Mit  Rücksicht  hierauf 
lassen  sich  die  Kegelschnitte  im  Allgemeinen  auf  folgende  Art 
erfctSren. 

Kia«  Iriale»  i#eiche  nach  einem  solchen  Gesetze 
gekrümmt  ist,  dass  die  beiden  Entfernungen  eines 
jeden  Ihrer  Punkte  von  einem  gegebenen  Punkte  und 
einer  der  Lage  nach  gegebenen  Geraden  ein  constan* 
tes  VerhIItnIss  su  einander  haben,  heiHtft  ein  Keg^el* 
■  eiisitti 

oder: 

Ilief  geettetriaebe  Ort  aller  der  Punkte,  tfe'rM  beide 
^■tfiM-nonge«  ron  ainem  gegebenen  Punkte  ttifd  einer 
A#a  JLag^aaeh  gegeben<en  Geraden  ein  cotfstantes  Ver- 
hlltoisa  zu  einander  haben,  heisst  ein  Heif^lirellttfttf. 

Der  gtgebeM Punkt  wird  der  Brennpunkt  des Keg^tlscbnltts, 
die  dar  Lagii*  aadi  gegebene  Gerade  wird  die  Leitlinie 
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oder  die  Directrix  desselben  genannt.  Die  durch  den  Brenne  , 
punkt  gehende,  senkrecht  auf  der  Directrix  stehende  Gerade  heisst 
die  Axe  des  Kegelschnitts,  und  die  constante  Zahl,  mit  welcher 
man  die  Entfernung  eines  jeden  Punktes  des  Regelschnitts  voo 
der  Directrix  multipliciren  muss,  um  die  Entfernung  dieses  Punk- 
tes des  Kegelschnitts  von  dem  Brennpunkte  zu  erhalten»  wird 
die  Charakteristik  des  Kegelschnitts  genannt. 

Bevor  wir  zur  Entwickelung  der  auf  die  obige  Erklärung  ge* 
gründeten  f^anz  allgemeinen  analytischen  Theorie. /1er  Ke^elschnitle 
lfDH*gehen,  ist  es  zweckmässig,  uns  durch  eine  niugfichst  einlache 
Betrachtung  vorläufig  eine  allgemeine  Vorstellung  von  der  Nator 
und  den  verschiedenen  Arten  dieser  Curven  zu  verschaffen,  was 
der  Zweck  f|es<  folgenden  Paragraphen  ist. 


§.  2. 

Die  Axe  und  die  Directrix  des  Kegelschnitts  wollen  wir  respec- 
tive  als  die  Axeu  der  x  und  y  eines  rechtwinkligen  Coordina- 
itensystems  der  xy,  annehmen,  und  bezeichnen,  in  diesem  Systeme 
die  Coordinaten  des  Brennpunkts  des  Kegelschnitts  durch  a,  0.  Be- 
zeichnet  dann  hier  und  im  Folgenden  immer  n  die  Charakteristik 
cles  Kegelschnitts,  so  ist  dessen  Gleichung  nach  der  in  §.  1. 
gegebenen  allgemeinen  Erklärung  und  bekannten  Formeln  der  aoaly- 
tischen  Geometrie  offenbar: 

J) (a:— q)«  +  y«  =  ii«j:* 

Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  der  Durchschnittspankte  des 
durch  dieiBe  Gleichung  charakterisirten  Kegelschnitts  mit  seiner 
Axe,  welche  bekanntlich  zugleich  die  Axe  der  x  ist,  durch  ti,  0; 
so  haben  wir  nach  der  vorstehenden  Gleichung  snr  Bestimmung 
von  n  die  Gleichung 

woraus 

2) «=rf;i  "«"^  «=i';rf-i 

folgt,  so  dass  also  u  im  Aligemeinen  zwei  Werthe  hat  aäd  ee 
folglich  auch  im  Allgemeinen  zwei  Durchschnittspunkte  des  Kegel- 
schnitts mit  der  Axe  giebt,  was  aber  nun  die  folgende  weitere 
Discussiou  erfordert«    . 

Weixu  n=;l  ist,  so  liefert  das  obere  Zeichen  in  den  forste- 
Jben^en  Formeln. iVir  n  il^  fSymbol  des  Unendlichen,  und  nor  de« 
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uter«  Zaicben  liefert  für  u  einen  esdUcbeo  vOllig  bei»tiniinten 
WerUi.    Wenn  dagegen  »w  1  i<}t,  so  liefern  in  den  vorstehenden 

Ftraeln  beide  Zeichen  fflr  u  endliche  völlig  bestimmte  Werthe. 
Kenias  sehen  wir,  dass  die  Kegelschnitte,  deren  Charakteristik 
g^h  der  Einheit  ist,  die  Axe  nur  in  einem  Punkte»  dass  da- 
gegen die  Kegelschnitte,  deren  Charakteristik  kleiner  oder  gros- 
fv  als  die  Einheit  ist,  die  Axe  in  zwei  Punkten  schneiden; 
xmk  werden  hierdurch  von  selbst  gen5thigt ,  zuvörderst  zwei  Klas- 
len  der  Kegelschnitte  zu  unterscheiden,  jenachdero  ihre  Charak- 
teristik gleich  der  Einheit,  oder  kleiner  oder  grCsser  als  die  Ein- 
Mt  ist. 

Die  Punkte,  in  denen  ein  Kegelschnitt  die  Axe  schneidet, 
werden,  seine  Scheitel  genannt. 

Wenn  n  :=  1  ist«  so  hat  der  entsprechende  Kegelschnitt  \\\xi. 
einen  Scheitel,  dessen  erste  Coordinate  ti  nach  dem  Obigen 
dorch  die  Formel 

3) u^\a 

bestimmt  wird,  woraus  sich  ergiebt,  d.iss  der  Scheitel  in  der  Mitte 
des  von  dem  Brennpunkte  auf  die  Directrix  geßillten  Perpendit 
kels  liegt 

Die  Gleichung  des  Kegelschnitts  ist  nach  1)  in  diesem  Falle: 
(a:  — a)*+^*  =  ar*,    also  y^  =:  a(^ — o); 
woraus  8ich 

4)    .....:     y  =  ±  VäCÜ"-"fl) 

ergiebt    Fflr  2d: — ii=0,  also  x=z\a^  verschwindet  y^  d.  h.  die 
Axe  wird  von  dem  Kegelschnitte   in    dem   Scheitej  geschnitten, 
wie  uns  schon  bekannt  ist.     Wenn  aber  2j: — a  nicht  verschwin- 
det, 80  ist  y  .reell  oder  imaginär,  jenachdem  a  und  2x — a,  oder 
s  und  X — \a  gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  haben.     Ist  also 
s  positiv»   so  ist  y  reell  oder  imaginär,  jenachdem  x*^  \a  oder 
x<ia  ist;    ist  dagegen  a  negativ,  so  ist  y  reell  oder  imaginär,. 
jenachdem  ar.<ia  oder  o:  >  ia  ist    Hieraus  ergiebt  sich  unniit- 
isIlMr  mittelst  einer,  ganz  einfachen  Betrachtung,  dass  im  vorlie* 
geaden  Falle  der  Kegelschnitt  ganz  auf  einer  und  derselben  Seite 
dnes  durch  den  Scheitel   auf  die  Axe   errichteten  Perpendikels 
Hegt,  'tifid  zwar  Immer  auf  der  Seite  dieses  Perpendikels,    auf 
wciclier  auch  der  Brennpunkt  liegt.     Natiirlich  liegt  der  Kegel- 
•chnitt  auch   ganz  auf  einer  und  derselben  Seite  der  Directrix, 
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und  zwar  auf  der  Seite  derselben ,  auf  welcher  axM^  1er  Draail* 
punkt   liegt. 

Wenn  y  reell  Ist,  «o  hat  y  nach  4)  wegeu  der  doppelten  Zci- 
cben  immer  zwei  absolut  gleiche ,  dem  Zeichen  nach  entgegen* 
gesetzte  Werthe^  und  der  Kegelschnitt  liegt  folglich  auf  beidep 
Seiteb  der  Axe  gana^  auf  gleiche  Art. 

Wenn  der  abaotute  Werth  Ton  x  von  dem  abaoluten  WerdM 
von  ia  an  in'a  Unendliche  wächst,  so  wachsen  ofenbar  audi  Um 
entsprechenden  absoluten  Wertbe  von  y  von  Null  aa  In*«  UiMad» 
liehe,  woraus  sich  ergiebt,  dass  im  vorliegenden  Falle  der  Kegel- 
schnitt sich  auf  beiden  Seiten  der  Axe  von  derselben  in*«  Ue* 
endliche  entfernt. 

Nehmen  wir  den  Scheitel  als  den  Anfang  eines  dem  primil^ 
ven  Systeme  der  xy  parallelen  Coordinatensystems  der  J^igi  an« 
tfo  Ist 

a:=ia+xi,    y  =  yi; 
also 

folglich  nach  4)  die  Gleichung  des  Kegelschnitts  in  Bezug  tut 
dieses  Coordinatensystem : 

5) y,»  =  2«u:,. 

Das  Bisherige  reicht  hin,  die  Kegelschnitte,  deren  Charakte- 
ristik  gleich   der  Einheit  ist,  im  Allgemeinen  zu  charakterlsirea. 

Wenn  n^l  ist,  so  hat  der  Kegelschnitt  zwei  Scheitel,  de« 
reu  erste  Coordinaten  durch  die  Formel 

bestimmt  werden,  weichet«  uns  von  selbst  darauf  fahrt,  wiedef 
zwei  Falle  zu  unterscheiden,  jenachdem  ii<l  oder  it>  t  ist,  in* 
dem  schon  die  äussere  Form  der  beiden  obigen  Ausdrucke  von 
ac  uns  darauf  hinweiset,  dass  die  beiden  Werthe  von  u  gleiche 
oder  ungleiche  Vorzeichen  haben,  jenachdem  n  <  1  oder  n  >  1 
ist,  was  »tchon  allern  hinreichen  würde,  diese  neue  ITiiterschel- 
dun<iC  Kreter  FSlle  zu  rechtfertigen. 

Wenn  n  <  i   ist,   mo  haben  die  beiden  durch  die  Formet 

a 


mmcA  9imtr  mwm  Meikaäi  mmUplUch  etUmUkeil,  Tl 

gcÜaferten  Wölbe  ron  u  gleiche  Vonefcbeo«   und  swar  immer 
eis  and  dasedbe  Voraekbeii  mit  a.    Ferner  ist  offenbar 

▼aL  abs.  r  ,  -  <  val.  aba.  a, 

▼aL  abs.  \ >  val.  aba.  a; 

eicb  ergiebt,    daas  der  eine  Scbeitei  iwiacben  der  Direc- 
•ad  den  Breonpwikley  der  andere  auf  der  en^gengeaetxlen 
de«  Breoopntikti  in  der  Axe  liegt. 


Die  Gleicbang  dea  Kegelacbnitta  ist  in  diesem  Falle  nach 
dem   Ob^^n: 


7) y«±Vn«J!«  — («-0)« 

folgt.     Aleo  iat  jf  nor  dann  reell,  wenn 

»•ar«-.(x-o)«^0, 
ireuo  edeo 

{(«— l)«+an(n  +  l)x— al^O 


jo— (1— n)j?I}a  — (l+n)«)^0 

» 

ist.  A^erschwindet  dieses  Producta  so  mnss  einer  seiner  beiden 
Factoren   verschwinden,    also 

a— (1 — n)j;=0  oder   a— (l-f-ii)a?  =  0 

•ein,   wa« 

jr=sT— -    oder  x^^^\  . 

giebt«  QDd  uns  also  auf  die  beiden  Scheitel  dea  Kegelschnitts 
fUirt,  wie  sich  ancb  von  selbst  versteht*  Verschwindet  dagegen 
da*  obiga  Product  nicht,  bo  muas  mit  Besiehung  der  oberen  und 
anteren  Zeichen  auf  einander 

alao 
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• .  f.>r3^'  ^<r+ii  ■■  ■ 

sein,  wo  offenbar  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  gelten »  jenach- 
dem  a  positiv  oderne^iitiv  iat  In  beiden  Fäflen  ist  aber  x  eiue 
Mitfelgr5sse  zwischen 

and 


1 UHU      iT-Z » 

1 — n  1  +  n    . 

ivorans  sich  unmittelbar  ergiebt,  dass  in  diesem  Falle  der  gasM 
Kegelschnitt  zwischen  den  beiden  durch  die  Scheitel  auf  die  Aae 
errichteten  Perpendikeln  liegt.  In  Verbindung  mit  dem  Obigen 
geht  hieraus  auch  ganz  von  selbst  hervor,  dass  der  ganze  Kegel- 
schnitt auf  einer  und  derselben  Seite  der  Directrix  liegt,  und 
zwar  immer  auf  der  Seite  derselben,  auf  weicherauch  der  Brenn« 
punkt  liegt. 

Da  a:  sich  nur  zwischen  den  Gränzen 

5 und    i-p- 

ändern  kann ,  wenn  y  reell  sein  soll ,  so  kann  auch  y  nie  aoend- 
lich  werden,  sondern  behält  immer  einen  endlichen,  völlig  be- 
stimmten reellen  \Verth,  insofern  es  überhaupt  reell  ist,  und  wegen 
der  doppelten  Zeichen  in  der  Gleichung  7)  geboren  zu  jedem 
Werthe  von  .r,  für  welchen  y  überhaupt  reell  ist,  zwei  endliche 
völlig  bestimmte  Werthe  von  y,  die  absolut  «gleich,  dem  Zeichen 
nach  aber  entgegengesetzt  sind,  woraus  «»ich  ersieht,  dass  der 
Kegelschnitt,  welcher  in  diesem  Falle  nach  dem  Obigen  offenbar 
eine  geschlossene,  in  sich  selbst  zurücklaufende  Curve  ist,  auf 
beiden  Seiten  der  Ale  auf  völlig  gleiche  Art  liegt 

Minimt  man  den  Mittelpunkt  der  Entfernung  der  beiden  Schei- 
tel von  einander,  dessen  Coordinaten  nach  dem  Obigen 


\l— n      l+n/      1 — n* 


sind,    als  den  Anfang  eines  neuen,    dem  primitiven  Systeme  der 
xy  parallelen  Coordihatensystems  der  Xiyi  an.,   so  ist 


lolglich 


n^a     .  » 


f 


nach  nmr  muen  Mätkode  tuwiyUuk  eniwickelL  7^ 

aUo  nadb  7)  die  Gleichung  dea  Keg^lechoitUi : 

woraas  sieb  nach  leichter  RechnuDf; 


n*fl« 


folglich 

8)      ....     yi  =  dbV  |?^a-(l-'»«)V 

ergiebt.     Hieraos  sieht  man,    daAS  yi   und  also  auch  y  seinen 
gru««8ten  absoluten  Werth  för  d:^=0,   also  nach  dem  Obigen  fOr 


j;  = 


r^^«' 


I 

erreicht,   und  dass  nach  der  vorstehenden  Gleichung  des  Kegel- 
schnitt«  dieser  grosste  Werth  von  y 

n .  val.  abs.  a 

iet 

Wenn  n>l  ist,   so  haben  die  beiden  durch  die  Formel 


n=Fl 


gelieferten  VS^erthe  vori  ü  entgegengesetzte  Vorzeichen,  und  die 
beiden  Scheitel  liegen  also  auf  entgegengesetzten  Seiten  der 
Directrix.  Der  durch  die  dem  absoluten  Werthe  nach  kleinste 
erste  Coordinate 


•+  " 


n  +  l 

bestimmte  Schertel,  weicher  also  der  Directrix  am  nächsten  ist, 
liegt  immer  cvrischc^n,  der!  Directrix  und  dem  Brennpunkte,  weil 
die  obige  erste  Coordinate  mit  a  gleichen  Vorzeichen  hat  und  ihr 
absolatef  VVeith  kleioer  als  -der  absolute  Werth  Von'«  ist.' >  Die 
Gleichung  des  Kegelschnitts  ist  in  diesem  Falle  wieder 

\x — a)*  +  y*  =  ii*a:*, 

woraus 

'  ■    •   ■  .  ■  ■  .1. 


0)    .    .    .,.,,.,,    jf=5±.Vii»**-(»-a) 


I«  , 
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folgt.    Also  ist  9  nur  dmim  Teell,  wenn 

oder  wenn 


|(n-l)jr+a)J(n  +  l)«-a}^0 

ist.  Wenn  dieses  Prodnct  versch windet,  so  mass  einer  seiner 
Factoren  verschwinden,  was 

(n— l)ar-fa=0  oder  <ii-f  l)x-a=Ot 

also  ^ 

a:=— f  oder  jr=+ — n 

giebt»  folglich  auf  die  beiden  Scheitel  des  Kegelschnitts  Rlhrt, 
wie  es  sein  muss.  Wenn  dagegen  das  obige  Prodnct  nicht  ver- 
schwindet«  so  mass  mit  Besiehong  der  oberen  und  unteren  Zeichen 
auf  einander 

also 


ar  ^,  —         I »     *  ^^  + 


sein;  und  wenn  daher  y  reell  sein  soll,   so  darf  x  keine  Mittel- 
grosse zwischen 

—  —1   und  + 


sein,  woraus  sich  ergiebt,  dass  in  diesem  Falle  der  ganze  Kegel- 
schnitt ausserhalb  der  beiden  durch  die  Scheitel  auf  die  Aze 
Errichteten  Perpendikel  liegt,  folglich  auch  keine  geschlossene.  In 
sich  selbst  zurflcklaufende  Curve  sein  kann.  Wenn  a  positiv  ist, 
so  sind  die  beiden  Bedingungen 

■qgleioh  erfldlt,  wem  »er  die  zweite  erfUlft  ist,  «nd  die  beiden 
Bedingungen 

sind  zugleich  ernillt,  wenn  nur  die  erste  erflillt  ist  Wenn  dage- 
gen ff  negativ  ist,  *so  eind  ^e  Inidea  Sedingungeii 


mueJk  €§mr  mu9m  .Vetkade  mmlifttBeh  enimickett.  T& 

erfüllt ,  wenn  nur  di«  enit  erfilUt  ist,  luid  die  beiden  Beding^ngi'n 

a  a 


sind  ei  lullt 9  wenn  nur  die  zweite  erfüllt  ist.     Wenn  also  a  positiv 
ist,  so  ist  y  reell  filr  a?>  +  — jj^l  und  (ilr  o:  < — «;  und  wenn 

a  negativ  ist,  so  ist  y  reell  Rlr  :r> ;^  und  flk  d?<  +  — vj- 

Stellt  man  die  Gleichung  des  Ke^elsehnitts  unter  der  Form 

dar,  so  erhellet  auf  der  Stelle,  dass,  wenn  man  im  Palleeines 
positiven  a  die  Grdsse  x  von  -| — -j^    an    zunehmen    oder    von 

1   an  abnehmen  iSsst,  dagegen  im  Falle  eines  negativen  a 

die  Grösse  x  von  «- ;  an  zunehmen,  von  -f -".".-  an  aboeh« 

n— I  «+ 1 

neo  Iftsst,  die  Grosse  y^  absolut  genommen,  in's  Unendliche 
wachi«t,  und  f&r  jeden  Werth  von  x  immer  zwei  absolut  gleiche, 
dem  Zeichen  nach  aber  entgegengesetzte  Werthe « hat.  Nimmt 
man  dies  mit  dem  Vorherg^enden  zusammen ,  so  sieht  man,  dass 
im  Torllegenden  Falle  der  Kegelschnitt  aus  zwei  von  einander 
getrennten,  ganz  ausserhalb  der  beiden  durch  die  Scheitel  auf 
die  Ax#  errichteten  Perpendikel  liegenden,  hi's  Unendliche  sich 
erstreckenden  Zweigen  oder  Aesten  besteht,  von  denen  jeder  auf 
völlig  gleiche  Weise  auf  beiden  Seiten  der  Axe  liegt  Jeder 
dicker  beiden  Zweige  oder  Aeste  für  sich  liegt  nach  dem  Vor« 
herprehenden  ganz  auf  einer  und  derselben  Seite  der  Directrix, 
die  beiden  Zweige  oder  Aeste  selbst  liegen  aber  auf  entgegen- 
gei«etzten  Selten  der  Directrix.  Der  Brennpunkt  und  der  densel- 
ben enthaltende  Zweig  liegen  auf  einer  und  derselben  Bette  det 
Directrix,  der  Brennpuakt  unjd  der  andere  denselben  nicht  ent- 
haltende Zweig  liegen  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Directrix. 

Nimmt  man  den  Mittelpunkt  der  Entfernung  der  beiden  Schei- 
tel von  einander,  dessen  Coordinaten  nach  dem  Obigen 
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sind»    aU  Anfang  eines  neuen >    dem  primitiven  Systeme  der  ary 
parallelen  Coordinatensyisteros  der  Xiffi  an ;    so  ist 


a 


und  folglich 

X — a — — ^1 j  +  ^i ; 

also  nach  dem  Obigen  die  Gleichung  des  Kegelschnitts : 

woraus  sich  nach  leichter  Rechnung 

y,»  =  (W*  -  1) X,*— jj5— I  , 

also 


10) 


.    .    .    .    3ri  =  ±V  (n»-l)*i«-;j!^ 


ergiebt,  aus  vi'elcher  Gleichung  man  auch  in  Verbindung  mit  dem 
Obigen  am  leichtesten  übersieht,  dass  die  beiden  Zweite  oder 
Aeste  des  Kegelschnitts  zwar  eine  verkehrte  Lage  gegen  einan- 
der haben,  sonst  aber  völlig  gleich  sind,  weil  nämlich  die  Werthe 
von^i  ungeändert  bleiben,  man  mag  Xi  positiv  oder  negativ  nehmen* 

Wollte  man  in  Bezug  auf  das  primitive  Coordinatensyntem 
die  Coordinaten  0,  v  der  Punkte  bestimmen ,  in  denen  die  1)ireG- 
trix  von  dem  Kegelschnitte  geschnitten  wird,  so  wurde  man  aus 
der  allgemeinen  Gleichung  1)  erhalten: 

r«  =  -  a«, 

woraus  man  sieht,  dass  «  allgemein  imaginär  ist,  und  al^o  kein 
Kegelschnitt  seine  Directriz  schneidet. 

Nach  diesen  Betrachtungen  haben  wir  also  drei  wesentlich 
verschiedene  Kegelschnitte,  jenachdem  die  Charakteristik 

11  =  1,    fi<  1,    n>  I 

ist,  welche  respective 

Parabel,    Ellipse, .  Hyperbel 

genannt  werden.  Von  d^n  beiden  in's  Unendliche  sich  erstrecken« 
den  Zweigen  Ader  Aesten  .der  Hypephel' heisst  der,   welcher  den 


mmeh  Hrner  nemm  MeHkode  mmUpäiCk  ^lUmiekeii.  ^^ 

Brenopunkt  leothftlt,  der  erste  Zweig,  and  der,  welcher  den 
Brennpunkt  nieht  enthält,  der  zweite  Zweig.  Bei  der  Ellipse 
nnd  Hyperbel  heisst  der  Mittelpunkt  der  Entfernung  der  beiden 
Scheitel  von  einander  der  Alittelpank't  oder  dae  Centrum  des 
betreffenden  Kegelschnitts, 

Nach  8)  ist  die  Gleichung  der  Ellipse  in  dem  Systeme  deroTi^i: 
oder 

Fflr 

na  na 


1-n»       Vi— n« 

wird  also  die  Ellipse  ein  Kreis.  Aus  vorstehender  Gleichung 
folgt   aber 

i-n««=VT:=^,   Vn::^=i,   i-ii«=i,  ii=0; 

wodarch  die  Ansdrficke 

na  .        na 

z  und     ■/>     — = 

-«•  Vi— n« 

beide  verschwinden,  insofern  a  eine  endliche  vOilig  bestimmte 
Grosse  Ist  Das  Wahre  bei  der  Sache  ist  aber  Folgendes.  Wir 
wollen  n  sieh  der  Null  nfthem  und  den  absoluten  Werth  von  a 
so  in*s  Unendliche  wachsen  lassen,  dass,  indem  r  eine  bestimmte 
endliche  reelle  positive  Grosse  bezeichnet,  immer 

HS 
vaL  abs.  77====  =  r 
V  I — n* 


ist;    dsBB  wird,-  weil  nun 


val,  abs. ^ — ^ 


1—«*      Vt^=^ 
ist»   sieb  offenbar 

na 


vaL  abs. 


1— s« 


iIb4-  Hkebr  und  bis  wa  jedem  belieMgeP 
CfBsse  r,  nach  11)  ahe  die  EIBpse  liui^r  aebr  ei 
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bUi  ztt  jedem  beUeUs«ti  Grade  eineoi  Kreiae  mit  dem  HaUiBiieeaer 
r  nihere,  deeteo  GleickuBg 

iet«  Der  Sfiffelpunkt  dieses  Kreises  Yie^t  in  der  Ale  und  seine 
mit  ihrem  gehörigen  Zeichen  genommene  Entfemang  ?od  der 
Direetrix  wird  nach  dem  Obigen  ßlr  jeden  Werth  toh  a  und  n 

dorcb  den  Bruch  |  _^  ^  bestimmt,  wächst  aber,  absolut  genoiu- 
men,   offenbar  in's  üuendliche. 

Die  Gleichung  der  Hyperiiel  in  dem  Systeme  der  :r^|  Ist 
nach  10) 


oder 


12)    .    .    . 


(«•-l)^i»-»i»=;^ 


Aus  der  Gleichung 

na  ^a 

fcigt 

hiso 

folglich  die  Gleichung  der  Hsrperbe!  in  dem  Sj9imkfi  des  w^^  i 

Eine  Hyperbel,  deren  Charakteristik  v^ist,  wird  eine  gleich- 
seitige Hyperbel  genaaat. 

Die  Entfereng  des  Mittelpoukis  einei^  eolchn»  Hgffysriiel  «#« 
der  Dli«ctiis  isl  Meh  dem  Oh^gw  elsebas  -^a. 
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Allgtmeine  Gleichung  der  Kegefechoitte. 

Allea  oDseren  DnleraiichaDgen  legen  vrir  nun  ein  beliebiges 
reditwlnkligee  Coordinatensystem  der  xy  sa  Grande  ond  bezeich-* 
nen  in  Beso^  auf  dieciea  System  die  C^rdinateo  des  Brennpunkts 
des  Kegelschnitts  durch  f9gr  die  Gleic&ng  seiner  Uirectrix  durch 

I) i4«-|.Ä5  +  C«=0, 

die  ChMskteristik  aber  wie  gewObolicb  durch  st.  Ist  dann  (;ry} 
•in  beliebiger  Punkt  des  Kegelschnitts,  so  ist  nach  den  Lehren 
der  analytischen  Geometrie  ^ 

(jJg-fBy  +  O« 
das  Quadrat  seine»  Enflemuag  tob  der  DirectriK»  und 

ist  das  Quadrat  seiner  Entfernung  vom  Brennpunkte.  Folglich 
ist  nach  $.  1.  dW  Gleichung  des  Kegelschnitts: 


5+il^  =  (x-/^+(y-i;y 


oder 

Zieht  man  auf  beiden  Seiten  die  Qnadratnurzel  aus,  so  er- 
hält man  die  Gleichung: 

in  welcher  man  das  ebert^  oder  untere  Zeichen  nehmen  musa, 
jeosehdem  die  Grösse  Aa  +  Bg+C  positiv  oder  negativ  ist.  Uro 
aber  eine  genauere  Bestimmung  wegen  des  Zeichens  au  geben^ 
nfissen  wir  suerst  den  folgenden  Sats  beweisen. 

f.  4. 

Lehrtatu  Die  Punkte  (X|yi)  und  (^t^  liegen  auf 
laiaar  «ad  dersalbea  Seite  odex  aaf  antgegengesetxten 
Saiten  der  durch  die  Gleichung 
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Ax  +  By^C=zO 

in  Bezug  auf  ein  beliebiges  Coordinatensysteni  cba- 
rakterisirten  Geraden,  jenacbdem  die  Grusseo 

Axi  +ßyi  +  C   und    Ax^  +  By^  +  C 

gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  haben. 

I 

Beweis.     Eine   der  beiden    Coordinatenazen   wltd  von   der 
durch  die  Gleichung 

ite  +.Äy  +  C=  0 

charakterisirten  Geraden  'immer  geBc}initten. .  Wir  wollen  anneh- 
men, dass  diese  Coordinatenaze  die  Axe  der  x  sei.  Legen  wir 
non  durch  die  Punkte  (a^i^i)  und  (or^a)  zwei  der  durch  die  Gleichung 

Ax+By+  C  =  0 

charakterisirten  Geraden  parallele  Gerade,  so  sind  deren  Glei- 
chungen bekanntlich : 

il(:r-X|)  +  Ä(y-yi)=0,    Aix-^x^  +  Bi^^y^^O 

oder 

Ax  +  By  +  C-{Ax^+Bgi  +  C)=0, 

Ax  +  Bjf+C-'(Ax^  +  Bff^+C)=0. 

Bezeichnen  jetzt  A| ,  X^  die  ersten  Coordinaten  der  DnrchschnitCs- 
punkte  dieser  beiden  Geraden  mit  der  Axe  der  x,  so  haben  wir 
zu  deren  Bestimmung  die  Gleichungen: 

AX2  +  C^iAx^  +  Äya+  C)  =  0; 
oder: 

AX^  +  C~Ax^  +  Bif^  +  C;       i. 

und  ist  X  die  erste  Coordinate  des  Durcbschnittspunkts  der  durch 
die  Gleichung 

Ax  +  By+  Cz:^0 

charakterisirten  Geraden  mit  der  Axe  der  x,  so  Ist 

JA  +  C=0. 

Zieht  man  diese  Glelehinig  von  den  beiden* 'oKigvn  Gleichungen 
zwischen  Xi,  JC^  ab,  so  erbfilt  mto: 


f  t 
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durch  Malfipiication  die  Gleichung 

«rhaitcn  wird»  welche  ans  zeigt,  dass 

JTi— «X  and    X^ — X 

gMche  oder  angleiche  Vorxeichen  haben,  jenachden 

-Arj  +  Äyi  +  C  und   Ax^^By^^C 

gloiche  oder  angleiche  Vorzeichen  haben.  Nach  der  Lehre  ^on 
dor  Verwandlang  der  Coordinaten  sind  aber  bekanntlich 

-Xi  —  X  and    X^  —  X 

Ab  orston  Coordbaten  der  Darchschnitüipankte  der  durch  die 
Punkte  (JTiyi)  und  (x^^  mit  der  durch  die  Gleichung 

ckarakteriairten  Geraden  parallel  gelegten  Geraden  mit  der  Axe 
der  JT,  wenn  man  den  Durchachnittapunkt  dieaer  letzteren  Gera- 
den mit  der  Axe  der  x  als  Anfang  annimmt;  und  da  nun  nach 
defli  Obigen  diese  Coordinaten  gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen 
habeo,  jonachdem  die  GrOssen 

Axi-^-Byx^C  und    Ax^^By^+C 

gleiche  oder  angleiche  Vorzeichen  haben,  so  erhellet  die  Richtig- 
keit des  zu  beweisenden  Satzes  auf  ganz  unzweideutige  Weise. 


9.  5. 

Hittolst  dieses  Satzes  Iftsst  sich  nun  die  folgende  Bestim- 
flnmg  w^en  der  Zeichen  in  der  Gleichung  3)  geben. 

Weil  nach  }.  2.  die  Parabel,  die  Ellipse  und  der  erste  Zweig 
der  Hyperiiel  Immer  gana  auf  derselben  Seite  der  Directrix  lie- 
gen, auf  weidier  auch  der  Brennpunkt  liegt,  so  haben  für  diese 
Cnrren  nach  dem  im  rorbergebenden  Paragraphen  bewiesenen 
latse  die  GrOsseo 

Af^Bg^C  and   Ax^Bg^C 

Jeisradt  glriche  Vorseichen.    Also  moss  man  in  der  GlelcbaDg 
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filr  die  Parabel,  A\t  Elffpde  und  den  t^xnX^  Kweig  der  HyperM 
das  obere  oder  untere  Zeicben  nehmen,  jenacbdeiii ,  die  ^fjl^fi^ 
Af+Bff+C  positiv  oder  negativ  ist  Weil  aber  nach  }.  2.  der 
zweite  Ziveig  Her  Hyperbel  «dB  i^  Breefipnnlit  auf  enlgef^nfpe- 
setzten  Seiten  der  Directrix  liegen,  so  haben  fdr  denselben,  jmi^ 
dem  Im  vorbergebenden  Paragraphen  bewiesenen  Satze  die  GHisnea 

Af+Bg  +  C   und    Ax  +  Byi-C 

entgegengesetzte  AVrzerchen,  und  man  muss  also  in  der  Gteicböji  . 

•  •   .       •  •   •     ( 


■  ••-. 


■i't 


fflr  den  zweiten  Zw^ig  der  Hyperbel  das  untere  .odenobaiie/'l^  ' 
zeichen  nehmen,  jenachdem  die  Grösse  J/'-|-iS|7-f  C^  positiv  oder  \ 
negativ  ist. 

'    Für  mehrere  Pcnlcte  der  Pftrahel ,  der  Kjlfpse  trtld  ^ünvt  dlÜ  i 

desselben  Zweige«  der  Hyperbel,   deren  Ceerdlnaten  it\  y'Mtt  ' 

mögen,  muss  man  immer  mit  Besiehung  der  oberen  und  unterem  j 

Vorzeichen  auf  einander,  so  dass  man  nämlich  Rlr  alle  Punkte  hi  I 
d«r  folgenden  <>leiciMin§  4amtMf  Tonieicfe«»  Mbiimt; 

liehBen.  Fi1r  Punkte  in  verscliledenen  Zweigen  cTer  (l(yperhel  mnss 
man  aber  mit  Beziehung  der  oberen  and  unteren  Vorzelebeo  m 
einander  fdr  den  einef 


und  fdr  den  anderen  Zweig 
setzen. 

ii.j 

$.  6. 

\ka  die  Frage  m  IPMMfwm^fi,  öfi  nnfer  der  fcUgWatlMh 
ISktehnng  dte  K^etehnttlei  "«: 


i4«+fi» 


auch   die  Gleichung  des  Kreises  enthalten  ist,   bringe  man  dle- 
•elteMtdi»'Ferm    -  v^M^h^l 


j 

j 


mmeä  £iaär  mtMäM  "^»^'^^  aamit^ikek  smiaäekeit  8ft 

d  bss«  niio  si  sich  derNoll»  dfp  aliiiolateii  Wertb  von  Caber  sich 
m  Unendlidien  so  nähern,  dass,  wenn  r  eine  gewisse  positive 
«SS»  b^setchnet,  der  absolute  Werth  «mi  mOimmpi  derGtOsse 

iJ^-^B^  gMcby  also  immer 

.    DasA  gebt  die  obigt  6)eif  h)«^  in  4i#  deicbiiog 

MS  «■•  dem  Brennpiinhte  {fg)  als  Mittelpunkt  mit  dem  Halb- 
■sar  r  besebriebenen  Kreises  liber.  Fiff  den  Kreis  muss  man 
lo  Id  der  allgemeinen  Gleichung  der  Kegelschqitte  immfr 


laevbalb  aod  aaaserbMib  der  Kegelschnitte  liegende 

Pnnkte. 

J.7. 

\9\e  wollen  wieder  die  beiden  in  }.  2.  durch  arjy  und  dr^yi 
■elchoeten  Coordinatensysteme  und  4i9  darauf  bezfiglichen  Glei- 
imgeii  betrachten,  indem  wir  die  Entfernungen  des  beliebigem 
■dEtes  {xy)  oder  {xiy{)  von  der  Directrjx  und  vom  Brennpunkte 
■peetfve  durch  m  und  e  bezeichnen« 

■  « 

Parabel. 


•  •• 


^   ^^_  Mn«  wfgOT  w.«U0D  wir  waiHnmn,  4m*  die  !•  f^ft 
fl!.lkCMi<;linftt0  ßritMe  positiv  »«.    E#  iM  bm  ittonbar-  in 

Mh  {.  S.  aber 

«— U  +  *r.  »—51» 


»..♦ 


•  •  '      .1 

.■•■,  j 

I 

/  t    i 

■  w 

y  : 


84  '    e^MmMi  nitHt  dir' MfOieBm» 

und  nach  §.  2.  ist  fllr*Piiiikt6  in  der  Parabel 

Weim  miD  xi  MgattT^  alee 

axi  <0 

•ist,  so  liegt  nach  $.  2.  der  Punkt  (xy)  oder  (:ri«'i)  offenbar  asa- 
aerbalb  der  Parabel.    Nach  dem  Obigen  ist  aber 

also 

^-.ii«=yi»-2eir,. 

nnd  folglich,    weil,  cjti  pegatfr  ist»  offenbar 

••  — «•>0i    also  e>ii. 

Wenn  ferner  Xg  positiv,  also 

axi  >  0 

ist,  so  liegt  nach  $.  2.  der  Punkt  (xy)  oder  (^i^i)  offenbar  aas-    j 
serhalb  oder  innerhalb  der  Parabel»  jenachdem 

yi«>  iaxi    oder    y,  ^2aXi 

ist.   Nun  bt  nach  den  Vorhergehenden 

also 

e«-i^>0   oder  «•-ti«<0, 
folglich  ,, 

r>ii   oder   r  <«,  .    ,.     ., 

Jenachdem  der  Punkt  (xy)  oder  (^ijfi)  ausserhalb  oder  innerhalb 
der  Parabel  liegt.  Weil  endlich  der  Punkt  (xg)  oder  (X|yi)  nmeh  , 
}.  1.  fflr  e  =  u  offenbar  in  der  Parabel  liegt,  so  ergiebt  «ich, 
wenn  wir  einen  sPnnkt,  tfessen  Entfehkungen  von  der  Dire<itrix 
und  von  dem  Brennpunkte  u  und  e  sind,  der  Kflrae  wegen  ifuA 
(ko)  beseichnen,  der  folgende  Satz: 

Jenachdem 

e<«,    9=«,    e>« 

ist,  liegt  der  Pniiki  (vf)  iueribalb.  In,  «usserbaNi  der  PanMI:' 
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#  ■ 


Ellipse. 

■    >     ■    •    ■ 

lodern  wir  dieeeliieD  Zeichen  wie  yorher  belbebalteo.  ist  auch 
jetit  wieder 

Hidi  i.  2.  Ist  aber 
Ferner  iat  nach  {.  S.  (Ar  Ponkte  in  der  Ellipse 


( Ji.)'H;ö  - '• 


woraus 


Mgl.     Da  hiernach  offenbar 

,      na 

die   ersten   Coordinaten    der  Scheitel  der  BHipae  in   Besug  auf 
ihres  Mittelpunkt  als  Anfiing  sind,  so  liegt  Ar 


'^•>G~Tü)' 


der  Punkt  (jry)   oder  (^lyi)  jedenfalls   ausserhalb  Her    Ellipse. 
Nadi   dem  Obigen  ist  aber 

also 
[   M|imdi  «nt^r  der  gemarbten  Voransaetcungefenhar 


^  — (iw)»>0,    ^>nu. 
Wenn  ferner 


.  ^•..». 


f   11 


I 


C« 


ist,  so  liegt  der  PMk  {itg)  «ider  ti^iyi)'  «lillerlialb  oder  iDner- 
halb  der  Ellipse»  jenacbdem  ^^  y^ 

th*>  (1— «) t(Ä)'-*.'i ,9«^' jri*<(ir"') |Cra)'-M  i 

ist.    Nun  ist  aber  naeh  dem  Obigen  *" 

oder  "•■•  •■    '■••■  '■■'  ; 

folglich 

c*— (iifO?>0   oder   r«- (nii)«  <  0, 
also 

e  >  nv  oder   e  <  im» 

jenacbdem  der  Punkt  (xy)  odei*  (^lyi)  ausserhalb  oder  innerhalb 
der  Ellipse  liegt.  Weil  nun  endlich  nach  §.  1.  fär  o  =  itic  der 
Ponkt  (;rjf)  oder  (x^)  io  der  Ellipse  liegt,  9o  ergiebt  sidi  der 
folgende  Satz: 

JenachHeni 

e  <  ftM,      ^=±1ttt,      0  >  Rtt 

ist,  liegt  der  PvtnVtlut)  iMtfthälb,  iri^  aiiHsdriiralb  der  fillipse. 

Hyperbel. 
Es  ist  wieder 

Nach  $.  ±  ist  aber 


^^^^t-^-Jji^.    y  =  5i5 


also: 


•i  '  .     1 '    I   •:  r 
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.«*a 


Ferner  i»t  Mdi  f  1  Rif'.  Piuikle  In  der  Hyperbel 


Cii)*-(vfe)='' 


weraoe 


■ '.'  I  ■ 


*  1  '  1 

folgt.     De  hiernach  ofbntiär 


.      na 


ll  ■.    ■  f 


die   erüfen  Giordinaten  der  Scheitel  der  Hyperbel  in  B^zoji  auf 
ihren  Mittelpunkt  aU  Anfang  sind,  so  liegt  für 


'»•<(Ä)' 


I  -■ 


der  Punkt  (j!y)  «Hier  (driyi)  jedmralls  ausserhalb  der  Hyperbel. 
Nach  dem  Obigen  ist  aber 

ahfto 

p«-(ii«)«;=;(K«^l)j(|^y-*,«j  +^,«. 

folglich  unter  der  gemachten  Vorausaetzung  offenbar 

e*  —  («»)*  >  ft,    u  >  WM. 
Wenn  ferner 

iet ,  «o  liefet  ^<r  Pmkt  <jy)  oder  («13%)  auaaerhalb  oder  inner- 
halb der  Hyperbel»  jenachdeni 

,i«>fi^-t):«,«-^^:£,yi  oder  .ir,»<(W^- OfÄi'-r^^Vf 
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« 

ist.    Nun  Ut  ab«r  Dach  dem  Obigen  . 


•• 


folglich 

•*  — (wi)«>0   oder    r«  — (nii)«<0, 
also        «  «       ,  >        i      ' 

o>fiif   oder   9<nif, 

JeDachdeiii  der  Punict  (ory)  oder  (^ijfi)  ausserlialb  oder  inoerhalb 
der  Hyperbel  liegt.  Weil  endlicb  nich  §.  1.  fflr  esnif  dor  Punkt 
(xy)  oder  ipriyi)  in  der  Hyperbel  liegt,  so  erglebt  sich  folgender  Sats : 

Jeaaebdem 

e<ii«5    e  =  ntC9    v^  nu 

ist,  liegt  der  Punkt  (vo)  ianerhalb.  In,  ausserhalb  der  UyparbeL 

Hieriiach   icGiinen    wir  nun    den   folgenden    allgenieineii  Sats 
anfsteHen : 

Ein  Punkt,  dessen  Entfernungen  von  der  Uirectrix 
und  von  dem  Brennpunkte  u  und  e  sind,  liegt 

Innerhalb   des   Kegelsehnitts, 
•  In  dem  Kegelschnitte, 
nnsserlinlb   des   Kegelschnitt«, 

jenachdem 

i  tt  t.  • 


5.  8^ 

In  Bezug  auf  das  in  }.  3.  betrachtete  rechtwinklige  Coordina- 
tensystem  i»t 

wenn  or,  5  die  Coordinatea  des  Punktes  (vr)  in  diesem  Coordi» 
natfensysteifie  sind.  Daher  ergiebt  sich  nach  dem  vorhergehen* 
d^ri  iPäragrapben  der  folgende  allgemeine  Sats: 
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JeJttff  daich  die  Geordlnmt«ii  x,  g  bestiniiiii«  Pvnki 
liest 

laaierM»»  des  Ke^elechiiittv, 

!■  dem  Kegelsehnitte«  '^ 

«mveerliAlli  des  KegelschnittSj 

jtMachdeui 

wt. 

Drifekt  BM»  diw  B*diBgaiig«B  aaf  Mgende  Art  ao»; 

••  werde«  dleeelben  nach  §.  6.  Rir  den  Krewt 
wie  auch  enderu^eilig  bekannt  genug  ist. 


IT. 

Eweite  Directriz  und  zweiter  Brennpunkt 

j.  9. 

Wir  weilen  iine  jetst  die  Frage  sor  Beantwortung  ?orlegen, 
ob  es  eise  der  DirecMz  parallele  Gerade  und  einen  zweiten  Punkt 
l^ebt»  SU  wehsher  Geraden  ala  Directrix  und  in  welchem  Punkte 
Braenpuakt  eile  Punkte  den  Kegelschnitts,  unter  yoraaesetmig 
ChärakterieBk,  in  gans  ihnlichen  Besiehungr->  '^^^^m^^ 
«te  m  der  «lepriiiglleh  gegebenen  IHrectriz  md  ißm 


M  .    .    €ßmm€rii   JämfH 

Reh  p(;«gebw«D'  BrMiiiptiiikte.  SoUe  lUei  der  EUk  mhh,  woefiber 
da«  Folgende  Aarschluss  geben  wird,  ao  würden  «vir  dieiM  Ge« 
rede  und*  diesen  Punkt  die  aweite  DirActrift  und  den  zwei- 
ten Brennpunkt»  die  uraprQngllcb  gegebene  Dirpi'trix  und  den 
uraprflnglich  gegebenen  Brennpunkt  aber  die  erate  DIreetriz 
und  den  ersten  Brennpunkt  nennen. 

Die  Chartiktiari|»tik  bexetchnen  wir  nie  gew8lNilM>  durch  n. 
Die  Gleicbqng  der  ersten  Uirectriz  ist 

ilar  +  Äy  +  C  =  0, 

und  die  Goordibaiett  de»  eraten  Bronnpunkba  «Ind  /*«  f»  IIa  die 
zweite  Directrix  der  ersten  Dirfctrix  parallel  aein  soll,  so  hat  ihre 
Gleichung  die  Form 

und  die  Conrdinaten  deii  sweiten  Breunpunkfa  wollen  wir  dnrch 
/i9  9\  bezeicbueu.  Dies  vorausgesetzt ,  sollen  also  für  jeden 
Punkt  dea  Kegelschnitts  nach  den  Bedingungen  der  Aufgabe  die 
zwei  fofgenclen  Gleicbnngen  Statt  lindeh : 

n«(^^+%  +  c)«=(-4nÄ*)i(^-/)«+{y-i7)*;> 

Die  streite  Gieicliung  Icaiia  man  auf  die  Form 
al8i>  auf  die  Form 

+  2(^+B»)  I  (/•-/!){«-/)  +  (g-g,)(9-gr. 

bringen;    und  ziehen  wir  non  von  dieser  Gleichung  die  erri'te  der 
beiden  obigevi  Gleichungen  ab,  so' eriialten  wir  die  Glelchnlig: 


•i  .. 


,ii«(C-C,)«-,Äi«(C-6',)Mar+i?»  +  0      / 


••  • 


BbMnwg  wtabhiagig 
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s  mid  y  gritm  tiwm,  m  wirdto  mw,  hMrairf  fMlMtet;  la«  «dec^ 
•dbm  a«f  bekaniiie  W«toe  dr#l  Oletchoageii  nr  BiMtinuMnig  f«i 
A  •  A  >  Q  abiaMtm  raeben  nOMeo.  Im  wie  w«it  diaae  Baaüai- 
moag  aiSglich  iat,  will  ieh  Im  AllgemeiDen  nicht  onteraochao, 
aondeni  will  vielmeiif  den  aweitan  Brannpimkt  (fiffi)  der  beaonde- 
reo  Bedingang  onterwerfen ,  daas  er  eben  ao  wie  der  erste  Brena- 
pwikt  (fy)  ia  def  Axe  dea  Kegelachnitla  U^ea  ae(l.  , 

Die  Gleichong  einer  jeden  auf  der  Directrix  senkrecht  stehen- 
de» Geraden  bat  lia  Allgenieinen  die  Form   ■ 

and  fK>ll  nun  diese  Gerade  durch  den  Brennpunkt  (fg)  gehen, 
ako  die  Axe  dea  Kegelschnitts  sein,  so  muss 

Bf^Ag  +  C'=0 

sein,    worans  aich  flir  die  Axe  des  Kegelschnitts  die  Gleichung 

1)    ....    .     B(x^n-A(if'^g)  =  0 

ergiebt  Soll  also  der  aweite  Brennpunkt  (fiffi)  in  der  Axe  He- 
geo,  ae  moas 

sein,  woraoa  sich 

ergiebt  Fahrt  man  diesen  Ausdruck  von  g — gi  in  die  oh\v^^  all* 
gemeine  Gleichung  ein,  ao  wird  dieselbe: 

A     )  ^-T{f\'^^-^if-h)\AKx^f)\B{^^g)\ 
oder 

«oraa«  sich  die  Gleichnng  i 


fS  0tmm0ri:   n^orie.ätf,  J(0§ei9fMUi 


/ 


efgMbt.  W«il  ««••  Glelehwig  oBabhiogig  vm  bo^oBaMeaWer- 
IImii  ron^uüiff,  ^iam  aoch  von  Ax-^Bj^-^C,  SUtllnden  mmm\ 
no  «rbllt  BM  die  btiden  folgeodeo  Glelcbongen: 

Au«  der  ersten  dieeer  beiden  Gleiebasgea  folgt : 

also  nach  der  cweitcB  Gleichung: 

"•(C-C»)»  +  (^/-+  ff^  +  C)«-  |«»(f;-  Ci)+(J/+By+  Cf  =  0, 

welche  Gleicbang  man  leicht  auf  die  Fonn 

(C- Ci) l(l-ii*)(C- Ci)  -  2^/+ B^  +  C))=0 
bringt»  woran*  sich  die  beiden  Gleichungen 

ergeben.  Da  nun  aber  die  erste  dieser  beiden  Gleiebnngen  wie- 
der auf  die  erste  Uirectriz  surfickfflhren  wOrde,  so  bleibt  nur 
die  zweite  Gleichung 

(l-n*HC''C,)-2(Jfi-Bff+  0=0, 
aaa  welcher  eich 

ergiebt,  woraus  dann  nach  dem  Obigen  ferner 

/     #•-     9H*J{Af+Bg:i-Cy 
'"'> (l—n*)(A'-t-B*)  ' 

_     2n*B(Af+Bg+0 
9—91 '■   (1— j^pTf^- 

folgt,  M  das«  wir  alao  jetst  die  folgeMdeD  Fomeln  haben» 

s)  .  .  .   j/-/i=»     (i,t_i)(3»^rgi)  ' 

%flB{Af±Bg  +  C) 
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I 

Dft  d«M  AwdHIcke'Bar  dmna  für  Ci»  /i,  j^  Mdllcke  vMHir 
tectinoit»  Werthe  litferli»  wenn  «Cl  ^U  i^er  nicht  fflr  n=l, 

M  haben  die  Ellipse  und  die  Hyperbel  iwei  einender  parallele 
Diroctrizen  and  atrel  deneelben  enUprecbeade  Breanpookte,  wekhe 
in  einer  nad  derselbea  auf  den  beiden  Directrixen  eeolireciiten 
fiemdeo,  nlalieb  in  der  Aze  des  KefcelachnitU  liegen ;  die  Pa*. 
rabel  bat  aber  anr  eine  Directriz  and  nur  einen. Brennpunkt. 


MI. 

Die  Coordiaatea  da*  Mittelpankta  der  Entfernong  der  beiden 
BrMiopmkte  ifg)  and  ifigi)  der  Ellipa«  «der  Hyperbel  Toa  •!»• 
wolten  wir  dnreh  F,  G  bezeicbnen.    Dann  i«t 


eder 

•ko  nach  S):  ' 


3) 


Am 


«  "' — (n«-I)(^  + 


«i  -^ (««_|)(^«+Ä«) 


folgt  aogleidi 

4Ä  ^Bgt  +  C=-  ^t{  (4^+  Bg^O 


Jf+Bg+C.   _     «•-! 

*^  •  •  •  •  •  4ri+ÄÄ.+c — sqi- 

AIm  Ist  ueh  9: 

■  * 


-    4         t 


f§nA  wmt  mm  4Lt^ .  *         "^  ., 

gesetzt  iverdeii  kann»  «o  ist: 


*     .*     * 

j  ■      ■  ■  •  • 


Aus  3)  und  6)  folgt  leicht: 


oder 


k      kl 


7) 


•        •        •        • 


Af+Bg+C 
AF+BG^^C-     ^*      '^' 

■ 

welche  Relationen  alle  aehr  %eiii6ck«D8vv«rlk  tri 
Auch  kann  man  noch  die  Relation 

8) ^F+.ÄC+CssK^— Ci) 

merken. 

§.  VI. 


Wir  wollen  |^il  'die  Cooidinaten  dtr«^beilil  der  Kegel- 
schnitte  suchen,  welche  bekanntlich  die  Durchschoittspunkte  der 
Axe^mit  dem  Kegelschnitte  sind.  Beseichnen  wir  also  die  Coor* 
dinaten  der  Scheitel  durch  f»  g'  und  fi,  g^';  so  haben  wir  au 
deren  Bestimmung  nach  d^m  Obigen  Ae  GIdehungen: 

und 


nach  «/jMrr  «iiuM- .IMI//ifr  mtmilfifHk^mfmicML  ^ 


»lobt»   «ABU  die  CooidlMte»  dar  MmM   die  iwei 
ucBwi  WovMlpMr«  der  beidftii  tileickpvgw    • 

Ä(l^vr/0•♦-i(|^-^)  =  0 

.  ^  •    .  '■     t ' 

dad,  frofern  es  iwei  solche  reelle  Warzelpaare  giebt. 

■  «  • 

Um  diese  Gleicb«i^c«(  jutfxelBsen,'  bringe  man  sie  aof  di^  Form: 
ii«Ufr-/)  +  fi(9-^)  +  AnBg+  C|«=  (AHB*)  \  (r-/)H(9-:ff)*la 

woraus  sieb  war  ^ektimniong  v*en  je-«/  die  Gleiebong 

•rgiebt« 

Für  die  Parabel  i»t  n  =  l,,und  die  vorstehende  Gteichann^ 
wird  also  lo  diesem  Falle:. 


^— Cr-/)'«=-  (Äff  Bfn  +  C). 


woraos  sich 


f  —  r  —  -     2(A^  +  B*)'    ' 

»-^= i(A»  +  6^ 

■ 

ergiebt»  so  dass  also  die  Pnrabel,  ^ie  wir  auch  schon  wissen» 
nor  einen  Scheitel  bst^  denken  Coordi.naten  f*,  g'  durch  die 
Formeln 

^      ^_     A(Af+Bgi^O 

bestimmt  werden. 

Ffir  Ao  Ellipse  oder  Hypeifi^  ist  ti^  1 ,    nnd  r  —  /  moss 
dhveh  Anfliiimg  der  qnadratisdbon  GleldhMg 


Mf  Crmntrt:    neorte  Ar  Kt§aulmtU* 

bestimmt  wwdeii.    Es  i«t  aber  Dach  S)  oad-  9^  fr 

'»""'" — 0»«-l)(^»+Ä*>  • 

also: 

(»-/)*-(/i-/)fr-n=-^(A  -/)•. 

(r  _/)«-2(F-/')(r- A) = -  ^-  C-jT). ' 

■  • 

Uorcb  AoflSsoDg  der  «raten  dieser  beiden  Glelcbfngen,  ..fai 
Verbindung  mit  der  fil^^chong 

erhiU  man: 
aUo.  weil  offenbar 


Istt 


II)    .    . 


«    • 


aUo 


12) 


A      fx-f 


WcU  aaeh  II) 


■/ii+iV    '  ■■-,-'■ 


mmeä  Hmt  ikmm  IHilmöi$  Maipüaek  emiwiekeU.  Vi 


ist»  ■•  «iclit<auMi»'da0«,  wena  Jetst  (fg')  der  dem  Brennpuiikte 
iff)  nSdule  Scheitel»  aleo  ifigi)  der  am  welteeten  von  dem 
Breanpuokte  (fg)  entfenito  Seheitel  Ist»  oCenbar 


B)  .. 


M) 


n'-f=^(fi-n.  9i' -9^^(91-9): 


U«) 


geaetst  werden  rnnss. 

An«  13)  iiDd  2)  erKilt  man  leicht : 

'  nA(4f±Bß±CX 

l   '  -'  —  («  +  1)(^«+B«)' 

9—9—  („+1)(^«+jB«)  ' 
"  "*'—~  (n— 1)(^+J?«)* 

^  -^ (ü^  I)(1*HK»^  • 

wai  da  aus  den  beiden  ersten  dieser  Formeln  die  Formeln  10) 
■r  die  Parabel  offenbar  hervorgehen,  wenn  man  ii=:l  »ttxt,  so 
•Mbt  nan,  daae  die  den,  dem  Brennpunkte  (fg)  naehaten  Sehet, 
lel  (fs^)  bestimmenden  Formeln  gans  allgemein  flir  alle  drei 
Kegelschnitte  gelten. 

■  

Beseiebnen  wir  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  der  Entfer- 
oang  der  beiden  Scheitel  yen  einander  durch  j*,  Ir';  eo  ist 

I    abo  Mdl  14): 

Mgüdi  nael^  den  Obigen : 

F'  =  F.    G'  =  G; 
TkaUXZXI.  t 


i«.««r..  1,^7  J-tf»  C«^  *•*«»«. 


""-  '"Wie*  „„»  ^.     ••"^-'»•+<»-*;.,; 


'■'«* '  •   1^ 


^y  f 


^    i'.V 


maek  Mtur  mimmi  Meihoä^  mtmiymtk  entwickelt. 


17) 


ii.-.ii  k 


>  4<  ' •• 


e*m^7^ 


I»  wenn  man  für  4ie  Ellipse  das  obere ,  fiir  die  Hyperbel 
las  aotere  Zeichen  nimmt  Weil  nach  dem  Obigen  liir  die  Elli|)8e 
BfA  die  Hy^erltA  M^^ctlve 

,.     Ä«  =  (l-it«}o«   und    6«  =  (w«— l)ff« 

bt,  80   hat  man  nach  15)  fQr  die.  lilHipse  die  Formeln : 


1   it-  ■  • 


f  •■ 


18)    .     .    .  '. 


•^ -  (1— n«)«(/l*+B5J ' 

.  •  .      ■    .  *  ' . 

"  -(!-««)  (.4«  + An' 

'  ~  (1— «Vfif+Ä*) ' 


I    ■  ^ 


-h 


■ad  filr  die  Hyperbel  ÜFe  Formeln : 


-     nHAf^  äf,  -I-  O« 
°  -(n«-i)T(l«  +  Ä«)' 


.:i'  I '  «:     I  < 


Aach  ist  ftlr  die  Ellipse:        /        1    ' 


90) 


iH^peribel: 


1 1    I 


6      .  ^  - --, 


•••• 


W) 


Die  so  bSafig  hei  dep,  vielen  Apvrendongen ,  die  sich  %'on  der 
i^VmilQyp^irli^mactien  lassen'^  vorkommenden  Grossen' 

anl-'oj rT'T"'    _  ^  ■    ^:         A 

b«  nichts  «leiter  als  die,C|^a^tpU9jtikeu  di^esM  C]a|V«^. 


100  erumm  tuoh^ äift  i[€99i§ekmm  '  •'^^ 

Soll  bei   der  Ellipse  iits(  sein/  so  mass  nach  30) 


•  •  I » 


...      .  ■ .  ■  -^r 

sein»  vr elcher  Fall  schön  froher,  mit  NacjhireisiMig  s^n^  ^fS^fT: 
liehen  Bedeutung,  besprochen  worden  Ist 

Soll  bei  der  Hyperbel  a  =  5  «ein,  so 'raius  nach  21) 

n»— 1  =  1,'   «==V5 

sein,  welchen  Fall  wir  gleichfalls  schon  früher  besprochen  babeo. 

Die  Entfernung  des  Brennpunkts  {fg)  ypn  der  entsprechen- 
den DIrectrix  ist  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geomelffa 
der  absolute  Werth  Ton 

also   nach  dem  Obigen  ist  diese  Entfernt^pg^far  di^^  ElHps«: 
und  für  die  Hyperbel:  ' 

fl  Ä  W*  , 

Für  die  gleichseitige  Hyperbel  ist  diese  Entfernung  also: 

JL^A , 

folglich  immer  der  Hälfte  der  Ezcentricität  gleich,^  da  die  l>ros«# 
e  die  Excentricität  der  Ellipse  oder  der  Hypek'bel  geM^nt  s« 
werden  pflegt. 

}.  13. 

Des  Folgenden  wegen  sind  rdcksichtlich  der  .I3fips#  mnl  Hy« 
perbel  noch  die  folgenden  Bemerkungen  nöthig. 

Nach  S«  10.  wird  jede  difser  Curven  durch  dUf  bsl^n  Glei* 

chungen  \     •   ' . 

uHAx  +  /ij,  +  O*  =M«  +  m |(af^/)«+(y_^)i};    " 

chiaraktertMrt.  lier  eriste  and  gweite  Br«nn|>unkt  «ind  Ifg^  mjfd 
(figi)i»ni  die  fileichongen  der  ersten  nnd' zweiten  Üirectris'MM 
respective  /  .\\      .     i 

Ax  f  iBy-f  CsO,    A*^ Bg  +  (^zsO. 

Fflr  die  Ellipse  Ut  nach  J.  8.  >  -      =        •     »    .- 


tuieM  Jfmtr  mnüm  ikiMt.  tmfptfHk  inttilikili. '  }01 


I 

wenn  ninn  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  die 
Grosse  Afx  -f*  Bgi  -f  C^  positiv  oder  negativ  ist.  Was  aber  die 
Hyperbsl  befrifi^Asf  erfaefleC  ans  den  beiden  obigen  Glelchoogen, 
wenn  man  sieb  die  Curve  aus  denselben  constrairt  denkt,  auf 
Itr  Stelle,  dass  in  Bezog  auf  den  sweiten  Brennpunkt  und  die 
iweile  Directrfx'  der'  tvreite  Zweig  der  erste  und  der  erste  Zvreig 
dar  s weite  ist,  so  dass  also  nach  $.  5.: 

ist»  wenn  man  Rlr  den  ersten  Zweig  das  untere  oder  obere  Zei- 
dben  nimmt,  jenachdem  die  Grusse  Afi-\-Bgi  -f  Cf  positiv  oder 
■egativ  M',  dagegen  flir  den  zweiten  Zvreig  das  obere  oder  nn« 
tere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  die  Grösse  Afi+Bffi  +  Ci  posi* 
Hv  oder  negativ  ist    Nun  Ist  aber  nach  2): 


^^A(Af+Bg+C) 
'»  '^''^  (n»-.l)  (.!•  +  ««)   • 

_        2nV(Af+  Bg  +  C) 
•^»  -9        (n«-l)(i4«+Ä«r' 


also,  wie  man  sogleich  flbersieht: 

^/i  +Bgt+C,^Af^Bgi  C-2(.VI  Bg  f  C) 

oder 

22)    .    .    .    Af,+Bgx^C\^-(Af+ßg^n. 

se  dass  folglich  die  Grossen  J/  4  Bg  +  C  und  Af^  -f  Bg^  ^  C\ 
nbsolat  gleich  sind,  aber  enfgegcin gehetzte  Vorzeichen  haben. 
Daher  kann  man  das  Obige  auch  unf  folgende  Art  ausdriiciccn : 

F«r  die  EUipse  ist 

ff 

tvean  man  das  mitere  oder  obere  Vorzeichen  nimmt,  jenachdem 
die  Grüsse  Af^  Bg  -f  C  positiv  oder  negativ  ist,  und  lür  die  Hy- 
perbel ist 

«(itr  +  Bg  +  C|)=±  V  (15  + Ä«)jT«^/;)«  Hg-gil'u 

waao  man.  flir.  den.  ^ersten  Zweig  das  obere  oder  untere  Vorzeichen 
aimmt,  jenachdem  die  GWSsse  Af+Bg  +  C  positiv  oder  negativ 
ist,  flIr  den  zweiten  Zweig  dagegen  das  untere  oder  obere  Vor- 
aciirlien  nimmt,  jenachdem  die  Grosse  Af-\Bg-\  C  {lositiv  oder 
negativ  ist. 


üi 


-.%- 


I 

•  i 

ff  > 

•  •-' 


.^A«. 


-r 


■*    — 


;!i 


5f. 


!  —      .<» 


>«•» 


ou 


»  •.  «» 


t :    i 


-'■••/.-     ...      •         "^  »r'ii**       'itt  Z*Iin*i    Ulli    ^ 


Da  Ce  P^ 
Vab«si   aAcr 


^Ä 


^*  f  ^f-^yA  ^',*=  «-/,;.«  +  *j-y,i^ 


t»f,  •«)  »*•  fi«.  h  ^f-fi  h*:iil«n»  ••>«  V  10  Ixtkannfea  acbon  !■  vorige 


mmet  «Amt  «mwiv  MMotti  mKoipttic*  ■  tntmtckelt. 


108 


.1     ' 

I       ' 


FOr  die  Parabel  gilt  bloss  die  erste  GMchiui^' ;   tmt  fiir  •  dkt 
KUipse   und  die  Hyperbel  gelten  beide  Gleichungen. 


%.  16. 

FSr  die  Parabel  ist  nz=I,  und  oacb  $.  5.  itft  die  GröMse 
Ax  -k-  Bg  -y-  C  positiv  oder  oegatiT.jl^nächdeiit  die  Grosse  Af+Bg-f  C 
psettiT  oder  n^^atiT  ist ;  also,  ist  oacb  der  ef«t«u  der  beydei^  ^lei- 
m   1): 


wenn  man  das  obere  oder  antere  Zeichen  oimnit,  jeuacbdem  die 
CMeee  Af-i-ßg+C  posiüv  oder  negativ  ist. 


«.  Iß. 

Für  die  Ellipse  haben  nach  (.  13.  die  GrOsnen 

Aa+Bg  +  C  und  Aji  +  Bg-t-Q 

eatgegengesetae  Vorzeichen,  und  die  erste  dieser  beiden  GrOssen 
i«t  positiv  oder  negativ,  jeni^deni  die  GrSpse  jlf  i  ßg-t-C  po- 
sitiv oder  negativ  ist    Also  ist  nach  1): 


^y 


«r 


n(Ax+By  +  Q), 


^^A^+B^ 

trenn  mann  die  oberen  oder  unteren   Zeichen  nimmt,  jeuacbdem 
die  GrOese  J/'-fS^-f^*  positiv  oder  negativ  ist. 

Aue  den  beiden  vorKtehendeii  Gleichungen  erhält  man  immer 
mit  derselben  Bestimmong  wegen  der  Vorzeichen: 


#• 


1  f 


t  ■  i 


■  ■! 


■:  i  :  •»; 


also  nach  IV.  2): 


I 
I 

/ 
1 

\ 


104  ermmtrt:    tUorU  -ätt  MtgHtelmait 

.    *":*(i-i.*)V~-^B»; 

:    "  '      ■  •.  f 

und  folglich,  weil  nach  IV.  18)  mit  derselben  Biestlninniog  w 
der  Voneicheo  olnibar       - 

im(Af+Bg+C) 

ist: 

4) F+Fi=?2a, 

Ffir  F|  erhält  man  hieraus  leicht  d^n  folg^hdefi 

oder 

die  oberen  oder  unteren  Zeichen  genommen»  jenachdem  die  Grtese, 
Af+  Bff+  C  positiv  oder  n^ptiv  M- 


•    • 


•j.  17. 


.  !• 


Fflr  den  ersten  Zweig  der  Hyperbel  haben  nach  {.  13.  dte' 
Grössen 

Ax  +  Bgi-C  md  Ax  +  Bg+fCg 

mit  der  Grosse  Af+Bg+C  beide  gleiche  Vorxeichen.     Also  ist 
nach  1): 

i    r       .n(Asf  +  By  +  C) 
7)     .     .  \  V>+««     ' 

wenn  man  die  oberen  oder  unteren  Vorseicben  nimmt»  janachdom 
Af+  Bg+C  positiv  oder  negativ  ist.     • 

Also  ist,  immer  mit  derselben  Bestimmung  wegen  der  Vor- 
aeichen : 


mmcM  ^mr  rnnm  MModt^  mmUiflUck  mUmicMi.  lOS 


altfo  nach  IV.  2) 


•der 

Nach  IV.  19)  ist  ab«r: 


8[)    ••«••••      F^ —  P^2a> 
■  Fir  f^  «rbli^i/WM  Man«»  deo  folgendea  Aasdrackt      ,     , 

pontiv  whf  negativ  ist  •  i .  ; 

Für  den  iweiten  Zweig  der  Hyperbel  haben  nach  {.  13.  die 
GrO—cn 

Ajc+Bg  +  C  ui«d  Ax  +  Bg  +  Cg 

ant  der  Gritaee  J^-t-Bg+C  entgegengeeetze  Torseichen.     Abo 
iet  oaeh  1): 

die    nnteren    oder    oberen    Vorseicheo    genommen,    jenacbdenr 
Af+BgA^^&jfiiiM^  bd«r  negativ  ist.  '     '   <  "" 

Also  ist»  immer  mit  dersell^en  Bestimmung  wegen  <<«'  Vof. 
seieben:  .  -^ 


-;«       I      i  • 


na 


»\^.» 


aUo  oach  IV.  2): 


?:     ^l  il  jMi  ♦  — ii. 


I " 


Mach  IV.  19)  ist  aber 

aUo:  .    1.1   .'I        I    : 

II) »M  v*^T^r=^2<i. 

...       .  ■       i.," 

FOr  F|  erhält  iflM  Ifaibribk'  d«tt 'folgenden  Aoadmck: 

das  untere*  <Ml«r-«belwSMtilien  fmeMttM^  ftKfcdMÜMi  ^-fl^+C 
positiv  oder  negativ  ist. 

Nach  Q,  ,9|||^42^  ift  Alirfdie  eil^>M;iuid^t|p«b^  aRgeWmt' 


4n* 


•«— J 


'  ^^'  ^'^"öi^ti/^j^gi  •  .n+^-r"- 


•  ♦      « :  1 1  •« '  •  •  i 


;|>       .iH        .  ^  .    •;.    i      ••       .1.       "!        '■       "1       .  J    y   . 


Tl. 


H  fijüa  m  e  t  f  c^'.  f  « 


I  '    I  V. 


Unter*  dem  Paraiti^^^V^ne^  Kegebchnitts  versteht  man 
die  durch  den  Brennpm^i  ^)/  welcfiiftn  ^  (ät  alle  Kegel- 
schnitte gieht,  parallel  mit  der  Directriz  gelegene  Sehne  deeeelMo. 

» .'  i  4  vi A  I  v.l.     '  , 

Die  Gleichung  der  11^^»^  i^      ^      i  •    ; 

Ajf  +  By  +  C^O, 

und  die  Gieichmig  der  durch  den  Brenifpfi^f  OSRlpfira(lfl jl|it^4^ 
Directriz  gesogenen  Geraden  ist  folglich: 


Bezeichnen  nun  jr,  9  die  CooHfnaten  der  Durchscbnittspaokte  der 
dorcfa  den  Brennpunkt  (fg)  parallel  mit  der  Directriz  gezogenen 
G^rad^n  mit  dem  Kegelachnittq»  ao  haben  tfir  zu  deren  Beatim- 
■ang  dle'^lW^nngea:'         ^^ 

•der 

A(^-n4iS(ii-^==(i,  ■  ' '  •  ■■■■■■■■■■ 

■ 

oder 

««(J/+  B^.+  (C)«=(^«+ Ä«)t(r-/)«+(o-y)*l; 

woraoa  man  lelelt  'mR  Bezielnuig  der  oberen  und  uötereh  Zeicben 
aat  einander  erUUt: 


Bezeichnen  wir  nun  den  Parameter  oül  |»j,  aa  iai  plnpjbar 
and  foiglicb  nach  dem  Vorhergehenden: 


-•r:>i 


'  ; 


•   ■     :        ^  '■.!.•.'.•■'  .^.   r/    !•        ;  ■   -.11.    m.-  i  :  j-  *  I  ; 

alao: 

ond  nach  IV.  22): 

wenn   man  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt,  jenachdem 

'i  -Am  2)  ■M'IV;  l«)^'!«)  finde!  man  leicbl  fit-die  CHv —  *— ^ 
Hyperbel : 


■  *•  1 


lOB  *  "  Srmntm  \  Th§9rH  thr  K^fth/daMit 


■•:• 


'     -•'i  .       1  86*  .   ■  ■    .  •! .  i  =  ••!  •- 

,,4).•.•     •     «     •..»     ...,•     pss  —  • 

Die  Entfernung  des  Brannpankts  (/y)  TQii^^er  |PBtoprf(qb^ 
Directrix  wt  nach  den  Lehren  der  analytüäieB   tieometrie'  der 
abtfoliite  Werth  des  Broeiui  ?  \ 


dt±Si±£ 


so  dsM  also  nach  Ü)  dto  Entfernung  jeden.  Brennpunkts  tob  der 

en^prechMden  JDirectrii^  ^  ist;   Air  die  ParabeU  wo  ii  =  l  ist, 

also  4  p. 

Nach  IV,  14*)  ist  .^as  Quadri^t  .der  Entfernung  des  dem  Brenn- 
punkte (fg)  nächsten  Scheitels  (fg^  von  dem  Brennpunkte  (fg): 


I' 


t>   ■ 


und  das  Quadrat  der  Entfernung  des  am  weitesten  von  dem 
Brennpunkte  (fg)  entfenit^  Seheiteis  (/t'gi')  von  dem  Brenn- 
punkte (fg)  ist:  • 

Also  sind  nach  2)  die  Entfernungen  der  beiden  Scheitel  von  den 
Brennputikten- bei  der  EiliiM)»: 

und  bei  der  Hyperbel: 

FOr  die  Parabel  gelten  nur  die  ersten  Ausdrflcke»  und  es  ist  also 
bei  dieser  Cunre  \p  die.^ntfernopg  des  Scheitels  vom  Brennpunkte. 

Sehnen,   Durchmesser  und  Asymptoten. 


*     I 


$.  19. 

i'"i»i  *.  .■         ••r\  ■■•'i  ".  ■•ii-  :tt         fi- 

Die  (^ordinalen  des  Mlltdpiliifti«  einer  sWttiiPhiiklr^C^i^) 
(«^t^)  «hies  KegsIsdinitlsfjrerMidenden  Sdinev  destfelben 
seien  u,  r;  so  ist  '.■:..!* 


Hoek  Hmr  muem  Meikode  mtimiptStek  enimtckeit.  UM 

«=1(^1+«^,  •=i(ifi+yt)- 

Weil  (X|5i)  und  (^9^1)  "Punkte  des  Kegel^cbnitte  sind,  eo 
indevi  sWlgekan«  deren  Gberdinaten  die  folgeellen  dleichnngen 
»tatts' 


I  ■  t 


n*(Axt  +1?,,  +  ty=(A^  +  B*mxi-n*  +  (9i  -ff^U 


dnrcb  deren  Subtraction  von  einander  man  <iie  folgende  Gleichung 
•rUlt: 

.  i.«|(^«i>  Äji  +  C)«  -  ( Ar,  +  Äy,  +  C)«! 
welche  man  leicht,  ^uf  die  Form 

=  (4«+B^Kfri-*^(«i  +*,-Sy)  +  (y,-y,)(yi  +fi-2y)|. 
also  anf  die  Form 

bringt;  und  an»  dieser  Gelchnng  erhält  man  leicht: 

„,       yi-y« n*AiAu  +  Bv  +  C)-(A*+ ß*)(u-n 

^'"    .T,-«,-    t^BiAu^Bt,  +  Q-{Af  +  B*)0,r-9) ' 

oder 

eder 

4)     . 

Betrachten  wir  nun  eine  Schaar  paralM 
biger.  aber  beetininiter  Lage»  so  iat  fBr  dleei 

•ioe  cooatahte.  Gf^iMmt,    die  wir  Im  'A* 
aeo,  BDQ  also 


Hi  V  *  '^m^mm^TlxAn^ortn.ätßf  rrpriirftn^yü 


.'.  \v\ 


^  ',» 


5) :• '/  'Jlf  =*L±i&* 

Httnwiw^\hm-  Ilii*>lirlMiken'»i(ir:mdk^dmA:Vorpr6li6Kd^  fllrtdi» 
Mittelponkte  (vr)  dieser  Schaar  paralleler  Sehnen  die  folgonAe 

**""^j    -,.0  .■■.■,    ,      -M'l..     ■   'I   ..•.!, ....,, 

oder 

'■  0  -   .-v  ■.:      ..;.;  ;   |-;\     ,.i-     ■.\-     .■».i..i-\  f    l. 

oder 


)  .' 


■  ■ '  V  •  'jjm  W  ^^^ !  ir*-^-  w  ii 


'  ,  „        Kn«-l)i<«-fl»|(n-/)Vilg(r-gy4^iP 

Leicht'  bringt  Vnan  ^e'  ^leiclmhgeri'  7)^  und-  «i'atter  aVidi  aal 
die  folgenden  Formen;  rmti   hI)  M'i-    >.■ 

+t[(n»-rJ9/?*-.4*lf+"M«^    .......  ,  n.:  [=» 

"..7:        ■■  :ij  •» ..nrnli   ..«   •»    -  ■>  .>   -■   .   ./.ii-  v-.: 

10)  .  V  t«*^#Ar+t<"*-i)^*«^«WiK«'^/>  j    .     . 

■\-\[{n*-l)B*—A^K-\-fflAm(t>—g)  (=0. 

tv(iirdiMe*Gleiihiingen  in  iBezng  auf  ti»  ti  von  ei^te*  Grade 
sind,  80  ergiebt  eich  folgender  wichtige  and  merkwOrdige  Satz: 

/.'in-* 

Die  Mittelpunkte  aller  parallelen  Sehnen  eines  Ke- 
gelschnitts liegen  in  elne^' Geraden,  oder  der  geonie* 
tfVscJh^iQirtdeT  Mittf^^i'^i^ie  aüff  pitrf  JlleUn  Sejinen 
eifief-.^egeilacl^nittp. («4 '.€{«,«(  Gerade*  .       -  -'^\ 


.,       .VL  ■     8•aO• 

i.:.l.^;»'ß'•  •■;■       ~  '  mII--.;!.    .•:  >-;  ,  .  ......  !  i.,\;  ■.,.■,'.,;■.',  ..;.v    ,.,..:.; 

Bttd  ^«feiebiieo 
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geometrischen  Oerter  ihrer  Mittelpaokte  durch  17,  Ft  ^  ImAüh  wir 
m  deren  Bestimmong  nach  10}  diebejden  folgeDdeB.GIeiclMipKen: 

^      '|I^JÄÄ+[(ll«-l)i<»-Ä«J|(C/-/^A 

'  +i[(««^,i)Ä«-ij«]if+iiM/9(:F-9)  [  =0., 


»  v 

'ii!.. 


+  t[(»«-l)B«-iJ«]ür'+n«JÄ|(F-y)  ^  =0. 
+n*(BK'^AH4f+Bg^O 

Die  BestimiDiiftg  von  D—f,  V — g  aus  diesen  beiden  Glei-' 
chnng»n  grfinden  wir  auf  den  folgenden  allgemeinen  arithmetittchen 
Lehrsatz,  der  Oberhaupt  oft  zur  Abkffrzung  der  Rechnung  die 
yot>wiHrts>r».Pienst»  'Idjstati    .  t. -, /.' 

I  ■  , 

•  'I.  ■"•.'■t  ''i'' 

Lehrsatz."      '    •*'    ' 

Wenn  iwischen  ^wel  GrOnsen  x»  y.  z^ei   Gleichun- 
gen Ton  der  allgemeinen  Form  ^i 

(ii|»'  +  ii,)j:  +  (*p'+&,)5r  +  c;;'  +  c,=0 

Statt    finden,  "90   rat  unter   der  Voraoaaetzuhg,  daaa 
p-^p'  hiebt  FeTöchwIndei: 


6ci  —  cbf        egg  — gcg 

""  abf  ^001*  ^  ""  aH^  —  6g| ' 


B  e  w  e  i  a. 


E|iroi|ifrt. |nan.»iiai<)en.beldeB  gegebenen  Gloicbangan  a^erit 
jf,  dann  jt,  ko  erh^t  iVif  n : 

Kall  ist  abst»  wie  man  leicht  findet:  i.       .,'«.*■        Ai  ,     .    i'.I 
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«•d  gm»  «bep  .sot 
Ov + «k)  r«!»'  +  iBi)  -  («p  +  Ol)  (<»»'  +  c,) = (CO,  —  m^)  (^  -  p') , 
(«P  +  ci)  (*|»'+*i)— (*/»  +  *i)(ei>' +ci)s=(e*i  -ici)(|»  — p'); 

'  .       ■       ■  • 

folglich  anter  der  gemachten  Vöratmaetinng  ofenbar: 

(«*!  -*«,)« +{e6i  - *c,)  s 0 ,  * 

also: 

wie  bewiesen  w^erden  sollte» 

*  ■  ■      ■ 

Wenden  wir  nun  diesen  Sats  tor  Anfldsong  der  ieiden  obsten 
Gleicbangen  zwischen  17— /*,  V^g  an»  so  erhalten  wir  mittelst 
sehr  leichter  Rechnung: 

Nur   ffir  n  ^  1 ,  also  nur  fllr  ^ie  Ellipse  und  die  Hyperbel» 

sind  diese  Werthe  von  ü,  V  endliche  ▼5ilig  bestimmte  6r&i*eeii, 
und  nach  IV.  3)  ist 

woran«  sieb  der  folgende  roerkfrflrdige  Satz  ergiebtt 


f      I 


Die   geometrischen  Oerter  der  Hittelpunkte  aller 
.    iSteliAa'rli'n'päYlifleler  Sef^n^ii  der  Ellipse  und  Hyperbel 
gehen  durch  den  Mittelpunkt  der  Curve* 

Far.,n=sl,  also  fflr  die  Parabel,  werden  die  eblgeo  Werthe 
▼on  C7»  1^  unendlich,  und  wir  mfissen  dah^r  diesen  Fall  besonders 
betrachten.  • 

Nach  9)  und  10)  ist  die  Gleichung  des  geometrischen  Orts 
der  Mittelpunkte  einer  Schaa^  paralleler  Sehnen  in  diesem  Falle : 

•  t  m.  M 


12)...    (AK-B){Bu~Atl)  • 


'iT 


l'l'lf  ' 

7 1  •  I  •'. 
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oder ; 

13)  .     . 

also: 

14)  Bu 

I 
oder 


.    {AK^ß)\B(tt  -f)-  A{v-g)\ 
■^{BK-^AHAf^Bg-^Ci 


-0, 


.    ■  tgC-Ki<«+  B^9\K-\^\AC-^{A*-\^B*)f)__  ^ 
Av  + ÄK-ß =" 


15)      Ä(ii-/)-^(©  -g)  +^^^l^f+Bff  +  C)=0. 

Die  Gleiehang  des  die  Schaar  paralleler  Sehnen  der  Parabel, 
deren  Gleichung  fSr  ein  constantea  K  und  ein  Terfinderiiches  L 

ist,  halbirenden  Darchmessers  der  Parabel  ist  hiernach: 

U.)     Ba:-A,  +  ^^'^*^^'  +  ^^^'^^^f+^^  +  ^>f^=0 
oder 

Nach  IV.  1)  ist  die  Gleichung  der  Aze 

oder 

Aar— ily-(Ä/'-/l^)=0. 

welches»  mit  dem  Obigen  verglichen»  zu  dem  folgenden  roerkwOr- 
dlgeo  Satze  f&hrt: 

Die  geometrischen  Oerter  der  Mittelpunkte  aller 
Schaareo  paralleler  Sehneu  der  Parabel  sind  der  Axe 
der  Carre  parallel. 

Jede  durch  den  Mittelpunkt  der  Ellipse  oder  Hyperbel  gehende 
and  jede'fler  Axe  der  Parabel  parallele  Gerade  heisst  ein  Durch- 
messe r  der  Curve. 

5.  21. 

Die  (ildichimg  des  die  Schaar  paralleler  Sehnen,  deren  Glei- 
ehang fllr^o  copstantes  K  und  ein  veränderliches  L 
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if—Kx  +  L 

ist,  balbireo4«n  Durcftnesders  M  nabb  10): 

tnMB*r+[(ii«-»l)i!f»  -  S*]\(x^n 
+ti.MÄ+[(n«-l)fi«-i<«]Äl(y-y)  }=0. 

nnd  da  fOr  die  Ellipse  nod  die  Hyperbel  dieser  Durchniestter  do^ 
den  Mittelpunkt  (FG)  der  Curve  geht,  so  ist 

,      In^ABK  +  [(n»- 1)  ^  -r  .i?*]!  (**-/■) 
+  [n^Aß  +  [(n«  -  1)B«-  J«]  *f KG  -g)  >  =  0, 

woraus  man»  wenn  man  diese  Gleichung  von  der  Obigen  absieht« 

l'fir  den  in  Rede  stehenden  Durchmesser  die  Gleichung  j 

.   '■••         .  ♦."•■] 

16)   .    .    .    \n*ABKi-Un*-\)A^-B*Ux—F) 

! 


ii  i 


■^[rfiAB+[(n*~})B*-A']Kl(g-G)i~  \ 


I 

'■    '  1 


oder 

17) . . .  If-G=-^%Aß_^.^^n^^l^B»^Jfi(g'^^-n 

erhält. 

Die  Gleichung  einer  Schaar  dem  durch  die  vorstehende  GM- 
chung  charakterisirteii  Durchmesser  paralleler  Sehnen  ist  ßr  6m 
veränderliches  L| : 


I-  • 


_      n*ABK+\(n*—l)Ä»—ß^ 
^~~n^AB+{(n*-^l)B*^A^^'*''^' 

und  entwickelt  man  nun  nach  der  in  der  Gleichung  17)  aDwge- 
jBprpchenen  Regel  die  Gleichung  de>,  diM*'8ieiMni»  halhlnandm 
jWcbmeosers,  so  erkfilt  man,  weil  > 

TfiABltflABK  +  [(n«- 1)^«— Ä«J| 

-!(«*-l)>-/l»|{««iB+r(n»-ii.^'---^]Arj .  ,: 
=\n*AW^-[(n*—l)A'—B*][(n*—l)B'^A^K,    - 

n*AB\tflAB^-iifi*-\)B*-.A^K\ 
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ist,  die  folgende  Gleichuig: 

18) '  yG=K(x^F). 

Hieraus  ei]pebijBicii  der  folgende  Satsx 

Wenn  ein  Durchmesser  der  Ellipse  oder  Hyperbel 
eine  »SchaaT  paTaUeler  Sehnen  halbirt»  so  werden  die 
diesem  Durchmesser  parallelen  Sehnen  von  dem  der 
trsterenSchaar  parallelerSehnen  parallelenDurchmes- 
•er  halbirt 

5. 22. 

■    ■        I    ■ 

Wir  wollen  nun  allgemein  eine  durch  den  Mittelpunkt  (FG) 
der  Ellipse  oder  Hjrperbel  gehende  Gerade»  abo  einen  beliebigen 
DnEchmeaaer  dieser  Curven,  betrachten,  dessen  Gleichung 

19) y— C=J(ä  — F) 

fem  mag.  Beieichnen  wir  die  Goordinateii  der  Durchscbnittspunkte 
dieses  Dnrchroessers  mit  der  Ellipse  oder  Hyperbel  durch  A,  F; 
so  haben  wir  le  deren  Bestimniung  die.Gleicfausgen: 

r^G=J(X^Fh 
n\AX+Br+C)*=.(A^  +  Ä«)t(A '-/•)*  +  (F-^)«); 

fOD  denen  man  die  sweite  auch  unter  der  folgenden  Form  darstel- 
len  kann,  um  sie  leichter  mit  der  ersten  verbinden  zu  können: 

n^\A(X-^F)  +  B(r--'G)  +  AF+BG+C\* 

=iA^  +  B^\[(X^F)^(f^F)]^'+t(y-G)--(g^G)]^l 

Durcb'  gehSrig«  Efaiirickclunic  didaer  letzteren  Gleichaog  er- 
bilt  man: 

+  t>i*J8«-  ri»-f  Ä«)  K  F  -  6-)»  "■'"'"■ 

4-^{n*ACdr'+BG  +  e)+(A*+B*)(f-Fi](X-4 

■'  4i*(iy+^G+c)«-(.'i«+fi«)i(/'-iP)*+( 

Nan  ist  aber  nach  IV.  3),   wie  man  lelctit  Ündet:'' 


► 


IUI  Grmneri:    nemi^  der  Kt^etacknitte 

n\AF+BG+C)*-iAl^+B*)\(f-F)*+l9-G)*\=-***^^(^tj[^^i 

wodurch  die  obige  Gleichnng  die  folgende  einfache  Form  erbhlt: 

{n*Aß—(A*-^B*)HÄ-F)*-l^^*ß*-(Al»+B*^i{r—0)*  \ 

(  es« 
^2n*AB(X-  F){Y-G) ■,"'(^/^fy+ Q!  j 

oder 

n*\A{X^F)-\^B(Y-  <?)|«-(il«  +  i?«)|(  J-  #')•+ (F-  Gf^ 

n*(Ar+Bg+0*, 

== — S5^n — ' 

und  icegen  der  Gleichung 

r^G=JiX-F) 

hat  man  also  zur  Bestimmung  von  X — Fdie  Gleichung: 

H.«(i<+ÄJ)>-(^+  B*){1  +  J^)\  {X-  F)«=2!^^^^^tQ-". 

woraus  man,  In  Verbindung  mit  der  vothergeheoden  Gleicbang, 
mit  Beziehung  der  oberen  nnd  unteren  Zeiclien  auf  einander  erhilt: 

j^  _  p^^ n(Af+Bg+  C) 


r-G=±  nJlAf+ßg^Q  . 

odtr,  wie  man  leicht  findet:  . 


naek  eHur  neue»  Metkßd«  tmafyUtek  ealwieM/.  117 


X—F=± 


n{Af+  Bg+  Q 


-=r  1  » 


V^(li«—  1)  |(««— l)(il  +  BJ)*-  (B  -  AJ)*  I 

* V («»- J) r(»i« - 1) (A ^B'J^-{B~-AJn  ' 


•der  ancb: 


jr— F=a± 


Vd  -««)  ifl— n«)  U  +i^J)«  +  (Ä-  ^^»1 

V(l  -  ««)  1(1-  ««)  M  +  i?^)*  +  {B—AJ)'*\- 

iHe  swefte  Fonn  fOr  die  Ellipse^  die  erfte  Form  flir  die  Hy-i 
perbel  die  melete  Bequemlieklceit  darbietet 

Im  Falle  der  Ellipse»  wenn  nfirolich  n<l  ist,  lierern  die  For- 
aeln  22)  flIr  JT,  F  immer  awei  reelle  Wertbe,  woraus  sieb  er- 
giebt»  dass  die  Ellipse  von  jedem  ibrer  Darcbniesser  in  iwei 
Pankten  gescbnitten  wird,  welcbe  offenbar  von  dem  Mittelpunkte 
der  Ellipse  gleicb  weit  entfernt  sind.      Denn  bezeichnen  wir  die 

der  Durchscbnittspnnkte  ?om  Mittelpunkte  im  Allge- 
dvrcb  R9  eo  erhalten  wir  aus  22)  fffr  die  oberen  ond-  fflr 
die  nnteren  Zeicben  in  gleicber  Weise: 

»J  .  •    «"-  (1  _„•)  ((1  _  ««)  (^  +  Äi/)«  +  (B  -  AJ)*\ ' 

'  Ib  Fall«  deir  Hyperbel,  «renn  riSmIivh  m  >  I  Mt ,   liefern  die 
Fe»«wlw  SI)  (Os  K,  Y  nor  so  lange  reelle  Witrthe,  al» 

(«•-D  {A  +  BJ)*  -  (Ä  -  AJ)* ^  0, 
.    d.  h.  ao  lange  ala 

(i.«-l)(^  +  BJy^^{B-A^*, 
ao  laage  als 

fAvBjy=    \ 

\E^AJ)  >n«-i 
bt    Wann  dagegep 

\B—AJJ  ^««^  ... 

■^  werden  X,  Y  imaginSr. 
Warn  also 


IIa  '^    «y^ef/:   fmf&rÜMkirtC^iieikfäM- 


\,  '  •  *ii 


ist,  80  «chneidet  der  4i|Mh  d\t  fSkichung  10)  charakterisirte  J)drdi- 
messen .4ie.  Qyperbflf.  ^i  «i^.    Wefu  dage^n  "'      '    i 


/^A  +  BJy  1 

KB^AjJ  ^  n»— 1 


^    ■  »'.'    f.    •:  itni 


Vi  ^y-  u*^. "" 


ist»  so  giebt  es  nach  .a^m  0|iigen  üEEr.  X,  Y  xTfet  <to4liibe  TöUig 
bestimmte  reelle  Wefthe/ und  ^der*  durch  aie  Gleichung  W)  cha* 
rakterisirte  Durchm^ttr  '  sohi\aidet  also  die  Hyperbel  Ip  iMd 
Punkteoy  die.  offenbar,  von  dem  l^ttelpunl^te^diir  H^erlfel;  gleich 
weit  entfernt  sind,  weil  man»  vrenn  man  die  Entfernungen  der 
Dt^riclwehnittspmikle  iPo«'MMitMplftMkte!.wiad#ri..fim  iMgßnuAn^m, 
durch  R  bezeichnet»  anst'21>»  >iniAn.!iM|{'dip^<it)ef«9<^wf4|ii«lMr< 
teren  Zeichen  nehmen, 

'■;  II  •  ii.'-i»i         •■■•■■'■I.  ii         '  I 

'  •  ••■•••'''..     il»;«  t  I 

**'      '^-  -(i.«-4i>t(ii^~i)M+Ä/)*^cir-,.4J)»i,.„  .  1,1  ,ij 

«ii'ält.'"'-  ■■..:.„.    :■.    i ......   .....  .,„.| 

•  (Sewissermassen-'in  der  Mitte-  xwisehen '  den^  btidta>-  refheigt  I 
bendiM'Fallen^  aoftder  GtSnza  svdschen^bm6ehnflideiiin«d  JNkfcIn 
schneiden,  liegt  der  Fall,  wenn  m-  •  ..'      v  .■    «.ii 


^  \b^\AJJ  "^n*-^! 


W  --     I   I 


Iski'wo  Xi  Y  unendlich  werden y^welcUe»  Ff K^i  des  eCeibaif  bei 
der  Ellipse-gar  nicht 'torkommen  känn^  wit  dabrt  jetzt  -hetiadlertt 
betrachten  mGssen. 

§•  23.  ^f»;   '«•■?.-,.i   .   t     ,^    i» 

Wenn  wir  aus'^der  deichung'  w  \  \    i\     :.^, 
^x  /A  +  BJy  1  .  , 

,  .  .  .  »-\ 

oder  ^  / 

26)    ...    .    ß^AJ^±(A+BJ)yrn^^ 
die  Grosse  J  bestimmen,  so"ef'iiahMwifk  / 


*'       .* 


27; J  = — 7 » 


MMik  eina:  neuem  MMode  mmiytUck  eaHnickeiL  HO 

die  GlekhaBgeo  zweier  darob  deo  MittdpuDkt  der  Ujp^bel 
gehenden  Geraden,  welche  gewieserBiaiuieo  eöf  der  Gränae  zwi- 
•cheo  deo  die  Curve  schneidenden  und  nicht  eehneldeuden  Ourch- 
■e«eerD  liegen»  sind  also: 

A.ae  einem  Grande»  der  weiter  unten  näher  erläutert  werden 
wird,  nennt  man  die  beiden  durch  diese  Gleichungen  charakterl- 
■irteo,  dorch  den  Mittelpunkt  gehenden  Geraden  die  Asymptoten 
der  Hyperibd. 

Nach  IV.  ])  ist 


nd  fbiglich,  weil  nach  IV.  3) 

die  Gleichung  der  Axe  der  Hyperbel.  Ist  nun  (XY)  ein  beliebi- 
ger Punkt  in  den  Asymptoten  und  P  das  von  demselben  auf  die 
Axe  gelullte  Perpendikel»  so  Ist  nach  den  Lebren  der  analytischen 
Geometrie 

^=  ^i  +  Bi  ' 

and  nach  3^: 

Also  iet»  wie  man  leicht  findet: 

B{X-F)-A(Y~-C)-.±.  ^jj^^^_  , 


ibo  iiaeb  dem  Obigen: 


(4±BVn«-i)»' 
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Beseicbnen  Wit  die  Entfernunig  des  Putoktee  (XT)  von  deiür  MIK 
teipunkte  (F6)  der  Hyperbel  durch  £,  so  ist  nach  dem  ÖMg^ 
vrte  man  leicht  findest:"  - 


Folglich  Ut 


also 


29) 


. . .  p=^v^.^v''-a)'-  ■ 


Hieraus  sieht  man,  dass«  so  lange  JSsich  nicht  ändert« 
P  ungeSndert  bleibt,  so  dass  i^b  die  von  allen  gleich  weit  von 
dem  Mittelpunkte  der  Hyperbel  entfernten  Punkte  der  beiden 
Asymptoten  auf  die  Axe  gefüllten  Perp^dikel  sämmtlioh.  einander 
gleich  sind»  woraus  sich  ganz  unzweideutig  ergiebt,  dass  die  Axe 
die  den  Scheiteln  der  Hyperbel  zugekehrten,  180®  nicht  fiberslai- 
genden  Winkel,  welche  die  beiden  Asymptoten  mit  einander  tbjr 
schliessen,  halbirt;  und  bezeichnen  wir  also  den  von  der  Axe 
mit  den  beiden  Asymptoten  eingeschlossenen  spitzen  Winkel  durch 
o»  so  ist  oSesbar 

P 

sin  CO  =  Vi  9  *  1 1 

9 

also  nach  29)  i 

30)       .    .     .    sinwrr =  Y  *""\^n/  ' 

%%'oraus  sich 


31)      .    .    . 

1 

,      ,      .      COS  0)  ~  -     f 

n 

und  folglich: 

% 

32)     .    .    , 

.    ,    .    taiigw^Vn*— 

«rgiebt. 

'■J         !■    # 


Der  von  den  bilden,  i^ymptoten  eineeschlossene,  180®  nicht 
übersteigende,  den  Scheiteln  äer  Hyperbel  zugekehrte  Winkel  ist 
2»,  und  aus  dem  Vorh^rgcherfden  ergfebt  sich  leicht  t 
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38)  ' 

■ia3«=: ^5 ,     taiig2a  :^ JJfTZrf""»    cos2i»=: j^. 


Für  die  gleichseitige  Hyp«rt)el,  «Im  naieh  {,2.  ftir  ii=r  v2,  wird 

6in2o>  =  l,    008  2(0=0; 

wormae.  sieb  erg|ebt>  da«9  die  Asymptoten  der  gleicheejtiKen  Hy- 
perbel auf  einander  senicrecht  etehen. 

$.  24. 

W«m  pni)  «if :  beliebiger  Pankt  ist ,  und  wir  durch  diesen 
Pmtkt  eine  mit  der  einen  Asymptote  parallele  Gerade  legen,  so 
tat  Mcb  28)  die  Gleitbung  dieser  Geradem 

«od  beseichnen  wir  nun  im  Allgemeinen  die  Goordinaten  der  Darch- 
edinittepenkte  dieeer  Geraden  mit  der  Hyperbel  durch  JF»  9;  eo 
beben  wir  an  deren  Bestimmung  die  Gleichungen : 

oder: 

{BT  A  Vü«^=T)  iJt-x)  =  (^  ±Ä  Vi?^  (»  -  V) . 

ii«M(I-r)  +  Ä(|»-i>)  +  /ljr+Äi>+ C}« 
=:(^+ fi«:(|[(»-jr)  +  (jr-/)]«  +  [(V -i,)  +  (i,-i7)]«l. 

Die  zweite  dieser  beiden  Gleichungen  bringt  man  nach  ge- 
fcarigar  Entwicheluhg  leicht  aof  die  folgende  Femt 

0=    l««.!«— (-<<•+ H«)  1(1 -r)» 

+  |n«Ä«  -  (i4«  +  Ä«)  I  (P  -  »)« 

+.2ii«JB(JP-ir)(V--D) 

+  2 1  n*A{At  +  Ä»  +  C)  -  (^«  +  B«)(f  -  f)  \  (X-t) 

r«'    +«s(j^+Äi>+0«-(J*+Ä^i(r-A)«+(»*-^»J. 


)ti  .     4(run€rt^..3[Meorie  aar  KegcUcha/Ui€  : 

Wegen  der  ersten  der  beiden  otogen  Gleichungen  kann  man  aber, 
wenn  f  einen  gewiaaen  Factor  beseichuet. 


•  '► 


•  ; ./ 


• 

setzen,  und  die  GrSsstf 


ist  al»o  da«  Product  von  i*  iu  die  GrOsse 

=s     it«til(/l±ÄV'n«^+Ä(J»^^V  ««— 1)1» 

l!     -1.''    ;  .  .... 

^tfelct^e  afck  «ogletchaof  iJie  Form  ^.)      . 


•  I 


n\A*  +  ß*)*  -  «•(.<•  +  ß^* 

briniseii  länat,  and  fplglich  yerschivindet  Daher  verschwindet  aoch 
die  Summe  der  drei  eraten  Glieder  in  unserer  obigen 'Gletcbang, 
und  zur  ßeatimmung  von  X,  If  haben  wir  daher  die  beiden  M« 
genden  Gleichungen  dea  ersten  Gradea: 

2iii«^(^+Äi>  +  C)-(^»  +  Ä«)(r-/)|(»-r)  \ 

durch  deren  Auflösung  man 

-  .  ■    I  ■  • 

34) 


tiack  «Amt  «rw«M  Hakoda  muigtlick  emlwlekett.  liS 

«ritalt.  ■ 


!  *  ■ 


Hieraiui  «ieht  Mn,  da««  jeidei.mit  detr  eip^  (i«r  beiden 
Asymptoten  parallel  gezogene  Gerade,  di«  Uypetbei 
Bar  in  «Inem  Punkte  schneidet. 

Nach  28)  sind  die'  Gleicb^ingen  der  beiden  Aetymptoten  mit 
Bexiebung  der  oberen  und  onferea  Zeichen  auf  einander: 

I     ' 

Diese  beiden  Asymptoten  Mollen  wir  nun  als  die  Axen  der  Xi 
nnd  yi  eines  neuen  durch  den  Mittelpunkt  der  Hyperbel  als  Anfang 
l^le^ten  Cpordiuateusystems  der  Xijßx  annehmen,  und  wollen  die 
TOD  den  positiven  Tbeilen  dieser  Axen  mit  dem  positiven  Theile 
der  Aze  der  x  eingeschlossenen  Winkel,  indem  wir  diese  Winkel 
TOD  dem  positiven  Tl¥d®  ^^^  ^'^  der^^jr  an  durch  den  rechten 
Winkel  (jsc§)  biodarch  von  0  bis  36P^  asählen,  respective  .durch  ( 
und  ri  bezeichnen.  Dann  ist  nach  den  Lehren  der  analytischen 
Geometrie,  npSgtn  dfes^  ,^inkck  nun  swischen  0  und  180®  oder 
aEwiffchen   M(F.  i^nd  MM)®,  liegint 

,      B  +  ^V^^^^^ 

woraos  man  hittfelst'Üer  Formeln*:  ^        -^ 

.    ,-         (angg*  .  *   -         tangii* 

leicht  erhilt: 


tt4  ^  ^€rmMrlr  Mearte  4ef  K€§ei$ekmUi9 


>.'  \i  ii 


Weil  man  aber  die  positiven  Tlieile  der  Axen  der  Xi  und  yi 
\\e\n%  annehmen  kann,  und  die  Winkel  |  und  i}  cwiechen  0  and 
IBO'^'oder  svriireben  ISO"  and  360o  liegen  kOnnen,  «o' wird  «• 
dienbar  imniiir 'veratattet  sein; 


so  setzen,  woraus  dann  mittelst  der  obigen  Formeln  Dir  die  Taa- 
genten  ferner 

cos«^ 

folgt,  80  dass  wir  nach  den  bekannten  allgemeinen  Formeln  ISr 
die  Verwandlung  der  Coordinaten  die  folgenden  GIcichungep  er- 
halten: 


35)      .  

•    .  B^AV;?iii    ■■  B±AVW^ 


I  '  i 


oder:  ; 

36)     {  

wormos  sich »  n-enii'  man  dieae  ClelGbtJingen '  nach  Xg  und  yi  auf- 
löst, ferner  leicht  ergiebt:  \\.\-       :  ..., 


iHMl  «AMT  attum  IMkoät  mahfUtd^  tfihitetett.  li$ 

..  37)  .  , 

«Iws 

n{\_B(g-F)-A(g-G)'\±[A(x-~F)-^B(s~G)]yn?-i\ 
**      *  2V(««-1)(^«  +  Ä«)  ' 

1 

Ans  diMen  beiden  GleidtongeD  erhält  man  durch  Mvltipttcalion 
•uf  der  Stelle: 

39) 

»« { [ir(x-y)-iJ(y-(;)]«-(n»- 1)  [A(x-  F)+B(s-Gm 
'*9t  —  4(ii«-l)U«  +  Ä«) 

oder 

40) 

ii«l(^fg«)[(j-F)«-Ky-G)>]-n«[^(j?-F)+^(y-6')P| 
'«y»  — "~  4(ii«-l)(i4»+Ä») 

Nach  IV.  3)"i«t  toonr 

*-'^-*-'^+(»*-l)W+Ä«)' 

*•'-:*"*+  (tfl-in^+B») ' 

also: 

(^ + Ä«)  ( (« -F)«  +  (y  -  O«  I 
=  (i<«  +  Ä»)|(«-/)«  +  (y-^)«} 


■   ■  r  I  ■  '  ■ ; 


■  I 

I 
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«•(.Ijr+Äi  +  !C?)*-(^»+Ä^l(r-/0H(9-*)*l 

+  2|ii«Ä(4F+ÄG+C)— (iP  +  i?«)(G— j)|(9-C) 

also  nach  dem  vorher  BeirieseDeo,  and  weil,  wie  mm  mir  IV. 
3),  7)  leicht  fiadet, 

ist: 

n«(Jjr  +  /?i>  +  0«-(^+Ä«)l(r-/)»+ (9-^)«» 

n'(^/-i-g^-fO« 
~  n'-l 

Folglich  ist  die  zweite  der  beiden  obigen  Gleichungen,  von  denen 
wir  ansgingen: 

+2|««ÄM(jr-F) +l?(i>-  G)]  ^.J«+Ä«)(i>-G)(»-i>)  I 
+ n«M(f  -  F)  +  fi(9  -  <?)  l*  ^  (4»+5»)  I  (r  -  F)» + (9  -  G)«  I 

J?^ 

Legt  man  nun  den  bis  jetzt  wUlkflbrlich  angenommenen  Punkt 
(jm)  in  die  doreb  die  Gtekhang 


t 

charakterisirte  Asymptote«  so  ist 


I  f    * 


Wich  «Amt  n€nm  Metkodi  w¥UaUuik  en^rickeU.  12« 

aUo ,  wie  man  leicht  flndet: 

Folglich  bt  anter  der  genacbten  VorauMetsnng  offenbar: 
■nd  daher  ■■••re  obige  Gkichnng: 

+  |«*^J(r  -  f)+Ä(v-G)]-(il«  +B»)(»-  C)K»  -  9) 

—        2(n»  - 1) 
Noo  iat  aber 


tSÜ  ••    GrmiiertrTkevrif-ätr-MegtlselaäUe     - 


Nach  dem  Obigen  ist:    '  °  ■ 


lu 


also: 


und  folglich  nach  dem  Obi|gen,  wie  m^n  J^icht  fipdet;,^ 

42).     .  . 


f 


•  V 


i  l     ■  •  ♦  i  t  *    ■  1 1  ■ 


(r-F)(I r-^> F=  ■     A  ,  '»^-    i(Wl-f)>^>H.^ii^<  ^'  "■ • 


•  .tV\  s  i  V      j  ;■  !'A-V 


(i,-G)(V-D)= '         4<n*^t)«(^+B«)» 


oder 

43) 


(T-  f )  (*  -  jr)  _  ^^.^  i)?(4* +,^ 

(v-G)«.-!,)^  .   .  4(:n«-i)?(^f  ip^. 

Ferner  ist:       '  '"    i  <■  •  •  ' 

Alle  dieee  Prodoete  eind  also  constante  6r8Men.        djiff^lol 
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Weil  nun 

itfr.'ixo   erhSit  man  aus  den  Gleichungen  42)  uod  44),  wenn  man 
dieselben  quadrirt  und  addirt: 

sIsA,  «veno  man  diese  Gleichungen  zu  einander  addirt: 

45) 

eine  Gleichung,  welche  offenbar  mit  der  auf  ganz  anderem  Wege 
gefandeoen  Gleichung  41),  wenn  man  dieselbe  auf  das  Quadrat' 
erbebt,  Tollkoiiimen  fibsreinstimnt 


Till. 

Berfihrende  Linien. 

§.27. 

Ein  beliebiger  Punkt  eines  Kegelsebnilts  sei  (xif/x).  Denkt 
mao  0ich  nun  einen  zweiten  Punkt  (a?Kya)  des  Kegelschnitts»  und 
lef^t  durch  die  beiden  Punkte  (x^yi)  und  {x^^  eine  Gerade,  so 
ist  deren  Gleichung  . 

Wdl   mber  {Xi^)  und  {x^^  Punkte  des  Kegelschnitts  sind, 
tet  nach  VII.  3),  \venn  uir 

«  =  i(*i+««),    »  =  4(^1+*^ 
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•etzen : 

und  folglirh 

die  Gleichttn({  nn»er«r  Genden. 

8eUen  »ir  nun  der  KOne  weaeii 

uifcl  folj^lich 

Latsen  wir  mber  dem  als  bestlnml  aod  uaverändernch  gedachten 
Pankte  {xiyi)  den  Pankt  (^lyt)  Immer  oäher  ond  nSher  rfickeii« 
so  daan  derselbe  immer  genauer  und  genauer  mit  dem  Punkte 
(^i.Vi)  susamroeoftllty  ao  werden  Jxi  und  Jy^  sich  immer  mehr 
und  mehr  und  bia  zu  jedem  beliebigen  Grade  der  Null  nähern, 
und  die  Gröaaen 

werden  eich  alse  nach  dem  Obigen  immer  mehr  und  mehr  und 
bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  respective  den  GrSnaen 

niherii.    Also  nlrd  sich  die  Gleichung 


^     ^'  "*      n^B{AH  +  Äe  +  C)  — (il'+Ä^Ce-^/'^  "  *> 


) 


unter  der  gemachten   Vorauaaetsung  immer  mehr  und  mehr  und 
bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  der  Grinzgleichnng 

I) 


A  «Amt  wtuen  3i€ikoik  mmmipii$ck  enturtckeU.  193 

Bibern,  durch  welche  aUo  eiee  durch  den  Punkt  (ari^i)  gehende» 
der  Liage  nach  ? Olllg  beetimmte  Gerade  charakteriNlrt  wird,  wel- 
cher sieh  die  darcb  den  Punkt  (jti^i)  des  Kegeluchnitta  und 
irgend  einen  anderen  Punkt  deaeelben  gezogenen  Sekanten  als 
einer  vfillig  beetimniten  Gränze  immer  mehr  und  mehr  und  bis  zu 
jedem  beliebigen  Grade  nähern,  wenn  man  den  letzteren  Punkt  in 
dem  Kegelaebnitte  dem  Punkte  (a^jjfi)  Immer  nliber  und  niher 
lieken  liest. 

Die  durch  die  Gleichung  1)  charakterisirte,  durch  den  Punkt 
('ijfi)  gehende,  der  Lage  nach  fOllig  beatimmte  Gerade  heiost 
die  Berührende  den  Kegelachnitta  in  dem  Punkte  (^tj^fi),  und 
dieser  Punkt  aelbet  wird  ihr  BerQhrungvpunkt  mit  dem  Kegel- 
echnitte  genannt. 

Die  in  dem  Punkte  (orjyi)  auf  der  diesem  Punkte  als  Be- 
rihranKspunkt  entsprechenden  BeHihrenden  des  Kegelschnitts  senk- 
recht stehende  Gerade  heisst  die  Normale  des  Kegelschnitts  in 
deni  Pnnicte  (driyi),  und  wird  nach  1)  und  den  allgemelnea  Leh- 
rra  der  anal3rtischen  Geometrie  durch  die  Gleichung 

2) 

chnrefcterlsirt 

Die  Gleichung  1)  der  Berfihrenden  kann  auch  auf  die  folgende 
Form  gebracht  werden : 

oder,  wie  sogleich  erhellet,  auf  die  Form: 

=:(J«+J»«)|(*,-n(*~n+(yi-^)(y-^)l 

Weil  eun  aber  {,*iyx)  ein  Punkt  des  Kegelschnitts  ist,  so  ist 
•ach   II.  3) 

felglich  nach  dem  Obigen  die  Gleichung  der  BerOhrend' 
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3)      .     .     .    n*(J*,+J?yt  +  CMar  +  Äy  +  <?) 

Welche  Gleichung  bei  vielen  Unterauchiingeo  grosse  Be^endldb* 
kelt  darbietet.  " 


»  •  ■       i"    •    .    .  «.  .i        t 


•      »1 


•  I 


Wollle  man  die  Cyleicbang  der  BerOlif enden  des  |ü:eiaeA  lia^fMh» 
80  niüsste  man  in  Folge  der  in  §.  6.  gemachten  Benerkpng  .4^ 
Glelchang  1)  auf  den  folgenden  Ausdruck  bringen: 

woraus  sich  dann  nach  den  in  dem  angeführten  Paragraphen  ge^ 
gebenen  Regeln  als  Gleichung  der  den  Kreis  in  dem  P«nkUi  (4^»)    | 
Berdhranden  die  Gleichung  { 

•  '  y     •     • 

^     ^  Vi  "9  \ 

oder 

■    *■     -  ,-  ^^ 

erglebt    Wollte  man  die  Gleichung  3)  benutzen,  so  mdsste  man 
dieselbe  auf  die  Form 

brinften,  woraus  sich  dann  Dach  deosclbea  Hegels  wie  rorber  fik 
die  BerOhrende  die  Gleichung 

■  • 


i**     • 


ergiebt,  deren  vMlige  Uebereinstimmung  mit  diur  obigen  Gleichung 
leicht  ersichtlich  ist,  wenn  man  sie  auf  die  Form 

(ari-A)K«-^4)+(^i-/)l+(i^i-^)l(y-yi)  +  (yi-^)5=i* 

bringt,  und  bedenkt»  dass  nach  §.  6. 
gesetzt  werden  wiu^n. 


naek  etiler  neuen  Metkois  muiiißütek  entuIckeU.  18ä 

$.'  28. 

DiA  voriwfgthend«  GleicbuDg  S)  -kann  man  auch  auf  Mgende 
Art  darstelhli: 

alM.  weil 

ist,  auf  folgead«  Art: 

woraos  sich 

m 

_ i' .4a4. im  i-i<*t-/)'-»C3fk,--g)'it(^~r)'4-(y-g)'n 

J 

also*) 

n»(ilc+ Äy  f  O«- (.!•  i- B*n(x  -  n* -t- (9  -.9)* I 

=  -  ^^" + ^> (Sr=7)«+(yi-5)« 

ergi«bt.  Hieraaä  siebt  man,  dass  filr  jeden  von  dem  Berfihrungs- 
pookte  (oTijfi)  verschiedenen  Punkt  (.r^)  der  Beriihrenden 

ist»  uod  daee  foigKch  nach  dem  in  $.  8.  bewiesenen  Satze  alle 
Punkte  der  Berfllirend^n  mit  Aasnahme  des  Berflhrungspunicts, 
nlso  die  ganze  Berfihrende,  ausserhalb  des  Kegelschnitts  liegen, 
woraus  denn  auch  ganz  von  seihst  folgt,  dass  die  Berfihrende 
ausser    dem   BerGbrungspunkte   keinen    zweiten   Punkt   mit   dem 

gemein  haben  kann.  *^ 


')  Km  i«l  allf^rniüiii  ■  --    m 


IM  Srunerl:    Tk$mi9  dir  KtfelwekwUi^^  . 

5.  29. 

Wir  wollen  die  Entrtmmig'dM  Berfllira^;s|Niato  («^jf|)  voa 
dem  Darchecbnittspuokte  der  Berfibrenden  mit  der  Aze  des  St* 
geUebnitte,  deeaeu  Coordinaten  Ui^  Vi  sein  mSgen,  dnrdi  T\  dBe 
Entremang  dee  Berfibraogspankts  (X|yi)  von  dem  Dnrchediplllv: 
pankte  der  Normale  niit  der  Axe  des  KegeUebnitU»  deesen  Coor* 
dinaten  u%»  «t  «ein  mögen,  doreb  N\  die  Entfernungen  dee  Fwnr 
pankte  des  von  dem  Berfibrnngspunkte  (^lyi)  auf  die  Aza  des 
Kegelschnitts  geßdlten  Perpendlkeie»  dessen  Coerdlnalea'  i%»  c^ 
sein  mögen»  von  den  Darcbscbnittspuokten  der  Berfibrenden  md 
der  Normale  mit  der  Axe  respective  durcb  5  und  Z  bexeicli|i6% 
wobei  wir  bemerken»  dass  die  Entfernungen  5  und  Z  Subtsn» 
gente  und  Subnormale  genannt  su  werden  pieges»  nnd  woUss 
nun  die  Entfernungen  T,  N,  S,  Z  zu  bestimmen  suchen. 

Nach  IV.  ])  ist 

die  Gleichung  der  Axe  des  Kegelschnitls»  npd  folglich  ofenbsr 

die  Gleichung  des  von  dem  Berflbrungspunkte  (stij/i)  auf  die  Aze 
gefMIten  Perpendikels.  Hiemach  und  nach  1)  und  2)  haben  wir 
aur  Bestimmung  von  S|,  ri  die  Gleichungen: 

ÄK-/)-^(«»i-^)==0, 

fflA(Ax,  -t- gyi  +  C)^(A^+B^)(x,  ^  f) 

sur  Bestimmung  von  %>  r«  die  Gleichungen: 

»(«.-n-^(»t-y)=o, 

und  snr  Bestimmung  von  «j,  e^  die  Gleichungen: 

Aus  der  iweiten  der  licidrn  i^iischen  tf| ,  r|  geltenden  Glei- 
ebnngen  erhftit  man,  wenn  man 
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«etat,  die  folgeade  Glekhang: 

I  i^A{A»t  +  Äy,  +  O-  (^  +  JB*)(»i  -f)  K«i  -/) 

+  |ii«il(^,  +  Äy,  +  C)-(.l«+B«)(y,-y)t(yi-y), 
»  »icb,  mit  Rflck«icht  auf  die  Gleichung 

die  Gleichung 

+  5  ««Ä(^jr,  +  By,  +  C)  -  (^«  f  B«)Cy,  -^)  I  (e,  -ff) 

=  -n\Af^  Bg  +  C)(/4r,  +  Äy^  +  C) 

•rgiebt,  welche,  in  Verbindung  mit  der  ersten  der  beiden  zwischen 
■i,  c^  Statt  iadenden  Gleichungen  leicht  zu  den  folgenden  Ans- 
drCekea  führt: 

-  ««.<(.</•+  Bg  4  C)(^ar| + gy,  +  Q        

_  it«g(^/'+  gy-fr  0(^j:,  +gyi  +  C) 

'i  — ^  —  ■"  (il« + Ä«)  I  (4^+ Ä^  +  C) + (n*  -  l)(il«,  +  «^,  +  O  • 

Aua  der  zweiten  der  beiden  zwischen  «b,  «g  geltenden  Glei- 
choDgen  erhalt  man,  wenn  man 

■s — *i = («t— /) — («I — /) .    »»— yi = («"t  — y) — (yi  — y) 

■etxt»  die  folgende  Gleichung: 

{ii«Ä(^*i  +  »yi  +  0-(il«  +  B«)(y,-y)|(«,- n 

— mPiK^,  +  Pyi  +  C)  -(i<«+Ä^(*i  -/)l(c,  -y) 

=     \n*BiAx^^Bgi  +  C)-(.<«+  Ä^(y,  -y)l(«i-/) 

— |««i<(.<«,  +  Äy,  +  O  -  (^  +  ß')(a;i  -/)  l(yi  -y) 

=     11^^«,  +  I7y,  -I-  C)  I  B{x^  -f)-Alni  -g) ) ; 

■nil  verbindet  man  nun  diese  Gleichung  mit  der  ersten  der  beiden 
Bvttecben  i%>  t%  Statt  findenden  Gleichungen,  so  erbllt  man,  i 


l 


^(^1—0—^(91—9)  sich  auf  beides  8elteir*dttralv  DM«lon  m 
hebt,  leicht  die  folgenden  Aqsdrücke : , 


1      • 


» ■ 


Die  beiden  zwischen  ti, ,  r^  Statt  findenden  Gleichungen  kai 
man  auf  folgende  Art  ausdrficketi :  ' 

A{ü^-f)  +  B(t^i'-gi=  A(x,  -/)+Ä(y,i-ir); 

•  ■ 

und  erhält  niin  sehr  leicht: 

'    '                 l?M(j;i ->) -fr ii(^, -g)\.    , 
^-9- ^*+Ä* ^' 

oder: 

«  /     •.    ^  .  -^K^*!  -f-  i^yi  •>•  C)^(Af+,Ba+C)\ 
li%<'-fz± »— ' —    J«4'B« — ^ — ^ ' 


Weil  nun  ... 

2V«=(«,-i4)H(yj-i»«)* 

ist,  00  ist  nach  5): 


■I  r\ 


+  tjri— g irr» '•• 


jP+B' 

I  I 

woraus  man,  wenn  man 

■ 

Aix,  — n  +  IKy,  -.7)  =  (M  4»  »Vi  +  C)  -(Af^  Pg  \  €). 
{Ä* + Ä«)  t  {xy  -/•)«  +  (sf,  -  a)*  I  =  n«(  /< J-,  +  By,  +  O« 

f  ......  ■:    :  .. 

«etat,  leicht  «rrhfilt:  •'■" 
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Ferner  ist 

MS  narli  5)  und  6): 

«)    -    .    S^^-^ ^«+Ä*  


.  f 


Fiir  di«  ParAl»d  ist  n=l,  also:  ''^ 


:sFriP 


« ■    ■  I  ■ 


«od  dalier  ttr  dlMeü  KagelsdiDitt  Aie  SobnoroMle  aioe  coostaBte 
Grtese.  W«ii  «acK  Tl.  2),  '41^1»  p  dai  Parameter  der  Parabel 
beseichaety 


«,.)•= '-^^i?^' 


ist,  no  ist 

l») -2  =  4^. 

also  bei  der  Parabel  die  Siibnoraiale  immer  dem  halben  Parame- 
ter f^eicb. 

Beseichfiet  P  das  yon  dem  Berfihningepankte  (^i.Vi)  auf  die 
Aze  dea  KegelschDittSf  deren  GleichuDg  naeh  dem  Obigen 

i«ct,  gcAllte  Perpendikel,  ao  iat  nach  den  Lehren  der  analytischen 
tveometrie: 

Noo  Mt  aber  aas  einfachen  geometrischen  Grflnde"  «ai^k.P. 
vnil  fblglieb  nach  10)  and  11);         ^ 
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KÄ» + Ä«)  I J/-+  ^  +  c + (II«- 1)  (M  -I-  i^yi  H-  OP 

2Sar  BesdmionDg  tod  T  hat  naii  TencUedMe  Aavdrttdce,  tm 
deoen  wir  di«  folgendep  hier  aDÜDbren: 


13)  .  .  .  .^.  .    r=fA=piv 


vod 


14)      .    .     2»=JiV«  =  S(Ä  +  £)=S«  +  l»«, 


1 


die  sich  sämmtlich  aus  einer  ganz  einfachen  Betrachtung  fibnücher 
Dreiecke  ergeben;  die  Elnninrun^  der  obigen  AnedrOcke  Ton  /f.   ] 
S,  £9  P  in  diese  Formeln  fiberlassen  wir  dem  Leser.  | 

Wenn  wir  die  Entfernungen  des  Durebschnittspunkts  (ugV^ 
der  Berfibrenden  mit  der  Aze»  des  Durebschnittspunkts  (tc^Vs)  '^ 
Normale  mit  der  Axe,  des  Dorchschnittspunkts  des  von  dem  Punkte 
(ßtgi)  ^f  ^  ^^**  geiUlten  Perpendikels  mit  derselben  von  de« 
BueoBponkte  (fg)  lespectiTe  durch  JE^  JS*,  Ef'  beielcinien,  so  Ist: 

£'«  =  (u.-/)«+(ri-y)«, 

sIko  nncli  4),  5),  6): 

15) 

*v,  _  n«(^^+  gy  4-  CyHAxt  +  Jy,  -F  C)« 

-  (A»  +  Ä«)  I  (i</'+  Bgi-  Q  +  (n»- 1) {Axi  +  Äft  +  C)  J« ' 

^     »«(ilA,  +  B^  +  D« 
£«=  ^i+Äi  ' 

*  «^  _ !  (^J^i  -«•  iSiyi  -h  C)  -  iAf+  Bg  ^  C)  t« 
K  «_ ^q:^, 

FOr  die  Parabel  ist  n=l,  also 

*    -        i<«+Ä«        ' 

folglich,  »eoii  fBr  jeden  Ktmelecbnitt  V  den  Ton  dem  Brenn« 
pankte  (fg)  nach  dem  Punkte  (X|</|)  gezogenen  Vector  iiexeich- 
net,  nach  V.  2) 

1«) E'=F, 
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iroraas  die  belcMBte  einbdie  CeostfactioD  der  BerflhrendfMi  der 
FvmM  folgt 

Ferner  Uit  nach  V.  1)  allgemein  flir  jeden  KegelechnitI: 

17) ET^nV. 

Beseicboen  i&r  die  Ellipee  ond  Hyperbel  Ei"  und  Vi  die  Entfer- 
•ong  de«  Darehschnittepankte  der  Normale  mit  der  Axe  von  dem 
Brennponicte  ifiSi)  und  den  von  diesem  Brennpunlcte  nach  dem 
Pimkte  (j^ijfi)  gesogenen  Vector;  so  ist  natflriich  gans  eben  so: 

Abo  Ut  ffir  die  Parabel 

19) JB^=F, 

■ad  für  die  EHIpae  vnd  Hjrperbel  iat 

aO) Er.Ei''=v.ri. 

Hienu»  ergeben  ekb  durch  gans  einfoehe  geemetriache  Betraeh- 
langen  unmittelbar  die  bekannten  Constructionen  der  Normale, 
■■d  somit  noch  der  Berflbrenden«  für  die  Parabel»  Ellipse  nud 
Hyperbel. 

(.90. 

Es  Hessen  sich  noch  sehr  viele  bemerkenswerfhe  Betracb- 
taageo  Aber  die  Berlbrenden  der  Kegelschnitte  nach  der  obigen 
Methode  anstellen;  wir  wollen  uns  jedoch «  um  nicht  au  weitläufig 
u  werden»  mit  einigen  Untersuchungen  über  die  von  den  Brenn- 
punkten {fg)  und  (figii  auf  die  ßerflbrende  gefiillten  Perpendikel 
P  und  Pi  begnügen. 

Nach  1)  und  den  allgemeinen  Formeln  der  anulytischen  Geo- 
metrie ist: 


£      l«"iHilari+£fjfi+€;)  — Cü-i-lJ'Aari— /)j(«j— /)     y 

_  l  +.[ii«g(i<^i+gjr,  +  C)-(^*+ig*)(yi-y)]^i  -9)\ 

\  +[n«B(Ar,  +/?yi  +  C)-(il«  +  Ä^(y,-y)P3 

C      [nM(il*,+Byi+0-(J«+Ä«)(*|-/)Ka%-/i)     !• 
C  -fr  \vfBU»!  +Byi  +  0^(A^+in)(w,  -^)](fk--^) i 


[p^BjAx,  +Byii^O^{Ä^+B^(w^  -g)](Mi' 
■    [n« J(-ijr.  +  Ä^,  +  Q-iA^  +  Bin^i-ffr 


L 
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Der  Zahler  .-von.  F*  Ui  da»  Quadrat  der  GmuaßP^.* 

oder 

r 

und  folglich,  weil  bekanntlich 
ist,  das  Quadrat  der  GrSsse 

I 

-nHAf+  Bg  +  C){Axi  +  By^  +  C). 
Der  Zähler  von  Pt*  w/t  if»  Quadrat  der  GrOsse 

-(^.+B*)iOri-/^'(a:,  -/,)+(yi-i?)(jn-*i)l- 

Nach  IV.  2)  Ut  aber: 

*i-/i  -  Jf,  -/  +   („«_l)(^«  +  /j«)  • 


also,  wie  xfoia  Uiebt  findet: 

^(*i-Ä)+i'{yi-^i) 

=r  Äx^  +  Äy  +  C+ JtJ (^Z+By  +  C) , 
nn4>  wdDD  man '-. 

setzt: 

.■••.•■  »  ' 


i   \  =ani(i4ri+l»y,+0* 


FeMeb  iat 


maeh.ttmtr.rßeum  Metttät  mmlpMiek  eiitmickeu.  948 

^?(-i»i.+ JITy,  +  e)M(«i  — /i)+ «(iri -»I » 

Der  gemeinschaftliche  fienniefvon  P*  und  P]^  ist: 
•der,  well 

•  ;  ;  .  j         '  •      -.'^  ■  ■  ;      • 

ist: 
•der: 


ASbo  Ist: 


31) 


'  ""2r^j.imil4.!^Zll.i<fEL±^L±£, 


«imI 


;  I 


Hiermiis 


liermiis  ergiebt  sieh  •  \ 

. . .  «^=^]Ö^|5^. 

■Bd  folglicb 
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wenn  man  Rir  dte  Blfi|Mie;  und  HyperM  wipaethre  das  «ibeffe  «rf. 
das  untere  Zeichen  nimmt    Alljgemein  ist  nach  IV«  18) ,  19): 

US)       PPi=6«, 

da«  Prödaet  PPi  also  eine  constante  GrSaae. 

Ffir  die  Parabel  Ist  nadi  21): 

2«)      •    •    '*  = 2(il«f  i^)      '  • 

und  nach  V*  1) 


also: 


C 


P^_       Ar+Bg  +  C       P^xf,     AHBg^'i 
FOr  (K*  EllipM  and  Hyperbd  iat  OMh  V.  1),  1^: 

al«o  nach  21)  ond  22),  wie  maiit  leielft  findet: 


28)    .    .    . 


uiifl  folglich: 


29)    .    . 


/'i"='±(lir,;i)(^+^>T ' 


WMB  aun  die  »heran  Zetcben  fiBr  die  Ellipee,  die  mtorea  fBr  dl» 
Hyperbel  aimnit 

Naeh  Tl.  ^  kl;  wn*  ji,  «He  geiHdiilieh,  d«n  ParaiMtat 
aeichnet: 
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■bo  mit  denselben  Bestimroangen  wegen  der  Zeichen  wie  vorher; 

also  för  die  Ellipse: 

und  für  die  Hyperbel: 

Ferner  ist  Ifir  die  Ellipse: 

Bod  fOr  die  Hyperbel: 

Für  beide  vorbe^ehende  Carven  ist; 

36) P:Pi=r:V,. 

FGr  die  Parabel  ist  nacb  27)  aucb 

T»-*-(^ar,+J?.y,  +  C)«* 
md  folglich,  weil  nacb  dem  Obigen 

(iiri  +  By»  +  O«  =  (^«  +  B«)  F« 

ist: 

ist  .aber  nach  VI.  2) 

Tii«n  XXXI 


14Ö 

also: 


lind  folslirli: 
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iH^^^p%n, 


37) 


/»  =  lpF. 


4 
1 


IX. 


Ilie    IMirchmeff APr   ali«    A\en   der  Coor«linaten. 


§31. 

I>ie  (ileichiiii^  einer  lielieliii;en  Geraden  »ei: 

I) .y=^dr  +  L; 

und  bezeichnoii  wir  nun  im  Allgemeinen  di«*  (\>ordinaten  der 
Durch8chnitt»|Minkte  dieser  Geraden  mit  dem  Kegelschniffe  durch 
r,  n:  f>n  haben  ^ir  ym  deren  Hestimmuns;  die  Gleirhnngen: 

n  -T  ^r  +  Z, 

,i«(/lr  F  Btt  h  C)«=(^*  +  Ä«)|(r-/')«  +  (i»— ly)«! 

Eliminircn  wir  ans  diesen  beiden  Gleichungen  n»  «o  erhalten 
i^ir  zur  Bestininniug  von  r  die  Gleiehun»  des  ziveiten  Grades: 

,    , ( .^« f  fi«)i^-y(fc-.«;)i4H*(.i  ^gA•)^gL^  C) 

_  i»«(gL+  C)--'-(.-i«-fg«)!/'«-KL-.9)«i 

Narh  rinigeii  leichten  Reiinrtionrn  6ndet  man,  <l.iss  die  Grosse 

\(A^  I-  B*)[f-  K(L  -  ff)]  I  uHA  +  ßA'KAL  +  C) :« 
^       : (I  +  A^M.4«  I  H*)-n^{A  +  ßlf )« !  > 

*"  >  x:  »«(»l.  +  O*  -  (.1*  +  B^\n^  (L  -g)*] !  S 
sich  ;nir  den  fnlsefiden  Ausdrnck  hrinsen  {'>a*i: 


{AHB*)  , 

•■4  setzen  «rir  nnn  der  Kflne  w^tni 


I  • 


I 
I 

i 
t 


i 
I 


mmM  et»»  mauern  Melifide  miimlpUich  emimtekelt. 

8)    .    .    .      Kf-i-L—gssw,    L  =  w — Kf-{-g% 
•o  ist: 

K(BL+  C)  —  {L—g)iA-i-BK)  =  K(Af+  Bg+Q-Atc; 
ab»  Hie  obige  Grösse: 
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n*[{Af+Bg+C+  Bfe)*+(K(Af+  Bg+Q-  Ate)*] 
(A*+  B^* 


Setzen  wir  ,)ptzt  der  Kürze  wegen : 

3) 
M=  (^■+  fi*)|/--  KiL-g)  I + nHA-t-BK)iBL+  C) , 


A=(J«+Ä«) 


te  ist: 


t 


n%(Af+Bg+C+Bic)H(K(Af+Bg^C)-Aw)*]i 
(i4«+B«)tc« 


3t  ±  ViV 


i)    .    .     .    r  —  ^i^Ki)(^4i^B*)-nHA  +  Bk)*' 
Ferner  ist  nach  dem  Obigen 

tf  =  Kx+  L, 
nad  die  Grosse 

+  ir K/l« + B«)[/'-  Ar(I,  -y)] + n*{A + ÄAf )(/?/.  4  C)  t 

Mngt  man  leicht  auf  die  Form  • 

{A*-{^B^\L-{-K{f-\^Kg)\-n\A-{-BK){AL-KC); 

also  ist,  wenn  wir  der  Kärze  wegen 

1}     AT  =  ■(.<«+  B>)  t  L^K(f+  Kg)  ]  -  nHA + ÄÄ)ML  -  KC) 


JII'±JgVJV 

'    •   •   '  — (H-Ä«X^«+Ä«)— i.«(^+^Ä)*' 

Ven  Gleicbsbgen  4)  nnd  6)  die  oberen  ond  nnteren  Zeichen 
•blander  beziehen. 

10* 


14« 

also: 

lind  Iblglirli: 

37)      .     . 
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/H^^^n-«, 


/»  =  J/iF. 


IX. 


Die    Diirchnieff Aer   nl»    Axen   der  Goordinaten. 


§.  31. 
Die  Gleichung  einer  beliebigen  Geraden  j^ei: 

und    bezeichnen    wir    nun    im  Allgemeinen    die    ('oordinaten    dtr] 
Durchschnittspunkte  dieser  Geraden  mit  dem  Kegelschnitfe  durth 
jr,  ti;  8o  haben  ^ir  zu  deren  Bestimmung  die  Gleichungen: 

n^Kr  +  L, 

Eüminircn  wir  aus  diesen  beiden  Gleichungen  ti,  so  erhalte« 
\^ir  zur  Bestioinumg  von  r  die  Gleichung  des  zweiten  Grades:     '* 

^  "-  (I  +  K*){Ä^  +  Ä*) - n*{A  +  BK)*  ' 

nHBL+  C)*-{A»  +  B*)\f*  ^^  {L-g)*\ 
-       (l  +  K*){A*  +  B^—nHA  -I-  BK)*      '  ' 

Nach  <>inigen  leichten  Redactionen  findet  man,  Hass  die  Grosse 

t  (A*  ■\-B*)[f-  K(L  -  g)]  +  nHA  +  BK)iBL  +  C)  I« 
^      1(1  +  A^K/l«  F  ß«)-»«(i<  +  Äir)«|  , 

*")  x;««(«L+0"-(^»+  ß*)  [/^  +  (£ -j7)«l  I  $ 

«sich  :nif  den  fnlgeitdeti  AiiHdrnck  hringen  iHcMt: 


(AH-B*) 


\n*\[BL+C^f[A+BK)ll»^K(BL{.Q-(L-gXA-i-BK)] 


.-{Al*^B^{Kf^L-g)* 

1 

anil  setzen  wir  nun  der  Ktfne  Wf^en 


.  k 


\ 
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S)    .     .     .      Kf+L-g  =  w,    L  =  te—Kf+g', 
«ft  ist: 

BL^C  +  f(4+BK)  =  Af^Bg+C+Bu>. 
K{BL^  C)—{L—g)liA  +  BK)  =  K(Af+  Bg-\^  C)  -  Aw, 
also  ilie  obige  Grösse: 

««[(.</•+  «7+  C+  »w)«+ {K{Af-i-  Bg+Q-  Ato)*] 

Setzen  wir  .)ptzt  der  Kürze  wegen : 

3) 
M=iA*+ß*)\f-K{L-g)i+nKA+BK)(BL+C), 

{ »♦«[(J/-+Ä7+C+/?tp)H(#f(^/'+Äy+  C)-Aw}*]i 

so  ist: 

WA  VN 

4)  .  .  .  '—^\^/ia^(^^i.^.B^)^„^A+BK)*' 

Ferner  ist  nach  dem  Obigen 

md  die  GrSsse 

H(l  +  K*)(A*+ß>^-nHA+BKy*\ 
+  iri  (/<« + B»){f-  K{L  -g)] + n*{A + ÄAf  )(fi/.  +  C)  t 

bringt  man  leicht  auf  die  Form  • 

also  ist,  wenn  wir  der  Kdrze  wegen 

5)      » =\A^-\-B»)\L-fK[f-}^Kg)\-nHA-\^BK){AL-KC) 


•  kl  den  Gleicbahgen  4)  und  6)  die  oberen  imd  anter«> ! 
leb  aaf  einander  bezieben. 


f 


I 

148  ^runeri:    Theorie  4er  äepeieekfMe 

Bezeichnen  ivir  die  beiden  Durchschnittspunkte  unserer  Gera* 
den  mit  dem  Kegelschnitte,  insofern  die  Gerade  den  Kegelschnitt 
wirklich  schneidet,  durch  (jrii)i)  urid  (x,jt^2)'^  so  "s*  "««•*  ^)  ""^  ^• 

VN_ ' "  j 

_     _. KVN . 

i(t?i  -  t^a)  -  ±  (j-^ jp2)( ja+ ^  _ „1^^^.  Ä^)a  ^ 

und  wenn  nun  V  die  Länge  der  halben  Sehne  zwischen  den  Punk- 
ten (rit)i)  und  (jr^^)  bezeichnet,  so  ist  offenbar  / 

also  nach  dem  Obigen: 


7)     .    .     1'«  = 


t  (I +^«)M«  +  Ä«)  ^n«(^+ ÄI^)«I«' 


§.  32. 


Betrachten  wir  nun  zuerst  die  Ellipse  und  Hyperbel,  so  ist  nach 
VII.  17)  die  Gleichung  des,  alle  der  durch  die  Gleichun^^  I)  cha- 
rakterisirten  Geraden  parallelen  Sehnen  halbircnden  Durchmessers: 

_       n^ABK+J («« -1)^«  -/(2J  r  ^ 

und  bezeichnen  wir  den  Durchschnittspunkt  dieses  Durchmessers 
mit  der   durch  die  Gleichung   1)  charakterisirten  Geraden    durch  ^ 
(tir);  so  hat  man  zu  der  Bestimmung  der  Goordinaten  ti;  v  diesoV: 
Punktes  die  Gleichungen 

r  -        n'^ABK^r\{n''-\)A^-  Ä«  1  .,, . 

^-^'--  ^%AB  +  Kn«- 1)  Ää"-r^«jT  ^"""  ^  ^  • 

von  denen  man  die  erst«*,  um  sie  mit  der  zweiten  leicht  verbinden 
zu  können,  am  besten  unter  der  Form 

darstellt     Aus  diesen  beiden  Gleichungen  erhält  man  durch  Eli^  v 
mination:  ^     <      .r  m;. 
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" ~  '  -      (l  +  K*)(A*  +  B»)—n^A  +  BK)* ^'^'^  ^  ^      ^l' 

(r+jr«x^HÄ«)-n«(J+'Äjr)«^*' •"^~*'^' 

•fcr: 

9) 

(I  +K*)(A*  +  Ä«)— n»(il  +  ÜK)^^^    ^  '' 

,-r--        ^*A(A-i-BK)-(A*+B*)       ,.p.j_r\ 
'      ^~    '  (1  +  K*KA*  +  B*)—nHA  +  BK)^  t*'  +  "     ^i' 

Bezeichnen  wir   die   EntfernuiiG;  di*8   Punkten  (uv)  toii  dem 
Mittelpunkte  der  Ellipse  oder  Hyperbel  durch  X,  so  iot 

A«  =  (a-F)«+(«'-G)». 
felglich  qach  9): 

10) 
,> (A^i-B*mHK^)(AHB^-l-nHn^-2)(A+BK)*\,„„,  , 

Mm  ist  aber  nach  IV.  3)  ond  oben  2) 

Tj.  I      ^__(»*-l)(^  l-g>-  nHAK-B)(Af+Bff+  C) 
"  +  ^—^—  (n*—lKA*  +  B*) 

MgTieb: 

") 

.      \(l-t-K*)(A!»+B^+nH»*-^KA+BK)*\  . 

r«  _  '  X  Kw* - 1)(^+ g*)w  -  «»(^Ar -  ß) (Af+  Bg+C)  I«  * 

wobei  man  zn  bemerken  hat,  dasa  nach  dem  Vorhergehenden 

(/<« + B«)  Kl + K^KA* + Ä«)  +  n«(ii*-  2)(i< + BS)*  \ 
=  I  n*AB+{(n*-  1)B^-A*]£\*  + 1  ri^ABK+  [(n«—  l)il«— . 

=jii»Ä(ii+Äjr)-(j«+Ä«)jri*+t».*i<(/i+Äji 
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aUo 

(1  +  Ar«)(i<*+  ß«)  +  n«(ii« — 2)(^  +  BK)* 
Aine  posiÜTe  Grosse  ist. 

Nach  II)  and  7)  ist  nun: 

( I  +  A^^X  J«  +  Ä«)  +  n«(«« — 2)(^  +  BK)^  ■  "* 

.  n«[(.4/'+  Ä^+  C+B«')»+  (A:(/4/'+  Äy  +  C)  -  Aw)^  , 

oder,  weil  , 

n«[(^/-+Ä^+  C+Bw)^+(K(Af+Bg+  C)- Aw)^\-(A*  +  B^)tc* 
=  (n«—  1),(/4I« + Ä»)»« — 2n«(/lÄ--  Ä)(/l/'+  Bg  +  C)«» 


ist: 


(n»— l)«U'»+Ä*)|fl  +  Jr*)U*+Ä»)--H«U+Är)«|^ 


(H-jr«)U«+Ä«)+»**(«*— 'iX^+BÄ-)*       _         ^ 

=(n«—  l)*(il»+ JP)««c«— 2n«(n»— l)(i<«+Äa)UAr— J?)(^/'+  A^-f-C)« 

=  (n«—  l)*(Ä* + i»«)«w«  — 2»i«(«>  -  l)(i<« + Ä»)(ilA:  -BKAf+  Bg+Qm  • 
woraus  sich  durch  Sobtraction  die  Gleichung 

(«>— i)«U«+Ä«)i(i+jr«x^«+iP)-n»(i*+Äjr)«i* 


(1 + K*)(A*  +JP)  +  ««(«'—  2)U  +  ÄiT)' 

(««-1)1(1 -t-jr«Xit«-hJ»)-it«(^4-B^«i«  j,,. 


X« 


l+JT« 

= »«(i</^+ J!y + C)*i  ««(iiir- Ä)«- («•— ixi + i:^(iN- J»)  I 


i 
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oder 

(H-ir«)U»+Ä*)+»«(n''— 'i)U+'»ir)«  ' 

r 

aliio  die  Gleichung 

, ,,-    (««-  i)«(j«+j')i(HJr«)(i4H^)-«*U+ Äf j^ 

'  -^  ( 1  +  K*){A*  +  Ä«)  +  w*(m«  -  '1){A  +  ÄA')«  ^ 

(««— 1)1(1  4  ir«)U«+g»)-w«U-f  JAT)«! 

1+A« 

filier 

13) 

(w*— l)*fi4»  +  J*)lii«(Ar— J?)"— (w«-l)(l -t-A«)(i4*-f/?»)i  y, 
( 1+ JP»)(il« + Ä*) +«*(««— '_>)U +  5^)"  ■ 

(«*-  l)iw«(itJr-  J)«  -  («*—  1) (1  +  JH) U'-f  iP) I  .., 
■~  l  +  JT*  '^ 

=  nHAnBy^C)'^, 
oder 

14) 

(I  —  w«)V4  .B«)i»t«(iiir-g)«+(i  -H»)(i +ir«)u«+i?«)i 

(l-w«)|B«(Ag-J)«4(l->»«)(H  A«)^«^/^)! 
+  '  l+A*  '  ' 

Ffir  die  Ellipse,  wo  1 — n^  eine  positive  Grösse  ist,  kann  man 

15) 

^  J  «U/'+  gi7 + O  v^Ö  +  j:*)U* + iP) + «*(«*  -_^(i^  ^~p.^i>    - 


>  n(.</^+gy+C)V^l-H:« 

'^^  IV (1  -tfl)\n*(AK- Ä)«+  (l-n«)(l  +J 
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-; 


netzen,  aod  nach  14)  ist  dann  die  Gleichang  der  Ellipse  zwi^schett 

'•«>  ■    ■  •  (f)-+(f)-- 

Auf  der  Steile  erhellet  aus  dem  Obigen,  das» 

17) 


ist. 

Nach  §.  22.  wird  die  Hyperbel  von  dein  den  halbirlen  Sehnen 
parallelen  Durchmesser  nicht  geschnitten  oder  geschnitten,  je- 
nachdem 

(1  +  K^)(A^  f  Ä«)  —  u^(A  +  BKf  >  0 
oder 

(I  +  K^)(A^  +  JS»)  —  n«(^  +  BK)^  <0, 

also  jenachdem 

^  n^(AK  -  ß)«-  (««— 1)(1  +  K^){A'^  +  Ä*) >  0 

oder 

n«(^tf— Ä)«— (n«— 1)(1  +  ir«)(/l«  f  Ä«)<0 

Ist.    Wenn  also  der  den  halbirten  Sehnen  parallele  Durchmesser 
die  Hyperbel  nicht  schneidet,  so  setze  man: 

18) 
'  (n»  - 1)  V"(^»+Ba)  t  n'\AK-B)*-{tfl-\)(\  +Jr«)(^»+Ä*)  1 1    ' 

-,  ^  ( noi/j^  gy  t.g)yTT^    _  /  V 

''       lv^(na— i)tn»(^ir-^*— (««"-IXff  Jf«)p«f  Ä«)|(    ' 
nad  nach  13)  ist  die  Gleicliaug  der  Hyperbel  znisclien  X,   Yi 


«>•■     •     •©•-(f)- 
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Wenn  aber  der  den  halbirten  Sehnen  parallele  Durchmesaer 
die  Hyperbel  achneidet»  ao  aetze  man: 

20) 


\  (««— i)V'(iiHÄ*")  K»«-i)(i+ir^(^Hi^-«^^      Ä)*i  ^ 

ond  nach  13)  ist 'die  Gleichung  der  Hyperbel  zwischen  X,   Y\ 

Nimnit  man  also  die  oberen  oder  unteren  Zeichen,  jenachdem 
der  den  halhirten  Sehnen  parallele  Durchmesser  die  Hyperbel 
Dicht  schneidet  oder  schneidet,  so  ist: 

22) 

l(n«--l)V^i:(^HÄ*)t«*Mir-Ä)*-(n*-l)(l+ir«)(^Hi»^)r  ' 

'  \^±(n«  — l)|n«(Ji:— Ä)«— (n«— l)(l  +  jr«)(^«  +  Ä«)P    ' 
vod   die  Gleichung  der  Hyperbel  zwischen  X,   Fiat: 

•^ ©•-(!)*= i- 

Alliremein  ist  für  die  Hyperh«>l: 

24) 


p_avii  -1.^  (1  +  jr«)(^«  +  ß«)  +  n*(n*-2)(/f 


+  jr«)(^«  +  ß«)  +  n*(n» -2)(/f  +  ÄlT)*' 


ß    i/"r.«!(üi 


FBr  die  EUi|»8«  ist  nach  13) 
(I  —  «a)^«(^  +  B») !  ««(^Jr-  ß)»  -Kl  -  n»)(l  +  £*)(^  -j: 

=s  (I  +  Jr*)(i<»  f  Ä«)  +  i^««-2)(il  f  - 


I         % 
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n\Af  +  Bgt  C)« 
=  (l-n«)(l+Ar»)(^»+Ä«); 
also: 

=  («*  -  2)  I  ««(^  +  ÄÄ')«  —  ( I  i-JPK'^*  +  B»)  I 
=  (-2-  n«)  ln«(^Jr-  B)*  +  (1  -««)(!  +  i:*)(J*  +  Ä«)| , 
fulglich :  , 

Jö)    .    .    .    «  +p  -       (i _„«)«(. 4« 4: Ä*)       • 

«o  das«   o'-f-/}'  von  K  unabhängig,   und -insul'eru  also  eine  con* 
staute  GrSsse  ist. 

Fflr  die  Hyperbel  ist  nach  22): 

(«a—  l)«a«(i<»  +  B«)  \n*(_AK—B)*—(tfl—  I) (1  F  £*')  (A*  f  B^, 
■■^  nHAf+Bff  iCy  ~        1 

=(1  +  K*)iA^+B^)  + »»«(«»— 2)(^  +  ÄiT)«, 
(w«-l)«/?«M«-f  g»)lw*MJr—  B)^-(n^—\)(l+K*)(A*  +  B*)t 

=  (««-l)(l+jr«)M«  +  Ä«); 
also: 

=  (n»  -  2)  I  H^A  +  ÄiT)«— (1  +  K*)(A*  +  fi«)  J 
=  (2 — n«)  I  n*(AK—  B)*  —  (««» — 1)(  1  +  1P)(A^  +  B*)\. 
und  folglich: 

2b)    .     .      «-/3_t        (M«— i)«(.4«+"g*)        ' 
tio  das«  also  hier  a* — ß*  von  K  unabhängig  i8t. 
Di«  Gleichung  der  Ülrectrix  ist  bekanntlich 

Ax^Byr^CsnO, 
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und  nir  die  der  Directrix  parallelen  Sehnen  Ut  folglich 

jr=-g,    also    A  +  BK=zO. 
Weil  nun 

ii«(.4ir-Ä)«+(i-»i«)(i+i:«)(^«+Ä*)=(i+^(^+Ä«)-««(^+ÄAr)« 

iMt,  ISO  ist  in  diesem  Falle  fiir  die  Ellipse  n.icli  15): 

"        '(1— ii*)V^--if  Ä«' 
27)     ....     l 

alAO  oacb  IV.  18): 

a^a,    |Srr6. 
FGr  die   Hyperbel  ist  auf  ganz  ähnliche  Art  nach  22): 

SB)    ....      \ 

ako  oach  IV«  19): 

Für  die  gleichseitige  Hyperbel  ist  nach  $.  2.  bekanntlich 
it  =  V2,    «»=2,    n«— 1  =  1,    ii«--2=rO; 

aUo 

n^AK-  Ä)«-(w«  -  1)(1  +ir2)(/l«  f  i?«) 

=  -2(jjr-ß)«— (1  tjr2)(.i«  I  m) 
=(Ä— -^ir)«-(^  f  ßiT)«, 

and   folglich  nach  22): 


tf 


291)    ..   } 


V  ±  I  (B-AK)i-(A  +BK)*\ 


,..;  t' 
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oder: 


30) 


■        •        • 


„_.'ia±KnAf±JB9±Cl, 
also  immer  azsß. 

I 
I 

§.  33. 
Die  Winkel,  tvelche  die  tii>rcb  die  Gleichung 

fttr  ein  constantes  AT  und  ein  veränderliche?  L  charakterisirtea 
Sehnen  mit  dem  sie  halbirenden  Durchmesner,  dessen  Gleichaog 
bekanntlich 

ist,  einscbliessen,  wollen  wir  im  Allgemeinen  durch  cd  bezeichnen. 
NatQrlich  bat  go  zwei  Werthe  zwischen  0  und  90^  und  zwischen 
90^  und  180^;  damit  nun  die  folgenden  Formeln  vollständig  rich- 
tig bleiben,  hat  man  in  denselben  für  co  immer  den  zwischen  0 
und  90^  oder  den  zwischen  90^  und  180^  liegenden  Werth  dieses 
Winkels  zu  setzen,  jenachdem  die  Grosse  auf  der  rechten  Seite 
des  Gieichheitszeichens  positiv  oder  negativ  ist,  eine  Bemerkung, 
die  man  auch  in  allen  ähnlichen,  späterhin  noch  vorkommenden 
Fällen  zu  beachten  hat,  ohne  dass  dies  fernerhin  noch  besonders 
bemerkt  werden  wird. 

Dies  vorausgesetzt,  liefern  die  bekannten  allgemeinen  Formeln 
der  analytischen  Geometrie  uns  den  folgenden  Ausdruck: 

*^"^'^""n«.15  +  t(n*— l)Ä2-ii«.A:-tn«iiÄAr+[(na-IM«-Ä«]|Ä' 
also: 

31)    .    .     taDg«>=  n^A^BKjB^k) 

oder 
3-2)       tong  »  _ ___^_  __^_ . 
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Die  Namroe  der  Quadrate  des  Zählers  und  Kenners  von  tang  o» 
Ut,  fvie  man  am  leichtesten  mittelst  der  Formel  31)  ündet: 

(I+Af»)(il«+iP)|(l  +  Ä«)(il«+Ä«)+n*(n«-.2)(i4+ÄÄ)«|; 

also  ist  wegen  der  Formeln 

.  tangcD^  _  l 

8in  !»■  =  i  -,   r- 3  »       i^09>  ö*  =  '- 


1  +  tang  Q}'*  i  +  tang  «>• 

ofenbar: 

33) 

.      s  _  {w«(^/r-g)«-(yr^~l)(l+ga)(^a4-^|« 

"""    —  (iTS%i«  +  Ä«)t(l+Ä«)(ii«  +  ^^)+»i«j[n«-'i)U+ÄÄ)*l' 


"    -  (l+Ä«)(i«+F*)Kl  +  Ä»)(^*  +  ^)+w»(«*-2)U+ÄÄ)*l 
oder 

34) 


(l+Ä>)U»+Ä*)|(l  +  A:«)U«+fr»)+n«(n>-2)(i4+ÄiC)«r 
Nach  15)  und  34)  ist  also  für  die  Ellipse: 

38)     .    .    .      o"p»8in •»  -  (1  _ „a)8(^2^.2iP^ ' 
nnd  oacb  22)  und  33)  ist  für  die  Hyperbel: 

r     36)  .  .  .   «»/»"••»»•= (^a-T)8(:i«TS¥' 

welche  Ausdrficke  von  K  unabhängig  und  insorern  also  constant 

Ferner  ist  fflr  die  Ellipse: 

,^  n^ß        (A+BK)iB-AK) 

;       37)     .     .     ^os«==^^^^=^^.  ^^^^,^^^-,__, 

:    ud  für  die  Hyperbel: 
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§.  34. 

I 
( 

So  vvie  nach  dem  Vorhergehenden  i 

i 

die  Gleichungen  einer  Schaar  von  einander  parallelen  Sehnen  und    { 
•   de8  dieselben  halbirenden  Durchmessers  sind,  seien 

die  Gleichungen  einer  anderen  Schaar  von  einander  parallelen 
Sehnen  und  des  dieselben  halbirenden  Durchmessers.  Der  Winkel 
des  ersten  Systems  paralleler  Sehnen  mit  dem  zweiten  Durchlnesaec 
sei  Qy  und  der  Winkel  des  sneiten  System«  paralleler  Sehnen  mit 
dem  ersten  Durchmesser  werde  durch  c5|  bezeichnet.  Dann  ist 
nach  den  allgemeinen  Formeln  der  analytischen  Geometrie: 

tang  o 

""w«i4£?  +  [(»a-l)Ä«-^]lfi-t«MÄlf,+[(n«-.l)il*--fi«])«' 
Der  Zähler  ist,  wie  man  leicht  findet» 

nHA  f-  BK){A  +  ÄÄ,)  — (l  +  AAr,)(/l«  f  B^) 
oder 

(««-l)(l+Äü:|)(il«  +  Ä«)-n2(Ä— ilif)(Ä-i4lf,), 
und  der  Nenner  ist 

{K-^K,){A^  +  Ä*)  +  n\B-AK){A  +  BK{), 
also: 

■Sfi)     tangö—   „■n^B--AK)(A  +  ÄÄ,)  +  (AT-  «,)(/!«  +  Ä«) 
oder 

40) 

**"^  "  -         (/f -  /K'iX/^«  +  Ä«)  +  n«(i?-  /< ATK^  +  Ä*r,) 

Uro  tan{rö|  zu  eriialten,  braucht  man  in  diesen  Formeln  bloM 
K  nnd  Ki  liegen  einander  n  vertanaebea.    Dies  giebt: 
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ji .      h.„. «  _ nHA^^BK){A\^BK,)- (1  +  If #f,)(^«  +  B«) 
4i;      ninj^ui  — ^,(^  ^  Bk){B—  Äliy)—{K  -  K\)(A^  +  Ä^ 

ntler 

42) 

Also  ist  nach  40)  anil  42): 

43) 

tangöi  —      (JT- Ki)(A^  +  IT^)  +  w«( Ä  —  AK) (A  +  ÄÄi)  * 

rin  jedenfalls  sehr  nierkwfirdis;er  Ausdruck,  den  man  auch  auf 
die  folgende  Form  bringen  kann: 

44) 

tangM  _(B'-AK)(Ai-BKi)i-in^-'l)(Ai-BK){ß-AKi) 
tafigö;""(/l+"Äjr)(f?-/IJ^,)f(n«— 1)(Ä— .4Äl(il  +  Är,)' 

Für  die  gleichseitige  Hyperbel ,  wo  n* —  1  =  I  ist,  ist  also : 

45)  ^»"S^  _  j 

^^ tang^i        ' 

nntiiriich  nach  der  schon  im  vorhergehenden  Paragraphen  gemach- 
ten allgemeinen  ßemerkniig  die  Winkel  (3  und  c^i  so  genommen, 
dasa  der  Bruch  auf  der  linken  Seite  des  Gleichheitszeichens  po- 
aitiv  wird. 

Sind  die  durch  die  Gleichung; 

yzszKiX  +  Li 

charakterisirten  Sehnen  der  Directrix  parallel,  so  ist 

also: 

K.^^K\  ^  — j5 —  f      o  —  AK\  =  — ^g —  »     A  -f-  BK\  =s 0 « 
folf^lieh  nach  .43),  wie  man  leicht  findet: 

i«i) ^,,._,. 
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B^seicbiteo  wir  die  von  den  beiden  vorher  betrachteten  Darch- 
messern  eingeschlossenen  Winkel  im  Allgemeinen  durch  Sl,  bq 
ist  nach  den  Formeln  der  analytischen  Geometrie,  wenn  d^ 
KQrze  wegen 

S  =     I  n^ABK  +  [(»a—  1)^«-  B^]  \\n^AB  +  [(n*-  \)B^—A^K^  J 
—  (n«JÄ+r(««-I)Ä*-'^]ititnMi?lf,  +[(««— IM«— B«]|, 

+  tn«/IÄ  +  [(««-l)Ä«— /l«]*Un«JÄ  +  [(n«— 1)Ä«— 2l»]lf,l     | 
gesetzt  wird,  j 

tangß  =  — jj. 

Leicht  aber  findet  man,  dass 

0  =  (n»_  l)(ff-  K{i(A*  +  £«)«, 

» = (4« + -fl«)  t(l  +  KKi){Ä^  +  B«) + n«(»«-2)(J+Älf)(^+ÄÄ',)| ; 

folglich 

47) 

.   „ö_ (««-i)(A:-A:,)(^*+jg«) 

tangM  _      ^,  ^  Ä/f,)(^^^.Ä«)  +  „«(„«  _  2)(^  +  BK){A'-\-  BK{i 
ist. 

I 

Für  die  gleichseitige  Hyperbel  ist  n«— 1  =  1,  n*— 2  =  0;  also: 
48)- tangi^  =  — I  ,  ^jj^, 

so  dass  folglich  in  diesem  Falle  die  Durchmesser  immer  dieselben . 
Winkel  einschliessen  wie  die  Ton  ihnen  halbirten  Sehnen. 

8.  3«. 

Wir  wollen  nan  noch  die  Parabel  betrachten. 
Wenii  wieder 

die  Gleicbong  einer  Schaar  paralleler  Sehnen  ist,  so  ist  nach  VII. 
16*)  die  Gleichung  des  diese  Sehnen  halbirenden  Durchnesser«: 
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4  4-  BK 

Nach  7)  ist  in  diesem  Falle  flElr  n  =  1 : 

'^  -Ui+Ar«)(^+Ä»)-(ii+Äir)«i*' 

,  wie  man  leiclit  findet: 


4«) F«= 


(Ä-JiT)*' 


BeMicbnen  wir  die  Coordinaten  des  Darchacfinlftuponlcta  des 
Dwdimeesers  mit  der  Sehne  dureh  tc,  v;  so  halten  wir  lu  deren 
Bestioimiiog  die  Gielchnngen : 

A  4-  tiR 
eder  nach  3): 

A  4-  BK 

dMten  ma  leicht: 

""' —  {B-AKy^  ' 

80)     1 

_jg(j+gAf)(4/'+gi7-hO+^(ir— ^it)» 

'-S—  {B-AK)*  ~ 

«fcilt 

Beteicbnen  Jetst  f,  0  die  Coordinaten  des  Darchscbnitts< 
pmkte  des  Durchmessers  mit  der  Parabel,  so  mfissen  dieseibeD 
den  folgenden  Gleicbangea  geufigen: 

(il^+Ä»+0«=(il«+Ä«)|(/-/')«+(»-j 


B{ß-n~M9-g)-^^{Af^Bg^O 
\A{f—n^B(}5-i,)  +  Af^Bg^C\*^{A^^ 


H-2 
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Durch  gehörig«  EnttvidceluRg  bringt  tnui  Aber  femw  die  sw»tl 
(fleichang  leicht  auf  die  Form : 

(^+ Ä5+ O«  +  4M/-+ Äff  +  C)M('-/1  +  B(»-ff)l 
also .   iv«il  nach  der  ersteo  Gleinbung 

ist,  auf  die  Form: 

BO  ilass  wir  alao  jetit  znr  Beatimmung  vod  S — f  nnii  ^—f  ■ 
beiden  folgenden  Gleichungen  des  ersten  Grades  haben : 
U  +  B<r)«-(g-^A')' 
i(B-AK)'  ' 


A{S~n*  B{K-g^  =  ^- 


l.V+«5+C) 


durch  deren  keiner  Schmeriglceil  onlerliegende  Auflüsang  sich 


81) 


>-/■  = 

f  tf  — 0  = 


t{B—AK)' 


(Ar+Butc), 


(B-AK)-K(A±BIC) 


{Af+Bs+O 


21B  —  AK)' 

Bezeichnen  wir   die  Entfernung  des   Punktes  (j0)  rooil 
Brennpunkt«  i/if)  dnrch  ip,  sa  isl 

,',tH  =  (*-/)>  +  (IB-ä,)«. 
und  rolgllch  naeh  51),  wie  man  leicht  findet: 
.2,   .    .  ^^ifl±£SS^^J^f-±Bs±JSl. 
N«ch  50)  und  51)  ist: 


"—^^  'HB- AK)*  '  ^ 


oad  b&nicIiDel  du  JTdi«  Entfernung  df«  Pd»ktM  («*).   in  Wfll 
d«r   OurchniMiftT    die  ächne   M:lii;«ld«l ,    von   dnn    P 


tuek  timer  neuen  Melkode  anaiptteek  entwickelt. 
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nach  8^,  wie  man  leicbt  And«t: 

Dem  Aaidracke  too  N  In  3)  kann  man  auch  di«  Form 

+(«•— l)(i<»+B«)tc« 
getan,  ao  daaa  alao  für  msI 

ftUieh  nach  49) 

^^^  65) 

{B—AK)* 


B^iA^B»)  f 


Weil  nnn  offenbar  hiemach 

*„,     4(H-JCy(J«+/?«)(i</+Jgy+C)« 

'  —  (B—AK)* 

^  (i<*+^t(i+i:')(/</^+g^i-C)+2(g-.<jr)«c  I« 

^  4(Ä-il  AT)« 

bl,  M>  lat  nach  52)  and  54)  : 

Um  «nter  der  Vorasasetsang«  daaa  P,  wie  ea  offenbar  veratattet 
irt,  poaitir  angenommen  wird: 

80) F«  =  p;r. 

Sind  die  iwlbirten  Sehnen  der  Directrix  parallel,  so  ist 
nach  82) 


»2(i<£+Bj+C) I  « 

fol^ch  uch  VI.  2)>  wenn  man  dort  «sl  aetsl,  9s=; 
9  den  Paiameter  der  Parabel  gleicb* 


)• 


.  I 


i'  36. 
Die  CUaiebung  da«  Dnrchmeaaers,  welcher  die 


uu 


rl:     TAeor/t  äer  krteUctiHttlf 


Ijelflcbain  b  et 


Ä'=-" 


diar«klerHirt«  Scbaar  paralleler  S«hoen  halbirt,  ist  nach  f.  21.  i 
AI  Igen  einen : 

( «MBÄ  +  [{7."— I) /!•— »«J  t  («- 

und  trilTl  nun  dieser  Dttrcbmesser  d«n  KegelflcbaiH  b  < 
wisveii  Punkte  (^tjy,),  so  Ul 

(««HÄA-+ [(n«-1)/*«-B»]t(*, -/)^ 
+  t«MÄ  +  [(B«-l)fi«- 

und  (ulglicb .    wenn  man   au«    dies»  Gleichsnf;    K  I 
min  nach  leichter  Rrchnung  findet: 

n*A  (Ac,  +  Bs,  +  Cj  -  (A>+  B*)  (j,  -  /) 

Naeb  VIII.  I)  iat  aber  die  Glcichong  der  durch  d»n  Punkt  («iyi 
gelegten  Berfibrenden  des  Kegelschritts : 

_     _      u'AiAx,  +  fly,  +  Ci-H*  +  B*){r,-n  , 

worans  sieb,  wenn  man  dies  mit  dem  Vorhergehenden  rivglcidi 
e^ebl,  dass  die  durch  die  Punkte,  in  n-elcbeo  dl 
KefielHchnilt  von  einem  seiner  Durchmesser  gescbail 
leri  iiird,  gelegten  Berührenden  des  Kcgelscbnilt 
jcilerrelt  den  van  dem  Darrbmesaer  balbirlcn  Sflfcna 
parallel   sind. 


§■  37. 
Nach  VIII.  %)  (Hl  ilie  Glaichunft  der  Nnnuale  den  Ko^oluln 
in  dem  Punkte  (z,jri)  de>Mlben : 

odof ,  weüB  wir  der  KBrae  trtfte« 


^<^-'.). 
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wir  den  Brach   q   als   eioe   Fanction   f(«|)    von   »i 
[  Mtniclit0n  f 

8) H^)  =  Q 


Wb  weUeo  nao  x|  die  Verinderang  Jxf  erleiden  laeeen»  we- 

jci  in  «i-f  ^^1  und  jfi  in  jfi-f^jfi   fibergeht,  so  dass  die 

Geerdinnten  :ri-f^'it  Jfi-f^Sfi   einen  iweiten  Punkt  des  Kegel- 

echnitls  bestimmen,  durch  den  wir  eine  sweite  Normale  dessel- 

legen  wellen«  deren  Gleichung  nach  4),  da  f(X|)  in  r(xi-|-i^jri) 

wira« 

Besetchnen  wir  jetit  die  Coordlnaten  des  Durchschnittspunkts 
boMon  dardi  die  Gleichungen  4)  und  5)  charakterisirteu  Nor- 
dvch  op,  f  selbst,  so  haben  wir  su  deren  Bestimmung  die 
Glefelmngen : 

y— jfi  =f(ar,).(Ä— Äi). 

mm  denen  sich,  wenn  wir 

-iri[ar|)  =  (t«i+-^*i)-f(«i) 

,  leicht 

«) 

'-*i  = ^) — ''  >-yi=f(^i)- — ^ — -* 

erglebt 

Unter  der  ^oraussetmng  nun ,  dass  Jxi  sich  der  Null  nähert, 

der  Punkt  (dri-f^^^i*  Jfi-f  ^Jfi)  dem  Punkte  (ori^i)  immer 

und  niher  rückt,  Msst  sich  zeigen ,  dass  der  Durchschnitts- 

fnnkt  (:ry)  der  beiden  den  Punkten  (^i^i)  und  (opi+Jxi,  i^i-f-^^yi) 

i  — teprechenden  Normalen  des  Kegelschnitts  sich  einem  gans  be- 

imten  Punkte,  dessen  bloss  von  den  Coordlnaten  des  bestimm- 

Pnnfctes  (:ri3f|)  in  dem  Kegelschnitte  abhängende  Coordlnaten 

«Ir  doreh  X,   T  beaeichnen   wollen,   geuUserroassen   als  einer 

Crlnse  inuner  mehr  und  mehr  und,  wenn  man  nur  jIxx  der  Nall 

genug  kommen  liest,  bis  su  jedem  beliebigen  Grad^  ] 
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so  das8  also  ilach  6),  immer  unter  der  VoraossetiODg»  da»  ^a, 
aich  der  Null  nähert,  nach  einer  bekannten  Beieicbnang 

7)  -«^ 


^y\ 


M 


Jf-^i=Lim -^^ i,  F-yi  =  f(a^i).Lim ^^  ' 

aein  wird.     Weil  aber,  wenn  ^Xi  sich  der  Nail  nfthert»   offeol 

Lim  f(a?i  +  Jxi)  =  f(xj) 
ist 9  so  erhellet  auf  der  Steile,  dass 

8) 


Jf —  Xi  ^ 


axi 


*"— yl=t^l)• 


f(ar|)— Lim 


k^jg| 


ist,   und  dass  es  also,    um  die  Coordinaten  JT,  F  sa  beetii 
darauf  anicommt,  die  beiden  GrSnzen 

Lim^    uDd  Lim^^ 

^Xx  ^Xi 

zu  entwicicein. 

Was  zuoSchst  die  GrSnze 

1»etriSi,  so  erhellet  aus  der  in  VIII.  entwickelten  Theorie  der  Be» 
rührenden  auf  der  Stelle  und  ganz  von  selbst,  dass 

^*i~     ffiB{Axx  +/%^,  +  C)-^(^  +  Ä«)  (y,  -sr) 
oder  nach  2) 

9) 

ist* 

Es  bleibt  uns  also  bloss  noch  die  Entwiekelusg  der 


^Xx  P 


I  ' 


Lim 


JXt 


•*  I 


fibrig.    Weil  nun  nach  3) 


<if*i) = I 


ißt,   BO  ht 


iMCA  eiur  »euea  Metkode  tuuUgttsck  eKtwfcMeU. 
^    .      P+JP      P      QJP-PJQ  , 
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■d  folglich  olleabar 


_-.    JP       _-.    JQ 


Llm^S)  =  Z__^?. 


m  das«  elf  also  jetet  auf  die  Entwickeluog  der  beiden  GrSozeD 

/IP  /IQ 

Lim -3—   uod  Liiii-:^ — 

akomml. 

Weil  nach  2) 

M,  so  ist 

ilso  durch  Snbtraction: 
Mglich 

Ferner  bt  Mch  2) 
also 

Q+^a=i»»J{il(*,+-rfi4p)+ff(yi+^,HCK^*H-*^{*i+'rf*i)-A 

fa^jlicb  durch  Subtraction 

/tQ=:TflA(AJxi+BJyi)—(^  +  B^Jxi, 
alM 

Daher  ergebea  sich  jetit  die  beiden  folgenden 
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und  folglich  nach  9): 

L\m^=H*A(A-B^)—(A*+  B^ 
oder 

woraos  «ich  leicht 

(A*+  B*)(P'+  Q»)—n*(AP—BQi^ 
=  p  . 

folglich   nach  dem  Obigen 

,,    AUxt)      jA»  -t-  i?«>(P«  +  0«)  - n*(AP-BQy» 

ergiebt. 

Aleo  ist  n«o  nach  8): 

y Q^     P 

^-'i—(A^+B*)(P*+(P)—n*{AP-ßfi!f^' 

P.9. 

P  Q  ^  P 

^"^-^'(A^^  B*)(]^+(]ß)—n*{AP-^S^ 

P(P  ' 

woraus  sich  sogleich 

X  ^ (p■^-o«)Q 

10  *~(^+Ä^('»+e*)-«*(^/»-'ß«)»* 

(P*-^Q')P 

''"*•  ==  (^  +  ü^  (I» + ^—nHAP-  ÄQ)* 

ergiebt  ■>•.. 
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Dm  nf  diese  Weise  TSIIig  beetfininteo  Punkt  {XT)  betrach- 
tet nao  als  den  Mittelpunkt  eines  darch  den  Pankt  (^ijfi)  gehen- 
den Kreises,  welcher  der  Krflmmungskrels  jdes  Kegelschnitts 
für  den  Punkt  {ßiff{i  genannt  wird,  und  also  nach  dem  Obigen 
deijenige  Kreis  ist,  welcher  durch  den  Punkt  (^i^i)  des  Kegel- 
schnitts aus  4®m  Punkte  der  diesem  Punkte  des  Kegdschnitts 
entspredienden  Normale  desselben  als  Mittelpunkt  beschrieben 
wird,  welchem  sich  die  Durchschnittspunkte  dieser  Normale  mit 
ihren  benachbarten  Normalen  als  einer  Gränse  desto  mehr  und 
bis  SU  jedem  beliebigen  Grade  nähern,  wenn  man  diese  letsteren 
Nemalen  immer  näher  und  näher  bei  der  ersteren  annimmt«  oder 
derselben  immer  näher  und  näher  rücken  lässt  Der  Halbmesser 
des  Krfimmungskrelses  in  dem  Punkte  (orijfi)  heisst  der  dem 
Punkte  (oTiyi)  entsprechende  Krümmungshalbmesser  des  Ke- 
galschnUts  und  soll  durch  B  beaeichnet  werden. 

Weil  hiemach  der  Krflmmungsbaibmesser  R  in  dem  Punkte 
i*i9i)  ^'^  Entfernung  des  Punktes  {XY)  von  dem  Punkte  (X|yi) 
ist,  so  Ist 

Ä»«(Z-*i)«+(F-,|)t. 

also  nach  10): 


oder 


12)    .    .    .     ^=s  1»  +  Q" 

Weil  nun  nach  2) 

P  =  n*B{Axi  +  fiy,  +  CT)  -  (iP+  iB^  (»i  -g) , 

I  L 

ist,  so  ist,  wie  man  sogleich  flbersient: 

JP- «e = (i<"  +  B^  l»(«i -/) -^(»1 -^)  I. 
Ferner  ist 

= f«*(^+ ip)  (M + Ä»i + o* + (^+ IT)'  u*i  -rf  -i-  (»*• 

also»  wena'iBBn 
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setit : 

I 

•der  X 

<lder 

o4«r  anob 
Endlich  ist 

l  -[^(«1-/^-^(3»,-^)]«  1 

aUo  offenimr 

I  ■ 

I 

-[4(«,-/)+Ä(y»-^)]«-[Ä(*a^/)-^(y,  -y)]« 
=»«(il«+Ä«)«i  ,  ,     f»  • 

\    -(^+^[(*,-/')«+(yi-tf)«]    ' 


lfm«  wen 

K»(^,  4- »yi + C)»- (/<•+«*)  ((«1 -/)•+ (yi -y)"»«=0 
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(J«fÄ^(P»+a^~ii«(i4P-B0)«=««(/<«+/l^«(il/'+B(H-<^. 

Atoebt 

P^^Q^ 

( J«+  Ä«)  (/»+ «^  -  nHAP-  BQ)* 

—  il«+B*'  Af+Bg+C  '*+     2     *  AffBg+C^\ 

•ad  fo^Ucb  oacb  10): 

„V     r     .  _2(«M(Art  +%,  +  C)  - (^-H»*)(xt  -f)) 
19)    J[— «1— J«+^ ^ 

Jx,4^i+C        n«-l  4xj±^h±C. 

r-y, '^+Ä» ^-^ 

* 

Ar,  +  iiry,+  C        ««-1    A:,  +  gy,+6\ 
Ferner  i«t  nach  11) 

I 

^    8,.(^,^/»,^C)MH--^.^^g.^ 

•der 

15) 


f  •     -■ . 


Nach  VIU.  7)  bt 

^=— ^  JMlß • 

also 

jv*=  (^«+Ä«)«      ;  - — 

and  Wgflch  nach  16):  „  , 

/?•  _ii*C<V±^+C)^_  j^(4rt^:f 

iß«""      (A^i-B*^      -"<       ~y+B 


ff  « 
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abo, !  fraU  nach  VI.  2) 

KW   -  Jt+i?! 

bt: 

rolgUcb 

16) ...         ß  =  ^y,. 

eine  lieget  bekaente  PonneL 


f  3& 

Die  GIcAcbnng   der  Berfibre9deD   In  dem  Paekte  (<f^yi)  M 
bekenntlich 

Q 

ar— fi  =  -'p(«-«i) 

oder 

Q(«-«,)  +  P(y-y,)=0. 

Der  Werth  voa 
wenn  man  t&r  x,  y  reepective  f,  g  eetct,  ist 

Qlf-itii-^Pig—yi)  «der  -Q(«i-/)-/*(y,— y). 

Nan  ist  aber  iiach  dem  Obigen 

-i»i«Ä(yi-y)(i4«,  +  fl^,  +  0+(^+Ä^(y,-y)« 

+ii«(4^+Äy+C)(i4«,  +Äy,  +  C) 
=    nHAf+Bg+CHAxi't-Bg.+  C), 

weil  da«  Aggregat  der  beiden  ersten  Tbeile  belcanntliGh  verechwin* 
det  Alao  ist  nach  dem  in  §.  4.  bewiesenen  Satte  delr  Werdi, 
welchen 
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crMUt,  wami  omni  OBr  jp,  y  respecüve  f,  g  «etil,  positiv  odtr 
■egatiT,  jenachdem  der  BrenapoDlit  (fg)  und  der  PoolLt  («^91) 
aef  derselbea  Seite  oder  aof  versclüedcoeo  Seiten  der  Directriz 
liegeo. 

Der  Wertfa  von 

wein  man  flir  x,  f  respective  die  Coordinateo  JT»  F  des  Mittei- 
pimkts  des  Kramniungskrebes  «etzt»  Ist  nach  10): 

Nach  dem  Obigeo  ist  aber 

Also  ist  der  Werth,  «reichen 

Q(«-ar,)+P(y-.,i) 
erhftit»  wenn  man  (Ür  «,  y  respective  X,  Y  setst: 

and  daher  stets  positiv.  ^ 

Daher  erhalten  wir  jetzt  nach  {.4.  offenbar  den  folgenden  Satz: 

Wenn  der  Brennpanict  und  der  Punlit  (o^iyi)  auf 
•Imev  Seite  der  Directrix  liegen,  so  liegen  der  Brenn- 
pankt  und  der  Mittelpunkt  des  Krfimmungskreises  anf 
elmev  Seite  der  Beröhrenden  in  dem  Punkte  (^i^i)< 

Wenn  der  Brennpunkt  und  der  Punkt  (^yi)  auf 
▼eracliledeBeB  Seiten  der  Directriz  liegen»  so  lie- 
geo der  Brennpunkt  und  der  Mittelpunkt  des  KrSm* 
mongskreises  auf  ▼ersehledCBeB  Seiten  der  BerOh- 
renden  in  dem  Punkte  (dTiyi). 

Mittelst  dner  ganz  einfachen  Betrachtung  schliesst  man  hier» 
aoa  aof  der  Stelle/  dass  der  Mittelpunkt  des  Krümmungs- 
kreises  In  der  Normale  Immer  .auf  der  concaven  Seite 
dee  Kegelschnitts  liegt 

9.  39. 
'    Wut  die  P»Mbel  tot  nach  14):  .  '/. 
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lat  aber   V  der  von  dem  Breenpankte  {fg)  m»A  den   Paakle 
(j*i9i)  Riwogene  Veetor,  so  bt  näeh  V.  2) 


re_(d£L±M±^ 


Also  ist 


MH         64(^a?,-fJ8y,  +  C?)«  (Ar, -f  ^yi-|-0« 

nnd  folglich : 

F"  _  (Af+Bff  +  O«  _  _I_  (?M/Ji-Ä^  +  0|  * 
5*-    WU«+^)     -2561      V2i+^     I    ' 

«bo  aadk  Vt.  2):- 

woraus  sieb 
17) «  =  *^V? 

I 

ergiebt. 

Für  die  Ellipse  nnd  Hjrperbel  ist  oaoh  J4) : 

8„.(M  + 1^,  +  C)«|l +=^  .^^I^l^»' 

Beseichnen  aber  V  ued  Ff  die  tod  den  Brennponkten  (fg)  und 
(f\9i)  B**^  ^^■■>  Punkte  (xiyi)  gesogeaeD  .Vectoren«  so  ist  Back 
V.  1),  13) : 

r 

n«(Art+liy,  +  0« 
V*        *'^      (Af±Bg±Cr»        t^^  A»rtBgt±  C„ 

Also  ist: 


ood 


«    I 


naek  «Amt  immm  Mtfätutf  imiaptliek  mamtckelt. 


\n 


folglieli  ;      . 


Alao  ist 


ond  weil  nach  Tl.  2) 

?•=»- — O^T^)* — 

wt,   SO  ist 

FOr  die  EUipue  ist 


also 


(E£i2!  -  _£!___ 

Ä*     "■  256(1— n«)«' 


Ä         ~4(l-««)VT^i?'': 


■od  folglich: 


1«J 


_      4(1 -n«)  FF.  Vd-n«)  FF, 


Ffir  die  Hyperbel  ist 

(FF,)« 


'  \ 


1  te.- 


!»• 


Ä*  2ß«(n«— !)•' 

S  4(»*— l)  Vi»^  * 


^4bikh 


!■  .      t.      »f 
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20)  '  fl-  -tC«« -1)  TP,  V  {n*^  1)FF, 

^  =  4^V  -  «'  di«  Parabel, 
P        P  ^  P 


>1)  <    ^=^  '-«*)r  •  —  V  (I-N*)--—  nr  die  EilipM, 


I 

Shd  JZ,  iZ'  Ewci  ErifaimiiiigshalbnieMer  nod  V,  Vi  and  W,  Vi' 
die  Bach  den  betreffenden  Punkten  gesogenen  Vectoren,   eo  iet   i 
Dir  die  Parabel: 


V? 


und  flir  die  Ellipse  und  Hyperbel  ist: 
Fflr  die  Ellipse  ist  nach  IV.  20) 


und  nach  IV.  18)  and  TL  2)  offenbar: 

|J«=:4(l-.fl«)6«- 

Also  ist  nach  10): 

welche  Formel  auch  fdr  die  Hyperbel  gilt  and  gans  eben  eo  be- 
wiesen wird.    Es  ist  also  aoch  immer 

«S) «6  =  nL^, 

and  die  Gr5sse  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszdehens  ist 
folglich  bei  der  Ellipse  und  Hyperbel  constant*). 


*)  Beselchnet  man  des  FUchnBlahalt  der  EllipM  durch  £,    ee  ist 
anderweitig  bekannt,   da«« 


»•". 
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_  i 

DiscussioD    der  allgemeiDen    Gleichung-'  des    zweiten 
Grades  swiscbeo  zwei  veränderlicbett  GrOssen. 

8.  40. 

Die  Gleichoog  des  zweiteo  Grades  zwischen  zwei  veränder- 
Ickes  GffOsswn  hat  im  Allgemeinen  die  Ferra 

1)  .    .    .     aa^i^bg^'i-2ea!!f  +  2djc  +  iey  +  r=:0. 

Um  diese  Gleiehnng  zu  discatiren,  d.  h.  zu  untersuchen,  welche 
wesentlich  von  einander  verschiedenen  Curven  durch  dieseihe 
dargestellt  werden,  wollen  wir  sie  mit  der  allgemeinen  Gleichung 
der  Kegelschnitte,  nämlich,  wenn  n  die  Charakteristik  und 

die  Gleichung  der  Directrix  ist,  die  Coordinaten  des  Brennpunkts 
jetzt  aber  durch  X,  Y  bezeichnet  werden,  mit  der  Gleichung 

2)  nHAx  +  ily  +  0*= (^*  +  Ä«)  I  (^- A)«  +  (y-  F)«} 
Tergleichen. 

Nach  gehöriger  Entwickelung  bringt  m|iD  diese  letztere  CiM- 
chnng  leicht  auf  die  Form : 

3) 
{{I.«-  1)^-  ß«ia:«  +  l(««-i)fi«  — ^«}y*+2nMÄ«y 

+  2|nMC+(^+5«JjrU 

+  2{ii«BC+  (^«+ ««)  Y\y  '         ' 

+  »»«C» —(/!«+ B«)  (JP  +  F^ 

vmI  erbalt  nun  dorch  Vergleicbung  dieser  Gleicbnng  mit  der  Glei- 
doDg  1)  znr  Bestimroang  von  n,  A,  B,  C,  X,  Y  ans  a,  b,  e, 
d,  »,  (  die  beiden  folgenden  Gruppen  von  Gleichnngen : 

4) {    (n*-l)B*—A's=b, 

n*AB=:e 


E=:aitr 
I    ist;    elao  ist  eaeh  iletai  Obigen  euch 

TMfXXSX  V 
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uod 
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fi- 


«jf 


j 


wobei  man  zu  beachten  hat»  das«  die  erste  Grnppe  nur  die  on- 
liakanaten  Grossen  «»  A,  ß;  die  sireite,  Dachdem  diese  unbe- 
kannten Grossen  mittabt^  der  ersten  Gruppe  VoniGleicfaiiOgeiR:^« 
stimmt  worden,  9ind^  nur  die  unbek^innten  Grössen  C,  X^,  Fj 
entbSit»  so  dass  wir  also  jede  dieser  beiden  Gruppen  von  Gtet*!^ 
«Attkfifen  für  sich  xu  behandehi  haben,  wosn  wir  jetst  ObergelMt: 
füllen*).  • 


.  t 


•■■I: 


1     '    •      ^- 


.\Ji,'. 


*)  Ueber  die  Gleichungen 

(«•-OX«  — Ä«  =  Ä, 

n*AB=zC 


I 


kann  man  beiläafig  Folgendes  bemerken. 

Wenn   man  an«   den   beiden  ersten   Gleichnngen    zuerst  ß^    dau  i 
etMshiirt,    so  erhält  man: 


also  : 


(«»  — 0« /?«  —  /?•  =  (««— l)^  +  flr; 


II  » 


folglich  ' 

i^ij  daher  wegen  der  driiten  Qleichong: 
oder 

woraus  sich  ferner  leicht 

(««  -  «)«ir« =ll*Ä*  +  (««  —  1 )  (*-.  *)« 
ergiebt. 

Schreibt  man  aber  diese  Gleichung  unter  der  Form 

und  lieht  auf  beiden  Seiten  H*€*  ab,  so  wird  dieselbe : 


«I 


/  '  X     .\ 


nmcM  Htmr  nemen  Metkndt  muUpttnek  enimUheU.  17V 

I 

•   f  41. 
Dm    die  GMchangen 

ia  Ben^  anf  »»  J»  ^  als  uobekaoote  Grossen  aufznlusen,  seti^<^ 

n*T-l  =  ii,    also:    nPssM-fl, 

90  werden   die  Gleidiinigen  0)': 

!!(„-.«,)«  —  („  +  «,)«=*,. 

also : 

IC«— l)fr« +  «»•)+ 2(a+l)w==a, 
(ii-^l)(o«+ia«)-8(t«  +  l)sfr=*, 

woraae  femer 


•  I 


.1 


«»_«t=-*!._i{(a_*).  +  YI 


««-«*=  ?!L—l|(a-*)»+4«»J, 


ik 


oa  w^  fcfaHsMl,  4aM 


«•<!,    ««  =  1,    «•>l' 


g<l,    »  =  1,    ip^« 


12)    ...    .      1 

*2(ii  + 
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t2(ii-l)(ü«  +  fP«)  =  a  +  6. 
4(ai  +  l)9io=:a— 6, 
(ii  +  l)(r*— fo*)  =  c 
folgt    Driickt  maD  aber  diese  GMchmifceD  auf  folgende  Art 

11)    ...     I 

'  2ii(»«— ««)=2c-2(e*-«») 

päd 

4(ai-f- 1)  mo  =  o  —  6, 

l)(»^-fo«)  =  2<?; 

so  erhält  maD  durcli  Pivision  aor  BestlmmuDg  von  v,  to  die 
den  folgenden  Gleichangen: 

e*-i-tg>_  it+fr-i-2(e*-i-V) 

t^-p-fo»  ""    2c— 2(^— IC»)  • 
13)    . 

2t>to     ^  o — 6 

»» — fO*  c 

Um  diese  Bestimmung  von  v,  w  nrit  mSglichster  Leichtij 
anssufahren«  setze  man: 

14) esJZcos^»    fosiZsiog»; 

wo  R  eine  positive  Grösse  sein  soll;   so  ist 

e*— «»  =  Ä*cos29, 

2efo=l2*sin29; 
und  die  Gleichungen  13)  werden  also: 

sec.g>=2(c-R«cosi9)' 

16)  .    . 

worau«  man  sar  Bestimmang  der  beiden  anbekannten  Grtt 
9,  R  leicht  die  folgeodea  Formeln  erhfiU: 

taDg29>  =  ^^, 

17)  . 


mar  Bereebnong  too  v  md  to  bat  maD  nach  14)  di«  Forroelo: 


/ 


.  C09W^f 


2c  —  (g -f  6)cöit^ 
cos29 


sin 9 a/  2c — (a  -f  6) cog2y , 


CO«  29 
«pr  Berechnong  von  A^  B  nach  7),  weil 

IS            •  Awwi       ...           2co»(4ö«— 9) 
cos^-|-sin9ssiD(90^— 9)-|-sin9=: ^-75 — ^ 

cos^— sin9=8in(9(F  — 9) — 8109  = -> —x — ^ 

die  Formeln: 

a— 6 
Ung2g>=-2^, 


I  .   • 


.  _  co8(45<»—  y)  a/^c  —  (g  -f  6)co82y 
V2         Ir  C0829 

p_  8in(45<»—  y)ar2c"-(g-f  6)co82y 
V2  1  cos  29 


Ung29  =  -^ , 


,  .  .    <  ^  =  ^<45.-„\r?S=4^£2f?f 


.   /««       ,4/2c-(a-l-6)co82o 
ll=:.ln(450-,)V W^^- 

Nach  18)  ist  offenbar 

«3        < co82y  2c  *-(o  4-6)00829 2c— (a+6)co82i*' 

""     4     *  0082^  4 

mch  10)  und  7)  ist 

-  c 

I  iweh  dem  Vorbergebenden : 
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\\ 


21) 


!2c— (£/f  6)co829* 


?■»••■    M    lir'  l'"ii 


Vorzüglich  kommt  es  nun  darauf  an ,  zu  untersuchen,  untor 
welchen  Bedingungen  die  vorhergehenden  Formeln?*  für  n,  A,  M 
reelle  Werthe  liefern,  wozu  wir  jetzt  Qhergohen  wollen.         ,.,| 


§.  43. 


Zuerst  bemerken  wir  Folgendes. 


Aus 


4e 


!#■■ 

< 

=  1 


2c—  (a-f-  h)eos2^  ^ 
folgt  nach  und  nach : 

4e 


2o- (a-f  6) cos 29      ^  ^  *' 
2c  +  (o+6)co»22  ^  Q 

{2c  +  (a+g)co8  2yH2c— (a  +  6)co8  2y)^^  ^ 
{2c— (o  +  6)cos2^|{2c— (a+6)co82g>|^"'; 

4€«  ~  (g  +  6)«cos  2y»  ^  ^ 
{2c— (a+6)cos29p^"' 


4c«  —  (a  +  6)«  cos  2g>« = 0 ; 

> 

also 9  weil  nach. 90) 
22)    .    .      co«2^=  i^.t4^.  =  (a- j^'44? 


ist: 


r-.ll. 


^    l 


Jr»!«! 


^1 


•        t^ 


4c«{(a  — 6)2  +  4c2— (a+6j«|=:d/      '''    '  •  •"  Um 

> 

c«(c«— a6)=0; 
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%lich9  onter  der  ToVauasetsungy  dass  c  oicht  verschwindet:  « 

c*— aÄ=0. 

l¥enn  also  c  nicht  verschwindet,  so  sind  mit  gehöriger  Be- 
ehon^  der  oberen »  mittlersn  ond.  unteren  Zeichen  auf  einai^äer 
ie  Bediiigiingen 

c>^sfr=:0,    5 ,    t^,,      '      =1 

^        2c — (a  +  6)co829^ 


1» .' 


»  * 


<       < 

c*— a6  =  0,    ««ssI 

>:        .> 

imer  zugleich  erfüllt. 

§.  43. 
Ferner  bemerken  wir,  dass  aus 

.  < 

(o— 6)«+4c«=(a+6)* 

>cb  gebSriger  Entwickehmg  der  Quadrate  aof  der  StetI« 

4(c«— a6)=0, 
> 

<S"  — a6  =  0 
> 

Igt,   80  dass  foiglidi  mit  gefaüriger  Beziehung  der  oberen,  mitt 
reo   und  unteren  Zeichen  auf  einander  die  ß^ingyngen 


'■■:  ,  .i 


^        C»-<l*=0,;.(p-6)H4<i«=(o+A)V    ;/,        ' 

•''  1,1 
1er 

<  , <  -      • 

€*—ab  =  0,    V  (a— A)>-F4«>=val.  abs.  (a^b) 

>  > 

.s«gl6icb  Sitttt  finden  4Mier  .erföJk.ä 
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■ 


5.  44. 
Aus  22)  fol^rt : 

also 


I  ■  •  i  I , 


2c--(g-f6)co82y=:2c         A/,T~7r«Tt5 ' 

uDd  folglich^  lodein  h ir  deo  Fall,  wenn  c=0  ist,  für'«  Erste  §mm'  ] 
bei  Seite  setzen,  nach  21): 

2V(a— 6)«^+4^ 


■  1 
\ 


24)    ...     .    ii«  = 


V(a— 6)«  +  4c*  T  («  +  6) 
Weil  ferner 

2e -^a jMO co82qp  _     2c    _  .    .  ^. 
cos29)  cos  29     ^     ■    / 

ist,  so  ist  nach  dem  Obigen : 
oder : 

Aus  den  Formeln 

folgt : 
26)    ....      sin2«==dt  r7=~===F==» 

natürlich  immer  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeicben 
auf  einander. 

Den  Winkel  2^  wollen  wir  im  Folgenden  immer  swischeii  0 
und  360^  nehmen. 


8.45. 

Indem  wir,  wie  schon  erinnert,  den  Fall,  wenn  c=0  bt,  fllrs 
ste  ganz  bei  Sei  te  setzen ,  unterscheiden  wir  «an  die  folgMidaBFiUeb 
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I.    c>  — a6>0>    al0O  fi*>l. 
WeU  bckanntnch 

V(a— 6)«  +  4c»>val.  abs.  (a  +  6) 

wt,  8o  liefern  in  der  Formel  24)  beide  Zeichen  fOr  n^  positive 
Werthe«  Dagegen  liefert  in  der  Formel  95)  nnr  das  obere  Zeichen 
IBr  die  GrOsee     * 

2c  —  (a  +  b)  008  2^1 
cos  29 

ehen  positiven  l^erth;  und  da  diese  Grösse  nothwendig  positiv 
sein  rnoss»  wenn  die  Grössen  A  und  B  in  10)  reell  sein  sollen» 
ie  kann  man  in  unseren  obigen  Formein  nur  die  oberen  Zeichen 
■ehmen.    Man  muss  also  ^ 

cos  29  =  -jrr====:z== ,    sm  2gt>  = 


V"(a-6)«+4c«'  ^      V'(a— 6)«  +  4c« 

setxea,  durch  welche  Formeln  der  zwischen  0  und  3fiO^  liegende 
Winkel  2^  vollkommen  bestimmt  ist  Dass  dann  ai»er  anch  die 
Grössen  n,  A,  B  reell  und  vollkommen  bestimmt  sind,  und  dass 
»>1  Ist,  versteht  sich  nach  dem  Obigen  von  selbst. 

IL    c*  — 06  =  0,    also  n'=l. 

Weil  c*=aA  ist«  so  ist  ab  positiv,  und  a  und  b  haben  daher 
gleiche  Vorseichen.  Sind  nun  a  und  b  beide  positiv,  und  ist  also 
auch  a-^b  positiv ,   so  kann  man,    weil 

V^(a^T)«  +  4c«=  a  +  b 

ist,  in  der  Formel  24)  nur  das  untere  Zeichen  nehmen,  weil  das 
obere  fiir  n*  das  8ymbol  des  Unendlichen  liefern  würde.  Sind 
dagegen  a  und  b  beide  negativ,  und  ist  also  auch  o  -f  6  negativ, 
so  kann  man,  weil 

V(a— 6)«+4c«  =  val.  abs.  (a+6) 

ist,  in  der  Formel  24)  nur  das  obere  Zeichen  nehmen,  weil  das 
untere  fiir  k*  das  Symbol  des  Unendlichen  liefern  wflrde.  Wenn 
■nn  aber  a  und  6  beide  positiv  sind,  so  liefert  in  der  Formel») 
das  untere  Zeichen  für  ,      ',  * 

2c— (a+6)cos2y 
cos  29» 

negnttiren  Werth ,  fOr  A  und  B  also  imagtnln ! 
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sich  mit  dem  Obigen  nicht  vereinigen  lüsat.  Wenn  dagegen  a 
und  6  beide  negativ  sind»  so  liefert  in  der  Formel  25)  das  obere 
Zeichen  fOr  ' 

2c-H(a+6)cos2<p 
cos29 


I  -■ 


einen  positiven  Werth,  ffir  A  und  B  also  reelle  Werthe»  ^ita  nül 
dem  Obigen  sehr  wohl  zu  vereinigen  ist.  Nun  <jst  es  abfr.pCe«- 
bar  verstattet,  anzunehmen,  dass  in  dem  vorliegenden  Falle  die 
gleiche  Vorzeichen  habenden  Coefiicienten  a  und  b  in  der  Gleicbang 

9 

o^*+ 6y'+ 2ca:y  +  2dap+ 2ey  +  f =0 

■ 

beide  negativ  sind,  weil,  wenn  dies  nicht  der  Fall  wlre,  m4 
also  ä  und  b  beide 'positiv  wXren,  man  die  vorstehende  Gleicbttag 
bloss  unter*der  Form 

—  aa:«— 6y«-2cary  — 2rfa:— 2ff.y-f=0 

zu  schreiben  brauchte,  wo  nun  die  Coefficienten  von  x^  nod  jf* 
beide  negativ  wären.  Unter  der  immer  verstatteten  Vorawssatsniig 
also,  dass  er  und  b  beide  negativ  sind,  muss  man  in  allen  unse- 
ren obigen  Formeln  wieder  die  oberen  Zeichen  nehmen.  Mao 
rouss^also  wieder 

^      V^(a— 6)«  +  4c«  ^      V(a-A)a+4c« 

setzen«  durch  welche  Formeln  der  zwischen  0  und  360^  liegende 
Winkel  2qp  vollkommen  bestimmt  ist.  Dass  dann  aber  auch  die 
Grössen  n,  A,  B  reell  und  %'ollkomnien  bestimmt  sind,  und  dass 
fi  =  l  ist,    versteht  sich  nach  dem  Obigen  von  selbst. 

III.    <:«  — a6<0,    also   71» <l. 

Weil  ct6>c*,  folglich  ab  positiv  ist,  so  haben  a  und  fr  wie* 
der  gleiche  Vorzeichen.  Sind  a  und  6  beide  positiv,  und  ist 
also  auch  a-f  6  positiv,  so  liefert,  weil 

V(a^fr)«  +  4^«  <  «+  » 

istf  in  der  Formel  24)  nur  das  untere  Zeichen  Rir  n^  einen  posi- 
tiven Werth.  Sind  dagegen  a  und  fr  beide  negativ,  und  ist  alsp 
auch  a-t-b  negativ,  so  liefert,  weil 


V(a— fr)«  +  4c*  <  val.  abs.  (a  +  fr) 
Ist»  in'  der  F«mel  34)  nnr  das  obere  Zeichen  für  nß  einoii  po^ 
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lir«o  Wertb.  Weun  nun  aber  a  und  h  beide  positiv  «ind,  so 
iefert  in  der  Formel  25)  das  untere  Zeicben  fOr 

2c — (a  +  6)  cos  2y 
coaS^) 

inen  DegatiTen-  Werth»  fiir  A  und  ß  also  imaginSre  Werthe, 
raa  mit  dem  Obigen  nicbt  zu  rereinigen  ist.  Wenn  dagegen  a 
nd  b  beide  negativ  sind,  so  liefert  in  der  Formel  26)  das  obere 
laichen  flir 

2g^(a +  6)00829 
cos29) 

inen  positiren  Werth»  Rir  A  und  B  also  reelle  Werthe»  was 
ich  mit  dem  Obigen  sehr  wohl  vereinigen  lässt.  Da  es  nun 
her  nach  11.  verstattet  ist»  die  Coefficienten  «  und  b  In  diesem 
Uie  beide  als  negativ  anzunehmen,  so  wird  man  unter  diesem 
^ovannsetsung  in  allen  unseren  obigen  Formeln  die  oberen  Zei« 
hen  nehmen,  und  also 

o 2c  .   ^  a— 6 

cos29  =:    ^    .  ,    sin  2g) 


V(a-6«)  +  4c»'  W^^)'  +  4c^ 

•    •  .    ■" 

,  durch  welche  Formeln  der  zwischen  0  und  360^  liegende 
Winicel  2^  vollkommen  bestimmt  ist.  Dass  dann  aber  auch  die 
Grossen  n,  A,  B  reell  und  vollkommen  bestimmt  sind,  und  dass 
n<l  ist,  versteht  sich  nach  dem  Obigen  von  selbst. 

Hieraus  ergiebt  sich  nun  im  Allgemeinen  das  folgende  Resultat : 

■ 

Wenn  c  nicbt  verschwindet,  so  ist  fiBr 

c«— o6>0,    c«  — a6  =  0,    c«— a6<0 

■  I       * 

respective  ^ 

•i>l,    if=l,    n<l 

nd  der  swischen  0  und  360^  liegende  Winkel  2^  ist  immer  mittelst 
der  Formeln 

n  bestimmen,  wenn  nur,  wie  man  jederse** 
iit,  im  zweiten  und  dritten  Falle  die  Coc 
•egativ  sind,   wogegen  im  ersten  Falle  dii 
ganz  beliebige  Vorzeichen  haben  bOnoetiA- 
werden  in  allen  Fällen  mittelst  de 
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bosttmiDt. 

VoD  dem  Falle,  wenn  e=0  ist,  wird  spSterhin  die  Red 

Wenn  wir  jetit  den  Anfing  der  Ceerdinnien  in  einen 
Ae  primltlien  Ceerdinalen  p,  f  bestinniten  Pnnlct  (p^)  ▼« 
«nd  dienen  Pmkt  ein  Anfang  einen  nenen,  dem  primitiven  S3 
parallelen  Ceerdinatennyatems  annnbmen,  no  misnen  wir, 
dienern  nenen  Ceerdinatensysteme  Obenngeben»  in  der  6le 


NIr  «•  3f  reepecHre  p+x»  f -t-jf  netien,  indem  wir  der 
wegen  fie  Ceerdinatenin  dem  nenen  eder  accnndiren  Syntcn 
dnr  dnrab  jr»  y  beaeicbnen.    Dadnrcb  wird  Tnwtebende  Glei 
gebSriget  Entwickeinng:     ^ 


den  Pnnbt  {p^\  m,    dn»  seine  prw 

p^  ^  nen  uieicnMngen 


»: 


MVA  iAMf  «nr«»  Meikoäe  rnuapüMek  enimiekeiL 


m» 


We» 


Mt    M 


Wwwulm  aber  Ar  p  and  9  nor  so  lange  endlielie  TdUig 
le  Wartbe  liefern,  so  lange  ^  — «A  nickt  vecachwindet. 

dem  OUgen 
erhalten  wir  fllr  die  GrOaae 

dp  +  eq  +  f , 

wir  die  obigen  Wertbe  von  p  ood  q  in  dieee  letitere  GrOaee 
fhnihreD,  leicht  den  folgenden  Ansdmck: 

aich  nun«  wenn  wir  der  Kflrse  wegen 
--^        J  öe«  +  6«P+fc*— a6f— 2crfe 

«ö  •  •  •     «= ?zrs 

der  folgende  Satz: 

Wenn  c* — ah  nicht  verschwindet,  so  Iftsst  sich  die 

fillgemeine  Gleichung  des   zweiten   Grades   zwischen 

iwei  TerSnderlichen  GrGsseo  immer  darch  eine  blosse 

parallele   Fortrflckung    des    Coordlnatensystems    anf 

t^ie  Form 

oa:*  +  bjf*  +  2cxjf+  «  =  0 

|kringen,  so  dass  wir  also  unter  der  Voraussetzung, 
lass  tfl-^tA  nicht  verschwindet»  die  allgemeine  6l\Bi- 
ftfcnng  des  zweiten  Grades  zwischen  zwei  verinderli- 

len  Grössen  auch  immer  bloss  unter  dieser  Form  so 

itrachten  brauchen. 

§.  47. 
Wir  wollen  nun  zu  der  Auflösung  der  drei  GleiehoRgett 

«C*-(i<»+B*)(J^+K*)«f 
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\:\ 


CMbirgeh0n,'and  noterscbeiden  dabei«  indem  wir,  Wte  «etoB  Mw> 
•eit;  dtv-Fall/  ti^enn  c=0  ist,  fiir's  Erste  bei  Seite  eetse»,  wfv» 
der  die  drei  folgendeo  Fälle.  ^' 

•  ■* 

In  diesem  Falle  ist  es  nach  dem  vorhergebendeiia  Par#§^«pbs|| 
verstattet. 


'  ■        *       rf  =  Ö,    c  =  0,    f=» 


i^  •'•ä!»  J*-* 


ZU  setzen,   wodurch  die  Gleichc^igen  31)  die  folgende  Torrn  ^ 
halten :  "^ 


. » ■ 
32)    .    .    .  ^   ^  n*ÄC+(Ji«  +  JB»)F=a, 

n*C*^iA*  +  i?«)(Jr«+  F«)  «  (D. 

Aus  dea  beiden  «raten  Gieicbongen  folgt ; 


'4 


•■' 


also 


un^  folglich  vermöge  der  dritten  Gleichung: 

ll«(n«-l)C»=:— CO. 

■•  ■  .  .  . 

DiUier  babeB  wir  zur  BestimnniDg  von  C,  i,.X  die  Formeln: 


33) 


.     I 


Sollen  diese  Formeln  fOr  C,  JT,  F  reelle  Werthe  liefern«  so  muss 
o>  p^gntiv  sein.     Üass  dies  aber  der  Fall  sei,  ist  jederzeit  anyo-/ 
nehmen,  verstattet;   denn  nach  §.45.  können  im  vorliegendes  Falk, 
a  und  h  ganz  beliebige  Grossen  sein,  und  wenn  in  der  Glelchuiig. 

das  letzte  Glied  od  positiv  wSre,  so  brauchte  man  die  gegebene 
Glelch.9 

der  Curve  bloss  unter  der  Fora 


jmtA  ^tMtr  tuuem  Metkode  muüpUMeh  eiUmickeil.  \Sl 

(  «chveibtoD,  oder»  was  Dassefbe  ist,  im  Obigeo  Air  a,  bf  e»  4 
f  respeettre  ^-*-ä,  ^bt  *-€?,  — rf,  — 0,  — f  «u  setsen,  vraidMa 
ch  30) 

ae^'\^bd^  +  fc«— a6f— 2crfe 


»=— 


d^^ab 


.1 


'  ■ '  I 


cdeo,    allto  o  offenbar  dan  einen  negativen  Werth  anu^men 
Krde. 

Dto  Coerdinaten  JT,  F  werden  unendlich«  wenn 

L     Da   abtt  diese  Gleichung  in  die  beiden  Gleichungen 

J  =  0,    Ä  =  0 

tftlit,    80  BifiMte  wageti  der  Gleichung  > 

n'^AB=c 

6)    offenbar  c=0  sein,    welcher  Fall  von  uns  ausgeschlossen 
»rden  ist.    Also  kann  nicht 

io «   und  Xt  F  werdet!  daher  nicht  unendlich. 
Wenn   a)  =  0  ist,    so  iierern  die  Formeln  33): 

c=o,  jr=o,   ?'=o, 

»von  nachher  weiter  die  Rede  sein  wird. 

Wenn  o^a fst,  ist  nach  30),   weil  c>— aA>0  ist,  mit  Be- 
ehuDg  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander 

ae«  +  M«+fc*— nftf— 2crf«  ^  0; 

pd  OTeUiit>l  ist«  überhaupt  aber  n,  A,  B,  C,  X,  F  endliche 
niig  bestimmte  reelle  Grossen  sind,  so  ist  im  vorliegenden  Falle 
lenbar  die  Curve  im  Allgemeinen  eine  Hyperbel ,  worin  auch  die 
oppelten  Zeichen  in  den  Formeln  33)  ihre  unmittelbare  Erklärung 
ndoDy  weil  die  Hyperbel  bekanntlich  zwei  Directri' 
Irenopnnkte  hat  Wenn  n  =:  0  und  wie  vorher  et 
»  ist  nach  30)  * 

a««  4^  6i2* -f  fe'— o&f — %!(fs = O^i-^d 

■d  ••  ist  wie  frfiher  ii>l,   und  n,  A,  B.  ^    " 
banpt  endliche  vOlBg^  bestimmte  reelle.  Q 
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diesem  Falle  nach  dem  Obigen  C=0,  JTesO,  KsO^  aleo  die 
Gleieining  der  Directnx  im  zweiten  Ceordinateneyeteide 

Ax^^By  —  ü 

ist,  wodurch  eine  durch  den  Punkt  {pq)  gebende  Gerade  charak* 
terisirt  wird,  und  weil  mit  dem  Punkte  {pq)  auch  der  im  sweltea 
Coordinatensystem  durch  die  Coordinaten  JTs^Oy  F=0  bealiiiiaite 
Punkt  zusammenfallt;  so  erhellet  mittelst  einer  ganz  einfacbea 
geometrischen  Betrachtung  auf  der  Stelle,  das«  im  TorliegeiideB 
Falle  die  Hyperbel  in  etn  System  zweier  durch  den  Punkt  (fiy) 
gehender  gerader  Linien  degenerirt»  wie  dies  aus  dem  allgeoMi- 
nen  Begriffe  der  Kegelschnitte  in  $.  1.  sogleich  folgt»  weil  kte 
der  Brennpunkt  in  der  Directrix  liegt  und  die  Charakteristik  grte- 
ser  al^  die  Einheit  ist. 

Deberhaupt  ergiebt  sich  aus  dem  Vorbergelienden   das  fei- 
gende Resultat: 

Wenn  c  nicht  verschwindet  und 

c*  —  a6  >  0 

Ist,  80  stellt  die  Gleichung 

air«  +  6y«+2ca:y+2Ar  +  2ey  +  f=0 

eine  Hyperbel  oder  ein  System  zweier  sich  schneidenden  gera- 
den Linien  dar,  jenachdem 

a««  +  6rf«+fc«— a6f-2«fe  ^  0 

oder 

oc«  +  ftrf»  +  fc*  —  a6f-  2cife  =  0 
int. 

IL    c«  — a6  =  0,    «=1. 

in  diesem  Falle  nehmen  die  Gleichungen  31)    die  fnlgendeb 
nKnilich  ihre  ursprüngliche  Gestalt  an: 

»!)....<{  ÄC+(^  +  J?«)F=«, 

Aus  den   beiden  ersten  Gleichungen  folgt: 

y     d'^ AC      -, s— ÄO,  '  • 

"^-aMTS*'     ^^tb**     


•■•' 
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•ich 

falgiich  nach  dem  Obigen 

2(rf^  +  eg)C-(iP+€«)_^ 

fgiabt»    Bo  daee  man  also  sur  Bestimmung   von    C,  A,  F  die 
fb%codeii  Fonnelii  hat: 

36) 


Dicht 

■an  kann,  ergiebt  sich  unter  der  Voraussetzung ,  dass  e  nicht 
▼arschvrindet,  wie  in  I.,  und  die  vorstehenden  Formeln  liefern 
also  für  'C9  JT.  Fso  lange  endliche  vuHig  bestimmte  reelle  Werthe, 
•o  lange  nicht 

dÄ-^-eB^Q 

\  ist,  HO  daaa  wir  also  diesen  letzteren  Fall  jetzt  besonders  betrach- 
teo  müssen. 

ZaTSrderst  wissen  wir  aus  §.  45.,  dass  a  und  b  negative  Gf<(8- 
■en  sind,  und,  weil  a  =  l  ist,  so  sind  die  Gleichungen  6): 

^  =  —  6,    Ä>  =  — a,    AB  —  e. 

.  Also  ist»  jenachdem  e  positiv  oder  negativ  ist,  mit  Beziehung  der 
oberen  aod  unteren  Zeichen  auf  einander : 

^=JbV"^^,  B-±>r^a  oder  A-h^^^b,  Ä  =  TV^^. 
Wegen   der  Gleichung 

dA'\^eB  =  0 
Ist  also»   weoD  e  positiv  ist: 

and  wenn  e  negativ  ist,   so  int 

ThmU  XXXL  \z 
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Wenn  man  also  im  Folgenden   immer  die  oberen  oder  ontaiae 
Zeichen  nimmt,  jenaobdem  c  positiv  oder  negativ  iet,  eo  Ist: 

folglich : 

und  die  su  discatirende  Gleichong 

Ifisst  sieb  also  nnter  einer  der  beiden  folgenden  Formen: 


V— a 


V^ 


V— 6 


oder 


V^ 


v^ 


-«•— 6y«T2V^.V-6.^yJ:2e-7^=a:— 2«f-.f  =  0; 


al^o  unter  einer  der  beiden  folgenden  Formen: 
2rf  

(jrV^TyV^)«±:^;^(xV^TyV^)-f=0 

darstellen.    Da  sich  diese  beiden  Gleicbungen  in  Bezog  A«f 


als  onbekannte  GrOsse  wie  quadratische  Gleichungen  anfUten 
lassen,  so  ist  klar,  dass  im  Torliegenden  Falle  die  zu  discutirend« 
Gleichung  im  Allgemeinen  zwei  parallele  gerade  Linien,  die  aber 
auch  zusammenfallen  kOnnen,  darstellt,  oder  gar  keine  geoae- 
trlsche  Bedeutung  bat,  jenacbdem  die  Wurzele  der  obigw 
dratlschen  Gleicbimgen  reell  oder  imagiolr  sind. 


nt^k  Hmtr  neuim  Meikode  ünai9ii»ek  eniwtckeii,  lil5 

Im  AUgemeiaen  ergiebt  sich  hiaraas  da«  folgende  Resultat: 
Weqn  e  nicht  verschwindet  und 

ist«   so  stellt  die  Gleichung 

I 

in  welcher  wir,  wie  es  verstattet  ist,  a  uod  6  als  negativ  anneh- 
aso.   eise  Parabel  dar,  wenn  nicht 


miL     "Wenn  alier 

dA-i-eB^O 

ist»  ^to  stellt  die  obige  Gleichung  zwei  parallele  gerade  Linien, 
die  aach  BisamnienfaUen  kdnnen«  dar,  oder  hat  gar  keine  geo* 
metriscbe  Bedeutung»  jenachdem  die  Wuneln  der  qaadratiseben 
GIricbuDgen 


is   denen   man  die  oberen   oder  unteren  Zeichen   nehmen   muss, 
jenachdem  c  positiv  oder  negativ  ist,  reell  oder  imaginär  sind. 

t 

t 

Hl.    cs-a6<0,    n<]. 

In  diesem  Falle  ist  es  wieder  verstattet,  in  den  Gleichungen  31) 

d  =  0,    e^O,    fse 

! 

an  nefnen,  wodurch  dieselben  die  folgende  Gestalt  erhalten: 

i  nC-~iA*  +  B*)(X*+t'*)=:w; 

\ 

gßn*  «He  hl  1.  eriialten  wir  aua  diesen  Oleichnngen : 


_       .t/"___«_       y_        »*^g        y_     _n*BC 
ST)    Csi±yi  ««(I— ««)•    ^-~^  +  Ä«'     ^ A*>B»* 


\»* 
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Sollen  diese  Formeln  flir  C^  Xj  Y  reelle  Weribe  lieferü,  wm 
m  positiv  sein,  wobei  wohl  kaum  nocb  besonders  erinnert  m 
den  braucbt,  dass  in  diesem  Falle  a  und  6  als  negativ  voraoege*^ 
setzt  vr erden.    Dass  nicht 

sein,  und  also  ^and  F  nicbt  onendlicb  werden  kSnnen,  wird  gans 
wie  in  1.  bewiesen. 

Wir  wollen  nun  den  Fall  betrachten,  wenn  m  aegathr  odv 
m  <  0  ist.    Weil  die  gegebene  Gleichung 

€ia:*+6^*-f  2cj:y -f  «0^0  i  i 

ist,  so  ist 

aa:*  +  6y*-f  2ca:y=:  —  eo. 

Hieraus  erhellet  savOrderst,   dass  keine  der  beiden  GrSssen  x,  i 

verschwinden  kann;   denn  verschwinde  etwa  y,  so  wäre 

j 
ax*=:  —  (0, 

folglich  a.T*  positiv,  was  ungereimt  ist,  weil  a  negativ  iet.  Fei 
ner  erhellet  aus  der  obigen  Gleichung,   dass 

folglich 

2cj7y>  —  £M?*-^6y* 

ist.  Weil  — ax'^  —  by^  eine  positive  Grrisse  ist,  so  ist  anck 
2cxy  eine  positive  Grosse,  und  c  und  xy  haben  daher  immei 
gleiche  Vorzeichen,  weshalb  wir 

setzen,  und  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nehmen  wollen,  ja- 
nachdem  das  nicht  verschwindende  c  positiv  oder  negativ  Ist,  we 
dann   db  c  und    Jt  xy   stets   positive   Grössen   sind.     Weil  mm 

c*  — a6<0  ist,  so  ist  ab'^c^,  also  Vo6>i:C,  und  folglich  nach 
dem  Obigen  ±2«y  Vö6>  —  «r«— Ay»  oder 

-  IM?«  ~ «y«T2a:y  Vtfft  <  0, 
oder 

(«V^:::i)H(»V^^)*T2a:V=^.»V^:i6<fi,    . 

also 


titcä  einer  neuen  Meiktpde  analytisch  enhöickeit. 


1»7 


wa«  oiig^raiiDt  ist,  jitsofern  x  uod  y  reelle  GrOssen  sein  sollen. 
Abo  kat  im  vorliegendeD  Falle  die  zu  discutirende  Gleicbang  gar 
kciae  geometritiche  Bedeutung. 

Für  0=0  ist 

oder 

2cj:3f  =  —  aar*—*  Ay*, 
oder  wie  verlier 

Neu  iet  aber  Va6>  J:C,  also 


•der 


—  oo:«— *y«1^acyVa6<0, 

(jtV^TyV^)«=0    oder   (a:V^TyV^)«<0, 

jeaeehdeni  eine  oder  keine  der  beiden  GrGssen  x,  y  verscbwin- 
iet    Da  das  Letztere  ungereimt  ist,  so  bleibt  bloss  die  Gleicbung 


(jrV^^TyV^=^)«  =  0    oder   ar V=:üTy  V^  =  0, 

welebe  der  Voraosseteung  entspricht ,  dass  eine  der  beiden  Gr5s- 
■M  X,  y  verschwindet.  Dann  verschwindet  aber  vermGge  dieser 
flMdhnng  auch  die  andere  der  beiden  Grössen  x^  y^  da  keine 
dar  beiden  Grössen  a,  6  verschwindet,  weil  ab'^d^  ist,  und  e 
riebt  verschwindet    Hieraus  ergiebt  sich,  dass  die  Gleicbung 

««•  +  4y'  +  2ca:y  =  0, 

Voraussetzung  reeller  Werthe  von  x  und  y^  nur  erföllt  wird, 
X  and  y  beide  verschwinden,  so  dass  also  in  diesem  Falle 
''a  SB  diecotirende  Gleichung  bloss  den  Punkt  {pq)  darstellt 

UoberleKt  man  nun,  dass,  weil 

c*-a6<0 
idb  SO),  wenn 
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if«t,  respective 

ae«  +  6i^  +  fc« — ci6f  —  2crfc  <  0, 
ae*  +  6rf«  +  fc» — a6f — 2ci{«  >  0, 

ist,  80  ergiebt  sich  gaiu  UDXweideutig  im  Allgemeinen  das  fol- 
gende Resultat 

Wenn  c  nicht  verschwindet  und 

c*  — o6<0 

ist,   so  stellt  die  Gleichung 


.». 


in  welcher  wir,  wie  es  verstattet  ist,  a  und  6  als  negativ 

men,  eine  Ellipse  dar,   oder  hat  gar  keine  geometrische  Bede«* 

tung,  oder  stellt  nur  einen  Punkt  dar,  jenachdem 


oder 


oder 


ist 


oe*+  6il»  +  fc»-  a6f-*2cc76  <0, 
ae*  +  ftrf«  +  fc*—  a6f  —  "Icde  >  0, 


ae«  +  6d«  +  fc*— a*f— 2eife  =  0 


$.  48. 

Wir  wollen  nun  den  Fall  hetrachten,   wenn  c=0  ist,   wQbei 
wir  wieder  die  drei  Fälle 

c«-a6>0,    c*— a6=sO,    <^— a6<0; 

nämlich  die  drei  Fälle 

-.a6>0,    — o6  =  0,    — a&<0 
oder 

aA<0,    a6=:0,    aft>0 
unterscbeiden. 

Die  drei  Gleichungen  6)  sind  in  diesem  FaDe: 

(n«-l)il«— B«=Ä. 

38) {  (ii«-l)Ä«-^«  =  6, 

ii«ili7=sO. 
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1.    a6  <  0. 

In    diesem  Falle  haben  a  und  b  utfglelcbe  Vorxeichen  und 
keine  dieser'  beiden  GrOaeen  kann  verscbwinden. 

Wenn  a  negativ  und  6  positiv  ist,  so  setze  man 

'  A  =  0, 

wodurch  die  dritte  der  Gleichungen  38)  erf&llt  wird,  und  die  bei- 
den ersten  Gleichungen  werden: 

sich 


crgtebt»  md  offeDbar  ii>l  Ut    Auch  ist 

■od  verschwindet  also  nicht 

Wenn  a  positiv  und  6  negativ  ist>  so  setse  man 

B  =  0, 

wodnreh  die  dritte  der  Gleichungen  38)  erfflllt  wird,  und  die  bei- 
den ersten  Gleichungen  werden: 

—  i<«  =  6,    (ii«-l)i<«=o; 
worane  sieb 

aleo: 

40)    .    .    .  11=^^^,    il=±V^,    Ä  =  0 

ergiebt    Auch  ist 

«od    ▼ersehwindet  also  nicht. 

Femer  ergiebt  sich  nun  ganz  auf  dieselbe  Art  wie  in  {.  47«  L 
ebne  eine  Besiehuog  der  folgenden  Zeichen  auf  die  vorhergehenden: 
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41) 


welche  Formeln,  Insofern  co  negativ  bt,   wae  man  iminer  ana- 
nehroen  sich  berechtigt  halten  darf,  f&r  C,  X,  F  endliche  reeljb  ; 
v5Hig  bestimmte  Werthe  liefern.    Ueber  den  Fall  o>  =  0  int  Das- 
selbe zu  bemerken  wie  In  {.  47. 1. 

V^ir  erhalten  daher  den  folgenden  Satz: 
Wenn  c  verschwindet  und 

a6<0 
ist,   so  stellt  die  Gleichung 

«p*  +  6y*+2ca:y+2iia:  +  2«y  +  f=0 

eine  Hyperbel  oder  ein  System  zweier   sich  schneideirden  gera- 
den Linien  dar,  jenachdem 

11««+ M«+ fc«— o6f  -  2cd«  ^  0 

oder 

<i«*+6iP+fc«  — a6f— 2cd«  =  0 
ist. 

II.    aft=0. 

Die  GrSssen  a  und  6  verschwinden  entweder  beide  oder  es 
verschwindet  nur  eine  derselben. 

■ 

Wenn  a=:0,  6=0  Ist,   so  ist  die  zu  discutirende  Gleicboi^ 

dx  -{-ey  -k-  f=0 

und  stellt  also  eine  gerade  Linie  dar. 

Wenn  <i  =  0  und  nicht  6=0  ist,  so  setze  man 

n  =  l,    Ä=:0. 

Dann  sind  die  erste  und  dritte  der  Gleichungen  38)  erf&Ut,  und 
die  zweite  Gleichung  wird 

il«=~6,    folglich  ilÄjtV^^. 

^iimmt  man  also,  %Tas  offenbar  verstattet  ist,  6  als  negativ  an,  eo 
liefern  die  Formeln 


42)    •    .    .    .    n  =  l,    i<=dbV— 6,    Ä=0 
iüT  n,  Af  B  endliche  reelle  v5llig  bestimmte  W^ertfae. 
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Wenn  nicht  a  =  0,  aber  6  =  0  ist,  «o  setze  man 

11  =  1,    A=0. 

Dann  «bd  die  swelte  nod  dritte  der  Gleichungen  38)  er  Rillt,  und 
die  erste  Cleichaog  wird^ 

fi»=~a,    folglich  Ä=r±V^. 

Kimmt  naii  also,   was  offenbar  veratattet  ist»  a  als  negativ  an, 
eo  Befem  die  Formeln 


43)     ...    .    «=1,    il=0,    Ä==±V— a 

filr   u,  A^  B  endliche  reelle  v5llig  bestimmte  Werthe. 

Dass  in  |[einem  dieser  beiden  Fälle  A^  -^  B^  verschwindet, 
ist    klar. 

Femer  eriillt  man  ganz  wie  in  §.  47.  II. 

**^     *'""       2ldA+eB)       •    ^""il^+Ä«'     '^""^  +  Ä«* 

und  diese  Formeln  liefern,  wenn  nicht 

dA  +  eB::^Q 

t9t ,  für  C,  X,  Y  endliche  reelle  vSlIig  bestimmte  Werthe. 
Den  Fall,   wenn 

dA-{-eBz=^Q 

ist«   müssen  wir  nun  besonders  l>etrachten. 

Wenn  a=0  ond  nicht  6=0  Ist,  so  ist  nach  dem  Vorhergebenden: 

A=±>f^:ri,    Ä=0; 

and  vregen  der  Gleichang 

dA^'eB=a 

iet  folglich  il:=0;  ahio  ist  die  zu  discntirende  Gleichang: 

6y»+2ey  +  f=:0, 

nod  sfellt  daher  zwei  der  Axe  der  x  parallele  gerade  Linien,  die 
n^j^fc  aosammenfallen  können,  dar,  oder  hat  gar  Icelne  geometrische 
Bedeutung,  jenachdem  die  Wurzeln  der  vorstehenden  Gleichang 

reell  oder  imaginftr  sind.  ' 

i 

Wenn  nicht  a  =  0,   aber  6  =  0  ist,    so  ist  nach  dem  Voi^ 
hergeheDdeo 
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and  wegen  der  Gleichung  ^  j 

ist  folglich  «  =  0;   also  ist  die  zu  disculirende  Gleichung: 

aa:*  +  2rfar  +  f=0, 

und  stellt  daher  swel  der  Axe  der  y  parallele  gerade  LlnlcfD,  dts 
auch  zusammenfallen  kOnnen,  dar,  oder  hat  gar  keine  geooMtrifldie 
Bedeutung,  jenachdem  die  Wurzeln  der  vorstehenden  Gleiebwf 
reell  oder  imaginär  sind. 

Bieraus  ergiebt  sich  der  folgende  Satz: 

Wenn  c  verschwindet  und 

ist 9  so  stellt,  wenn  a  und  b  zugleich  verschwinden,  die  Gleichung 

eine  gerade  Linie  dar.  Wenn  aber  a  und  b  nicht  sugteich  ver- 
schwinden, so  stellt  diese  Gleichung,  in  welcher  wir,  wie  es 
verstattet  ist,  a  und  b  als  negativ  annehmen,  eine  Päl'abel  dar, 
wenn  nicht 

ist;  wenn  dagegen 

dA^eB^9 

Ist»  so  stellt  die  obige  Gleichung  zwei  der  einen  der  beiden  Coor- 
dinatenaxen  parallele  gerade  Linien,  die  auch  znsanniieiifalleB 
können,  dar,  oder  hat  gar  keine  geometrische  Bedeutung. 

m.    06  >0. 

In  diesem  Falle  haben  a  und  6  gleiche  Vorzeichen,  und  kripe 
dieser  beiden  Grossen  verschwindet.  Offenbar  ist  es  verstattet, 
dieselben  beide  als  negativ  anzunehmen. 

Setst  man  nun 

so  Ist  die  dritte  der  Gleichungen  38)  erfüllt,  und  die  beiden  efaten 
Gleichungen  werden: 

-Ä«  =  n,    (n«-l)B*  =  6; 
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wormos  «ich 

albo: 


Setst  man 

so  ist  die  dritte  der  Gleichungen  38)  erRlllt,  und  die  beiden  ersten 
GieichiiDgen  werden: 

sich 


4«)    .    .    .    n  =  ^^.    il=±V^,    Ä=0 

«rgiebt 

V^dl  a  and  b  gleiche  Vorzeichen  haben,  so  hallen 

a — 6        .    b — a 

und    — -r-  • 

a  b 

hmotem  diese  GH^ssen  nicht  beide  verschwinden,  welchen  Fall 
wir  flir'e  Erste  bei  Seite  setzen  wollen,  angleiche  Vorzeichen,  and 
die  eine  derselben  ist  alse  jederzeit  positiv,  weshalb  lüso  immer 
•Dtweder  die  Formeln  45)  oder  die  Formeln  4ß)  (Ür  n,  A^  B  end- 
liche reelle  v5llig  bestimmte  Werthe  liefern.  Dass  immer  n  <  I 
ist  und  A^+B^  nicht  verschwindet,  erhellet  aus  den  obigen  For^ 
nelo  von  selbst« 

Femer  erhilt  man  nvn  ganz  wie  in  §.  47.  DL,  ohne  Beziehang 
iler  folgenden  Zeichen  auf  die  vorhergehenden : 

welche  Formeln,- wenn  lo  >  0  ist,  für  C,  X,  JK ^endliche  reelle 
▼Qliig  bestimmte  Werthe  liefern.  .,..i 

Die  Gleichung 


\ 
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wird  im  vorliegenden  Falle»  <vo  er^O  i«t: 

und  Iftsfit  sieb,  wenn  i»>0  ist,  offenbar  auf  folgenden  Ausdrock 
bringen: 


(sfl)'<^='- 


stellt  abo  in  dem  Falle,  wenn  a  =  6  ist,  einen.  Kreis  di^.  , 
Wenn  co  <  0  ist,    so  bat  die  Gleicbung 

oder  i 

I 

wo  die  GrOsse  auf  der  linken  Seife  positiv  ist^  die  GrSsse  aaf 
der  recbten  Seite  negativ  ist  und  nicbt  verscb windet,  olenbar 
gar  k^ine  geometriscbe  Bedeutung. 

Wenn   i»  =  0  ist,   so  gebt  die  Gleicbung 

iw:*  +  fty*  -I-  (0  =s  0 
in  die  Gleichung 

über,  und  wird  daber,  weil  die  nicbt  verscbwindenden  GrSssen 
m'9  6  gleiche  Voraeichen  haben,  nur  durch  die  reellen  Werthe 
x=^0,  y  =  0  erfallt,  stellt  also  bloss  den  Punkt  (pg)  dar. 

Hieraus  ergiebt  sich  der  folgende  Satz: 

Wenn  c  verschwindet  und 

aft>0 

ist,  so  stellt  die  Gleichung 

flÄ*+ 6y*+2cary  +  2rfa:  +  2«y  +  f  =sO, 

in  welcher  wir,  wie  es  verstattet  ist,  a  und  b  als  negativ  anneb- 
nien,  eine  Ellipse  oder  einen  Kreis  dar,  oder  hat  gar  .keine  gevi* 
metrische  Bedeutung,  oder  stellt  nur  einen  Punkt  dar,  jenachd 

«6«  +  Arf*  f  (c*--  flftf — 2crfe  <0, 
oder 

ae*  f  6rf«  +  fc«  —  aftf  —  2crf6  >  0, 


mick  einer  mnem  MeäMe  mmifßUMek  etUmtekeli.  S05 

oder 

i«t. 

9.  49. 

A08  allen  im  Vorhergehenden  angestellten  Betrachtnngeo  er- 
giebt  sich  im  Allgemeinen,  dasR  jede  Gleichimg 

das  xweiten  Grades  zwinchen  swei  verinderlichen  Gruseen  bloea 
eatweder  einen  Kegelachnitt  mit  Einschiusa  des  Kreises»  oder 
ein  System  sweier  sich  schneidenden  oder  einander  parallelen 
geraden  Linien»  oder  nur  eine  gerade  Linie,  oder  nur  einen  Punkt 
darstellen  j  oder  auch  gar  keine  geonietriscbe  Bedeutung  haben  kann. 

Zaglelch  liefert  das  Vorhergehende  die  Formeln,  welche 
erforderlich  sind,  um  fflr  jeden  durch  die  obige  Gleichung  darge- 
stellteii  Kegelschnitt  bloss  aus  deren  Coefficienten  die  Charakte- 
ristik »  die  Direcirixen  und  die  Brennpunkte  mit  möglichster  Leich- 
tigkeit bestimmen  zu  können. 


Polar-Gleichung  der   Kegelschnitte. 

$.  50. 

Wir  wollen  den  Brennpunkt  (fg)  als  Pol  annehmen.  Ist  nun 
lanji)  ein  beliebiger  Punict  des  Kegelschnitts,  so  soll  r  den  von 
dem  Brennpunkte  nach  diesem  Punkte  gezogenen  Vector  bezeich- 
nen ;  nnd  denken  wir  uns  dann  durch  den  Brennpunkt  ein  dem 
primitiven  Coordinatensysteme  paralleles  neues  oder  secundäres 
Coordinatensystem  gelegt ,  so  soll  <p  den  von  dem  Vector  r  mit 
dem  poHitiren  Theile  der  ersten  Axe  dieses  neuen  Coofdinaten 
Systeme  eingeschlossenen  Winkel  bezeichnen,  indem  wir  diesen 
WInkcA  vwk  dem  positiven  Theile  der  ersten  Axe  des  neuen 
CSoofdioatensyetems  an  durch  dessen  Coordinatenwinkel  hindurch 
oder  nach  dem  positiven  Theile  der  zwdten  neuen  Coordinaten* 
}  bin  von  0  bis  360^  zählen.    Dies  vorausgesetzt,  ist  allgemein: 


ffdgiich 
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2) r=V(«-/^«  +  (y-^)«. 

Die  GleichuDg  des  Kegelschnitts  ist  nun  nach  §.  5. : 


3)    ii(ilr  +  Z^+C)=±\^(J«  +  Ä«)Kj:-./)«+(y-^)*l, 

wo  man  filr  die  Parabel»  fär  die  Ellipse  and  den  ersten  Zweig 
der  Hyperbel  das  obere  oder  untere  Zeichen  nehmen  muss,  je- 
nachdero  die  Grosse 

Af+Bg  +  C 

positiv  oder  negativ*  ist,  für  den  zweiten  Zweig  der  Hyperbel  da- 
gegen das  untere  oder  obere  Zeichen  zu  nehmen  hat,  jenachdeM 
die  GrOsse 

Af+Bg+C 

positiv  oder  negativ  ist.  FGhrt  man  in  diese  Gleichaog  flir 
X,  y  und  r  ihre  Werthe  aus  1)  und  2)  ein,  so  erhält  man,  immer 
mit  derselben  Bestimmung  wegen  der  Zeichen  wie  vorher: 

n\Af+Bg+C+T(Aco8ip+BBii\q>)\  =  ±rVA^+B^. 

also: 

^) 

n(Af^  Bg+C)=:± r| V  A^+  B*  T n(ilcos9  +  Äsing>)) 
oder: 

1_  ^  A^+B^  iicosy  +  ^siny 

^^  •  •  •    T-^niAf+Bg  +  C)  Af+Bg  +  C    \ 

Nach  IV.  1)  ist  die  Gleichung  der  Aze  des  Kegeischnitt»: 

6)  .  .  Ä(ar— /)-il(y— 5r)=0   oder  y-g^^ifl^-^f)^ 

Bezeichnen  wir  also  den  180^  nicht  fibersteigendea  WiEkel,  wf4* 
chen  der  auf  der  positiven  Seite  der  ersten  Axe  des  durch  daa 
Brennpunkt  gelegten  secundAren  Systems  liegende  Theil  der  Axe 
des  Kegelschnitts  mit  dem  positiven  T  heile  dieser  ersten  Aiw  «len 
secundftren  Coordinatensystems  einschliesst,  durch  o,  se  ist 
den  liohren  der  analytischen  Geometrie  bekanntlich : 

7)  ....      -^=tangco   oder   il  sin  o»  =  jBcos  o« 
Also  ist 


mmck  eimr  mu(m  Metkode  mmipUeek  enHrtekeiL  ffff 

Acom0p  +  Bmnfp^= — ^ ^-^ ^  =5 ^ ^ 


cos«  OMI< 


B(co9neoBfp-^a\n  malngf) Bcos(m—q>) 


Binm  siDo      ' 


und  folglich  nach  S)  die  Gleichung  des  Kegebchoitte : 

^     r—*ii(4/'+l%r+C)~(^r+Ä^+C)  CO.  »*••<"-•»•> 

oder 

1 V^-t-  B*         B 

«      r  —  *  n{Af^  Bg\Q-  (Ar+Ag+  (?)«n«.*~^"~«'>- 

Setxen  wir  also  der  Kflrze  wegeo: 


10)     { 

^ ^^ g         ^    , 

.    ""      (il/*  +  Ä^r+C)  cos  CO*"       (^/Tl^TcySna 

wo  die  Grossen  A  und  V  Constaoten  sind ;   so  ist  die  Gleichung 
des  Kegelschnitts: 

11) *=il  +  )Jcos(a— 9) 

qder: 

12) r=|il  +  )Jcos(»— 9)1-1. 

Die  Constanten  A  und  T$  rofissen  wir  nun  etwas  genauer  be- 
trachten. 

Weil  man  in  dem  Ausdrucke  von  A  in  10)  ffir  die  Parabel, 
Ar  die  Ellipse  und  den  ersten  Zweig  der  Hyperbel  das  obere 
oder  wintere  Zeichen  nehmen  muss,  jenachdem  die  Grösse 

Af+Bg+C 

peeifiT  oder  negativ  ist»  dagegen  flir  den  sweiten  Zweig  der  Hypet* 
IM  das  untere  oder  obere  Zeichen  zu  nehmen  hat«  jenachdem  die 
CrMse 

Af  +  Bg+C 

positiv  oder  negativ  ist,  so  ist  offenbar  die  Constante  4  IBr  die 
Planbel,  die  EUipse  und  den  ersten  Zweig  der  Hyperbel  stets 
f  sHtv»  Ar  den  aweiten  Zweig  der  Hyperbel  ateta  n^cjitin« 
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Verglekheo  wir  nuo  die  Constanten  Ü  und  S  rüGloilchtllch 
ihrer  abeolateo  Werthe  mit  einander,  so  ist: 

„ ^ i^> 

""  (Af-^Bg  +  Q«co8  a«  ~  (il/'+Ä5r+ C)«»ini»» ' 

also,  weii  nach  dem  OlMgen 

A^-t-  B^ = i<«(l  +  tang  »*) = Ä«(l  +  cot ««) 
oder 

^  cos  «■      sin  ©■ 

ist: 

j ^* B^  

^  ""ii«(il/'+^+  C)«cosw«""ii*(4/^+Äsr+€)«sinm«* 

''*~(iV+  Äy + C)*cos  »•  —  (i4/'+  IKy  +  C)«sinai« ' 
folglich : 

14)    ...    .       il»  =  T    oder   )5«  =  n«iP. 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass  flir 

n  =  I,  n  <1,    n  >  1 
respective 

oder  dass  fOr  die 

Parabel,    Ellipse,    Hyperbel 
respective 

▼al.  abs.  A  =  val.  abs.  H ,    val.  abs.  A  >  val.  abs.  1$ , 

val.  abs.  A  <  val.  abs.  H 
ist. 

Man  kann  der  Polar -Gleichung  11)  oder  12)  noch  eine  efiras 
andere  Gestalt  geben,  wodarch  die  Consf ante  ]9,  die,  im  Obigen, 
wie  sich  nachher  zeigen  wird,  positiv  ond  negativ  sein  Icann,  stets 
positiv  wird.  ••        -*-.  ;■         -•*.•.•  '  *• 

Zn  dem  Ende  wollen  wir  den  Winkel,  welchen  der  von  dem 
Brennpunkte  {fg)  nach  dem  diesem  Brennpankte  sunSchst  li^;««i'deH 
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Seheitel  (fg')  bin  gellende  Tbell  der  Axe  des  Kegelschnitte  mit 
dem  positiven  Theile  der  ersten  eecandiren  Coordinatenaxe  ein« 
aehlieasty  indem  wir  diesen  Winkel  von  diesem  positiven  Theile 
der  ersten  secundSren  Coordinatenaxe  an  durch  den  secundfiren 
CiiordiDatenwinkel  hindurch  von  0  bis  360^  zSblen,  durch  S  be« 
leichnen,  und,  indem  wir  bemerken,  dass  nach  l\.  14*) 

nA(Ar+Bg  +  C) 

15)  .     ...     \ 

_     nB(Af+Bg+0 

^     ^—"^  (n  +  I)(/l«+Ä«) 

ist»  nod  die  Entfernung  des  dem  Brennpunkte  (fg)  snnächat  lie- 
geoden  Scheitels  (/*V)  ^^^  ^^™  Brenil^unkte  (fg)  durch  ^  be- 
sdchoen,  die  beiden  folgenden  FSlIe  unterscheiden. 

,  Wenn  der  Scheitel  (fg*)  auf  der  positiven  Seite  der  ersten 

' ^ndSren    Coordinatenaxe  liegt,    so    ist    o>=€5,    und    folglich 

10): 


IS)    »=-  "^ 


(Af+Bg+QcoBQ'^      (Äf+Bg+C)Mnü' 
Ofenbar  ist  allgemein 

/'  — /"ss^cosö,    ^^^=:^8infti, 

«ed  folglich,   weil  in  dietnem  Falle  q  zwischen  0  und  180®  liegt, 
also  sino  positiv  ist,    auch  g' — g  eine  positive  GrDsse,    woraus 
^  ^eh  nach  der  zweiten  der  Formeln  16)  ergiebt,  dass  das  Product 

BiAf+Bg^C). 

also   anch  der  Quotient 

B 

Af+Bg+C 

rnrnfsM^p   folglich  nach  16),    weil  sinc5  positiv  ist,   die  Constante 
9  positiv  Ist 

Wenn  der  Scheitel  (f*g')  auf  der  negativen  Seite  der  ersten 
lodlren  Coordinatenaxe  liegt,   so  ist  offenbar  o>  =?  o  —  ISO®, 
cosfli  =  --cosc5,  sin(»= — sinQ  und  folglich  nach  10): 


A B 

■•*>  •  •  ^^(Ay+Sg+C)toBA^(Af+Bg+OaüS' 

Ogsabar  ist  auch  in  diesem  Falle  allgemein 

nrheU  XXXL  14 
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und  fblglich,  weil  in  dieseini  Talle  ^  zwischen  180^  und  900 
Hegt,  also  sin  25  negativ  ist,  auch  y'  —  y  eine  negative  6r588(( 
woraus  sich  nach  der  zweiten  der  Formein  lj5)  ergiebt,  daas  di 
Product  .  '       .  ■ 


.  >     .  • 


folglich   auch  der  Quotient 

positiv,    folglich  nach  16*),    wßil  sino  negativ  ist,   die  Constanl 
»  nigätiv  ist.  .     ■  '.  •  h 

In  beiden  Pälleo  ist  also -offenbar : 


..  ■!    . 


eine  positive  Grosse. 

Nun  ist  aber  \m  ersten  Falle 

cos(a)  —  yj  =  cos(5— <p), 

und  im  zweiten  Falle 

t.     ■  •     . 

.    cos((a — 9)s=cos(ö.— y  — lßO^==  — cos(ö— 9>), 


.  1- 


•  -1 


^1  • 


also  nach  diem  Obigen  offenbar  in  beiden  Ffillen 

.    >  ■  0-  . 

=  -(^/+  Äi,+  C)  sin  5*^°' <"-»•>' 


"         •  ,      . 


folglich  in  beiden   Fällen  die  Polar -Gleichung  des  KegeJaeiuütl 
nach  12): 


17)  .  .  ;   f»(JI  ^ 


und  setzen  wir  also:  '..     i    .     >  -     '...4'ii-ij 


•  / 


m 


maek  thur  neuem  Metikode  mtalytfteh  enMekelt, 


?11 


»'=- 


^  9 


(Af+  Bg  +  C)  cos  o  ""      (/!/'+  Ä^  +  C)  sin  5 

WO  für  die  Parabel»  Rir  die  Ellipse  ond  für  den  ersten  Zweig  der 
Hyp^bal  i^m  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist;  jenach-- 
dem  die  GrOsse 

Af+Bgi^C 

positiv  oder  negativ  ist,  dagegen  ßir  den  zweiten  Zweig  der 
Hyperbel  das  untere  oder  obere  Zeichen  genommen  werden  muss, 
jsoackdem  die  GrDsae 

Af^  Bg+C 

positiv  oder  negativ  ist;  so  ist  die  Polar- Gleichung  des  Kegel- 
scboUto: 

19) r  =  tÄ  +  »'eo8(ö— 9)H. 

Ffir  die  Parabel»  fär'die  Ellipse  und  den  ersten  Zweig  der 
Hyperbel,  ist  ü  positiv,  f3r  den  zweiten  Zweig  der  Hyperbel  ist 
J  BOgativ;  dagegen  \$tt  ]}'  immer  positiv.  Ffir  die  Parabel,  Ellipse, . 
B]fperbel  ist  rücksichtlich  des  absoluten  Werths  von  Ü  respective 

Aach  ist  nach  14),  weil  nach  dem  Vorhergehenden  offenbar  immer 

»*  =  »'• 
ist: 


») 


iP=5JJ   oder    »'•=:n«JI« 


allgemein  ffir  alle  drei  Kegelschnitte. 


XIII. 

Gleichongen  der  Kegelschnitte,  al-s  Curven     m  Raupie^. 
1-^ betrachtet 

r 

§51. 

^ft  -Jcflnnoo  mm  oudb  leicht  die  Gletchungeik  der  Kegelschnitte 
to4.  mwBn  aa»  dlesUben  nie  beliebig  tm  Raum^  W«^^^^^ 
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Corven  betrachtet»  ive^cbe  Gleichungen  flir  manche  Anweadoa- 
gen,  die  sich  von  der  allgemeinen  Theorie  der  KegeUcbnMi 
machen  laesen,  von  Natsen  sein  können,  nnd  daher  jetzt  neel 
entivickelt  werden  sollen. 

Zu  dem  Ende  wollen  wir  in  Bezug  auf  ein  beliebige«  drei* 
azigea  rechtwinkliges  Coordinatensystem  der  xyt  die  CoordiDaM 
.des  Brennpunkts  des  Kegelschnitts  durch  /,  g^  k  osd  die  GM^ 
chungen  seiner  Directriz  durch 

I)  ,    .    .  X'--a_yh  __Z'-r, 

cos«       cos/J       cosy  .; 

bezeichnen,  wo  {ahc)  ein  beliebiger  Punkt  ist,  durch  welcbeo  dM' 
Directrix  geht,   und  fOr  dieselbe   a,  ß,  y  '^^^^  bekannte  Bedeu- 
tung haben. 

Da  nun  der  Kegelschnitt  ganz  in  der  durch  den  BrennpaM;, 
nnd  die  Directrix  bestimmten  Ebene  liegt,  so  müssen .  wir  soersjf 
Gleichung  dieser  Ebene  suchen,  welche 

2) Ax  +  Bv  +  C2-^D=:0 

•         H 
sein  mag.    Da  in  dieser  Ebene  die  Pnnkte  (abc)  und  (fgk)  ticfii^: 

so  ist  ti 

3) Aa+  Bb+  Cc  +  D:=:0 

und 

4) Af+Bg+Ck  +  D=zO, 

also 

5)  .    .    .     ^(Z*— «)  +  Ä(5r— Ä)  +  C(A— c)  =  0; 
und  die  Gleichung  der  in  Rede  stehenden  Ebene  ist 

6)  .     .     .     i^(:r^a)  +  Ä(y~6)  +  C(x— c)=0 
oder 

7)  .    .    .     il(jr-/0  +  Ä(y-^)  +  C(x-A)  =  O. 

Weil  die  Directrix  ganz  in  dieser  Ebene  liegen  muss,  ao  Mgt 
aus  den  Gleichungen  1)  und  6)  die  Gleichung: 

8)  .    .    .    •     ilcosa-f  ^cos/7-|- Cco8y  =  0, 

und  aus  den  Gleichungen  6)  nnd  8)  erbfllt  man;  wenn  G  «Inen 
beliebigen  Factor  bezeichnet,  Kr  A,  Bt  C  die  folgenden  Aa«di€dket 


mmcä  Hm^r  neuem  Metkode  mmmipifsck  entmlcHeU. 


21S 


«) 


10) 


A  =  GKA  — c)  cos  |7—(gr— 6)  cos>r|, 
Ä=C|{/*— ii)co«y— (A— c)co»aj, 
Cr  =  C|(y— 6)coM-(/'-a)cos/JI; 
also  die  gesuchte  GieicfauDg  unserer  Ebeoe 
.  .        |(A— c)co8/9— (^— 6)C08/|(X—#I) 

+  !(/'— «)coHy  —  (A—c)co8a|(y — h)  \  ==0 
+  l(y— 6)co«a  -  (/•— a)co8/Jj  (i  —  c) 


•der 
II) 


•c)C08/7- 

a)co«7- 
-  A;  C09  a 


(y— 6)cosy|(j: 

(A— c)co8a|(y 

-(/—«)  CO» /Jj(x 


-ü^  y=o 


Beseicbneo  wir  die  Coordinaten  des  DurchscfanittspnnkUi  des 
dem  beliebigeo  Punkte  {xyx)  auf  die  Directriz  geßillten  Perpen- 
dilwle  mit  der  letstereii  durch  «,  e,  lo;  so  werden  zwischen  deo 
Gbordinaton  ^»  Jft  <  und  «»  o»  ts  Gleichungen  von  folgender  Form 
Statt  finden : 


IS) 


cos  B  *"  cos  CO  ' 


COSG)' 


wo 


13)  . 


cosacos  6-f  CO«  /Scos  o  -f  cos  ycos  a>  =  0 


•eiD  mos«.     Weil  der  Punkt  iwow)  in  der  Directriz  liegt,  so  ist 
uch   1): 


14)    . 


— a       r  —  b 


—  c 


cosa        cos/}  "^  cosy 
Aas  den  Gleichungen  VI)  und  13)  folgt: 

16)    -    .    (JT — tf)cosa-|-(^ — p)cos/3-|-(z  — ir)cos7  =  0t 


(jr  — a)cosa-|-(y^6)cos|7-f  (<  — c)cosy 
:=(« — ii)cos«  +  (i?  — Ä)cos|J  +  {w — c)cosy, 
folglich  nach  14),  weil 

eomo*  f  cos/^  +  cosy*  =  ] 
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■ 

i8t,   offenbar:  / 

!u — a  =  t(:r-— ii)cosa-f  (j^— *6)co8^-|-(z  —  e)cosy)co8c» 
D — b  ={  (x  — 'a)cosa  +  {y  —  6)^cös/7  +  (i —  c)  cos)'}  cos/I, 
w  —  c=:|(a:—  o) cos o  +  (y  —  6) cos/S  f  (2— c)  cosyjcosy ; 

also : 

X — tt_=(af— a)— {(ar~fl)co8a-|-(y— Ä)co8^+(2— c)co«y}co«( 

17)    ^  y  — r=(y  — 6) — ((a:~/i)co8a+(^— 6)co8/3+(2— c)co8yJcofj 

I  — «?  =  (2 — c)  —  l(j:--fl)cosa+(3^— Ä)co8/3+(i— c)co«y|co»j 

woraus  sich  sogleich 

18)     ...    .      (a:-ti)«+(y^r)«  +  (z-^)« 
=  (j?—a)H(.V— *)*+(«—<?)•— K-^—«)  cos  a+(;y- 6)  cos /5+ (z-c)  co8y| 


i 


oder 


*  • 


>:i! 


19)'    ....      (a:-tt)«  +  (y— 1?)«  +  (2— w)« 

=(a:—  a)*8in«*  f  (y—6)*8in/3*4-  (2— c)*siny2  —  2  (o:— /i)  ( t/— 6)  cos  a  cosj) 

— 2  (y  — />)  (r — #j)  cos  jScotf  y 
— 2(i— c)(ar— a)co8yco8«i' 

oder 

(:f  — M)«  +  (.V  - 1)«  +  (*  -  tu)» 

=  (j: — a)*  (cos/J»  +  cos  y*)  — 2(a:  —  o)  (y  —  6)co8  er  cos  ß 
-\-{y  —  6)* (cos y*  +  cos«*)  —  2(y  —  6)  (z  —  c)  cos /5  cos  y 
+  (2  —  c)*(cosa»  +  cos/3*)  — 2(2  — c)  (x — a)  cosy  cosa» 


also,   wie  sogleich  erhellet: 


20)    . 


.    (a:^M)«  +  (y-.t)«  +  (2-ii,)« 
t=     t(^*-a)co8/9^(y— 6)co6al' 
+  Ky  —  *)  cosy  —  (2  —  c)  cos/3)* 
+  I  (2  —  c)cofla— v(a?-ra)coay|* 


nmek  Hner  neuen  Meikode  miuiptiäeU  eniwickeiK       '  '316- 

giebt,  durch  welche  AusHrOcke  das  Quadrat  der  Entfernung  des 
niktes  ixyt)  von  der  durch  die; Gleichung  1)  charakterisirten 
irectrix  dargestellt  wird. 

'  bt  «OD  ixy£)  ein  beNebiger  Punkt  des  gau2  in  der  durch  den 
ItennpoRkt  ond  die  Directrix  bestimmten  Ebene  liegenden  K«gel* 
idmitts  mit  der  Charakteristik  n,  so  sind  die  Gleichungen  die- 
es  KegeUichoitts  nach  der  in  1.  gegebenen  allgemeitien  ErhlArong 
leser  Carven: 

2?) 
I(A  — c)cos/J  —  («7  —  4)  cos  y  I  (a: — a)  \ 
"'  +\(f — a)cosy  — (A  — c)cosa|(^  — 6)  >  =0, 

mg — 6)  cos  Ä-r  (/*—«)  CO«/?  1(2  — c)   /.i. 

II  (x-  «) cos ß  -<y 7-  A)^offi}t|*  , 
-H(y-*)crt*V^(--Oco8/5'f»; 
+  i(*— «)cos.a^(a:— «Jfeosyl?.. 

Statt  der  erstell  dieset  beiden  Ofeichungen  kätin  Uian  aiich'dVii 
lleichiing ' 

t(Ä  —  c)cosp  — ((7— 6)cosy|(a- — f)  j 
+ 1 (/*~- fl) cos y  —  (Ä  —  c)cosft!(^ —^)  >  ~0 
+t(<gr— 6)cosft  — (/"— a)eos/3l(2  — Ä)  ' 
nd  statt  der  zweiten  Gleichung  entweder  die  Gleichung 

(^-/)U(^-5r)«  +  (i-A)* 
=ii*J(ar— fl)*+(^-6)H(2~<?)'-[(^-«)cosa+(//-6)cos/3+(r-c)cosyP{ 
1er  die  Gleichung 

«*J(j:-a)Vui«*t(y-6)*sin/J*t(2  -c)*siny*-2(ar-a)(jy    fß)co8aco»ß 

— 2(|y  -6)(i~c)cos/3cosy 

— 2(2— c)(a:— a)cosycosa 
staen. 

E#s  lassen  sich  hieran  noch  andere  Fragen  knu|»ren,  dereu 
altere  Verfolgung  aber  jetzt  nicht  im.  Zwecke  dieser  Abband  • 
log  liegt. 


21tt  Bruneri:  Theorie  der  Kegeiicim.  nach  4inerm€H€nM€ik. 


easw. 


S  c  b  I  a  8  9. 


Wenn  man  die  Theorie  der  Kegelschnitte  aus  dem  in  dieser 
Abhandlung  fest  gehalteneu  Gesichtspunkte  behandelt,  so  erhält 
dieselbe,  wie  diese  Abhandlung  zu  seigen  geeignet  sein  trird« 
eine  ganx  neue  Gestalt,  und  man  gelangt  auf  diesem  Wege  sa 
einer  grossen  Reihe  neuer  roerl(wGrdiger  und  eleganter  Ausdrffeke 
flir  die  verschiedenen,  bei  den  Kegelschnitten  vorkommenden 
wesentlichen  Elemente ;  auch  wird  mitteUt  der  Charakteristik  awi- 
schen  den  drei  Arten  der  Kegelschnitte  unmittelbar  auf  sehr  ein- 
fache Weise  unterschieden,  was  für  viele  Unter«ucbungen  tob 
grosser  Wichtigkeit  ist.  Vorzüglich  erfolgreich  zeigt  sieb  aber 
die  hier  entwickelte  neue  Methode  bei  der  Aufliisong  aller  sol* 
chen  Aufgaben,  wo  es  auf  die  Bestimmung  von  Kegeisckiltlw 
ankommt,  welche  gewissen  gegebenen  Bedingungen  entsprecbs» 
•ollen,  wie  dergleichen  Aufgaben  bekanntlich  besonders  hialg 
auch  in  der  Astronomie  vorkommen.  Dies  noch  zu  zeigen ,  war  In  der 
▼orliegdflden  Abhandlung  nicht  wohl  mCgIich,  weil  dieselbe  da- 
durch zu  sehr  angewachsen  sein  würde. 
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So 


Schrdbeii  eioes  Ungenannten,  des  Herrn  L.  D.,  an 

den  Herausgeber. 


Geslrntteii  Sie  einem  Leser  des  Archive,  Ihnen  filr  daeeefbe 
ebrige  NoUsen  niitxotbeilent  die  sich  aaf  mehrere  in  dem  ietsten 
Hefte  *)  der  Zeiteehrift  befindliche  Au&ätze  beziehen. 

I.    Zar  Theorie  der  stereographischen  Projeetion. 

O'crgl.  den  AufiaU  von  Herrn  ^rof.  Hein,  ThI.  X\\.  S.  854.) 

Der  Dnteraeichnete  erinnert  sich  eines  sehr  einfachen  Bewei- 
■••  des  Satses»  dass  zwei  sphfirische  Curven  sich  unter  demsel- 
ben Winkel  schneiden,  als  ihre  stereographisohen  Projectionen ; 
der  Erfinder  des  Beweises  ist  —  wenn  das  Gedächtniss  nicht 
tlnacht  —  entweder  der  französische  Mathematiker  Durrande, 
der  fn  den  Annalen  von  Gergonne  sehr  bemerkenswerthe  Arbei- 
ten geliefert  hat»  oder  der  belgische  Mathematiker  Dandelin._ 
Der  Beweis  stOtzte  sich  auf  das  Lemma:  „Die  Winkel,  welche 
swei  eich  schneidende .  Kugelkreise  in  ihren  beiden  Durehschnitts- 
pankten  bilden,  sind  einander  gleich.'*  Der  Beweis  dieses  HClfs- 
satzee  bietet  keine  Schwierigkeiten  dar  und  soll  übergangen  werden. 

ILb  sei  nun  O  der  Ort  des  Auges,  Ai  die  Projectionsebene, 
A  die  Tangentialebene  der  Kugel  in  O,  also  A  und  Ai  einander 
parallel»  ferner  i  und  i  zwei  Tangenten  der  Kugel  im  Punkte  0|. 
Legt  man  durch  O  und  t  eine  Ebene  (O,  Q,  welche  A  in  r,  Ai 
in  Ti  triflt,  femer  durch  O  und  i  eine  Ebene,  welche  A  In  0, 
A^  in  Ci  trift,  so  sind  r  und  Ti  parallel,  ebenso  6  und  a|.  Die 
b^den  Ebenen  (O,  Q«  {O, «)  bestimmen  zwei  Kogelkreise,  die 
rieh  io  O  nnd  Oj  schneiden;  ihre  Tangenten  in  O  sind  t  und  0, 
fn  0|  die  Linien  I  und  f ,  also  ist  nach  dem  HOlfssatze  dej;  Win- 


•)  KiHlidi  ThL  \XX.  Heft  S. 
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sehrtl^en  eines  VngenanHirn.  Ort  Hrrm  L.  U., 


kel  {t,t)  gleich  dem  Winkel  (t.a),  oder  dem  Winkel  (T|.«i>t 
dessen  Schenkel  der«n  des  Winitels  (t,a)  parnllel  sind,  tii«* 
mit  iat  der  Satz  envieseii,  du  t,  ,  o,  die  slereogra|>hischen  Pr«> 
jeclioneii  von  /  und  t  Bind. 

Wie  Schreiber  dieser  Zeilen  sich  erinuetl,  ivaren  dem  Be>' 
ireiae  einige  interessante  FolgeruDKen  heigefügt,  die  noch  ern&hnl 
werden  sollen. 

['rojicirt  man  einen  Knoelkreiit  6',  die  Konten  iteu  Keft«U,3 
ivelcher  der  Kugel  längs  6' umschrieben  ixt,  und  endlich  die  SptU« 
dieses  Kegels  f  stereographisctt,  so  niid  die  Projection  «on  C 
zuvürtlersl  ein  KegelMchnitt  i\  ;    da  die  Tnnftcnten  %on  Cmil  d«a. 


Kegelkanlen  reihte  Winkel   \»VWi 


»  [»rojiciren  * 


nach  dem 


eben  erwiettenen  Salse,  diexf  li-lfteren  jiIb  die  NuHnaleo  vos.C^.' 
und  da  diese  Normulen  f=iininitlicb  durch  cinon  funkt  Reh>n, 
Projection  von  y,  su  muss  dt-r  Kegddubnilt  C'i  ein  iLrtsifi- »■(■4j 
Oiess  Reaullal  Iflssl  sich  m»  freilich  unch  uuf  undcre  elemenUr«, 
Weise  ableiten,  dagegen  etilh&tl  der  liii^r  geiitihlte  iiaw^  lugleieh' 
den  einfachen  Beweis  dee  schCnen  von  Chaalca  j;ef'undenenSAU«*: 

Ist  C  ein  Kutcelkreiw ,  y  Die  .Sinlxe  des  der  Kugel  Uii|tv 
V  umsohriebenen  Keftels  und  i.\  die  derenftrap'^^li*' 
Pmjeclion  von  V,  na  M  di«  stercnf;ra|ihisch*  RrnfcedH 
von  )■  der  Millelpnnkl   des  Krvitf.H   <',.  > 


Andere  Heaeisv  de*  von  Herrn  Prol'.  H  e 
finden  sich  in  Uachette;  „Corrct^iion 
pvlytecbnique." 


H  bebmdelten  SulMlt 
»nee    Nur    l'öepUt 


'Z.     Zur  Theorie  de-  Kriim  mnn|t«k> 

(Vrritt.  drn  Anfiuli  ilr«  llrrra   II  r  i-n  il<i)r"l"'r- .    Tbl 

Der  Ilcfr  llernusi;ehi'r  wird  (;cwiss  durrb  die  Vcrbreltontf 
des   Lainarte'scIiRn   Aiirsulxe«    olch    den    Dank    der  Lener  6^^ 
ArcMi«    verrflei^n.      V,m    mv-^^    jedoih    nicht    nfli-mAhiil   b)etkr> 
AWf   die   Be^limniunt;    der  KriimninniiTiiilii-n    eLcnet    Kurven 
neiietitef  Zell  Sllors  iler  Ue|;en><(and  intcreKi^attf-f  rntcrt-nrftunit 
getreuen  Int.    (Maa  vcthI.  /.  K.   einen   Auliiil« 
r.lnDville  Tom.  \).     Wa«    nfier  »(icdcll  den 
anageber  beuieMULti  Sutx  (Ihrr  den  Krfjnimue 
«chnitte  aob«(ilft,    ko  Ul   der«elbe    nirhl    tirn ; 
'/.r-iloii  veinnKhel,  diu«  er  Hcbon  in  den  (leunic Irischen  SchriRi 
rariaen  Jahrbandelt«  ^ 
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ntteJ  fleht  er  sich  Rlr  den  Augenblick  geniithigt,  auf  kein  älte- 
rei  Werk  turflekiagehen,  als  auf  8cbellbach*8  „Kegel«' 
leboitte"  (Berlin  1843),  wo  die  in  Rede  stehende  Conatroction 
Seite  61  {.  100.  erw&lint  und  beKieeen  iat« 


3.    Ferniat'scher  Satz. 

(Ver^l.  Arrhiv  Tbl.  XX\.  S.  357.) 

Der  an  der  eben  erwShnten  Stelle  gegebene  Beweis  des 
Fermat'schen  Satzes  ist  nicht  von  Cauchy«  sondern  von  Euler 
(Comni.  Acad.  Petrop.  T.  VIII.).  Gauss  resiiniirt  ihn  folgen- 
^rmaassen  (Oiaquis.  arithm.  pag.46.): 

Innititur  ista  (sc.  demonstratio)  evolutioni  potestatis  (a-f-I)^» 

abi  ex  coefficientiuni   forma   facillime   deducitur   {a-\-\)? — ai*— -1 

■cnper  per  p  fore  divisibilem  *),  adeoque  (ei-|  1)p  —  (a  -f  l)  per  p 

difiaibilem    fore,   quando   riP — a  per  p  sit  divisibilis.     Jam  quia 

1p ^1  semper  per  p  div|sibilis  est,  etiaio  2p — 2  semper  erit,  faino 

etiam  3p  —  3  etc.  generaliterque  nv  —  a.     Quodsi  itaque  p  ipsum 

•  Bon  metitur,  etiam  av^^ — 1  per  p  divisibilis  erit.    Haec  suffi- 

ciot  ad  metbodi  indolem  declarandam. 

Indem  ich  Sie  ersuche,  obigen  IMittheilunuen  einen  Platz  Im 
ArtUve  gewShren  zu   wollen,   unterzeichne  ich   mich   ergebenst. 

Im  Mai  18.58.  L.  D. , 

ein  Leser  des  Archivs. 


Nachschrift  des  Herausgebers 

Indem  ich  Herrn  L.  I).  recht  sehr  fflr  die  obigen  Mittheilun- 
K^  danke,  bemerke  ich  Folgendes: 

Ad  1.  Beweise  des  fraglichen  Satzes  giebt  es  mehrere,  und 
^  kunute  in  dieser  Beziehung  auf  eine  Menge  von  Schriften  ver- 
*^n.  Erinnern  will  ich  bei  dieser  Gelegenheit  nur,  ~  damit 
^  verdienstliche  Schrift  nie  in  V^ergessenheit  komme,  —  an  die 
*^  schone  „Geometrische  Entwickelung  der  Eigen- 
'cbaften  der  stereographischcn  Projertion  von  Georg 
^inion  Klügel.  Halle  1788",  worin  sich  auch  das  Historische 
^  ziemlicher  Vollständigkeit  findet.     Ausserdem  ist  es  mir  wohl 


*)p  bedentet  eine  Primssahl ,  die  in  a  nicht  anficht.  R«  Ist  hier 
""^  ffe  Alralcht,  die  vnn  GaiiRK  gegebene  SUodifirntien  dei  Be%«i«ei 
**>ntleiit  des  polynsroiichen  Satzes  nnafahrlirb  amsngcbcn. 


SaO  seärHäen  eHuf  iJn^enmtuen,  ä$$  Htm  L  0., 

erlaubt,  auf  melae  eigene  in  den  Aetronomiecben  Nac 
teo.  Baod  XL.  (1866).  No.  966.  8. 297.  erschienene  Abba 
^Deber  die  atereograpbiacbe  Projeetion  eines 
soids,  .von  Prof.  Dr*  tirunert  in  Gretfswald«'  bei 
Gelegenheit  sa  verweisen,  in  welcher  Ich  bewiesen  halM 
die  Eigenschaft  der  stereographischen  Projeetion,  dass  d 
jeetionen  aller  ebenen  Schnitte  der  Kugelfläche»  wie  die  £ 
selbst,  Kreise  sind,  anch  fSr  das  Rotations -EUipsoid  gilt 
man  das  Ange  in  den  einen  Endpunkt  der  Drehnngsai^e  \ 
und  die  Projectioos- Ebene  im  Mittelpunkte  des  Ellipsoidi 
recht  gegen  die  Drehungsaxe  errichtet  Ausserdem  habe  i< 
in  dieser  Abhandlung  auch  einen  neuen ,  nach  meiner  Meinu 
merkwürdigen  Ausdruck  Rir  den  Cosinus  des  Winkels  gegebeE 
welchem  die  Projectionen  sweier  einem  und  demselben 
der  Oberfläche  des  Ellipsoids  entsprechenden  Berflhrend« 
selben  gegen  einander  geneigt  sind,  woraus  der  bekann 
sprechende  Satz  filr  die  Kugel  auf  der  Stelle  folgt,  wer 
die  Ezcentricitit  des  Ellipseids  verschwinden  l&sst. 

Ad  3.    Ffir  'diese  Hittheilung  danke  ich   Herrn  L.  B 

besonders,  indem  es  mir  nur  xn  gans  besonderer  Freude 

eben  kann ,  wenn  auf  diese  Weise  das  wohl  begrOndete  l 

eines  so  verdienten  und  scharfsinnigen  Mathematikers,  wi 

Professor  Schellbach  in  Berlin  ist,  auf  die  fragliche  Co 

tion  des  Krflnimungshalbmessers  der  Kegelschnitte  gewah 

gesichert  wird.     Da  mir  das  in  2.  angeführte  Lehrbuch  der 

schnitte  leider  ganz  unbekannt  geblieben  ist,    so  habe  icl 

schone  Construction  zuerst  aus  der,  natiirlieh  nicht  bloss 

dieser  Construction,  sondern  vorzuglich  wegen  ihrer  andei 

gemeinen  Betrachtungen  und   neuen  Gesichtspunkte  sehr 

kenswerthen  Abhandlung  Herrn  Lamarle's  in  Brüssel    I 

gelernt,  und  dieselbe  in  dem  Aufsatz  Tbl.  XXX.  S.  296.  auf 

thfimliche  W^eise  analytisch  zu  entwickeln  und   dadurch  zi 

auch  eine  Reihe  anderer  bemerkenswertber  analytischer  Aus 

zu  gewinnen   gesucht.     Herrn  Lamarle's  Verdienst  liegt 

ich  nochmals  erinnere,  keineswegs  in  der  fraglichen  Constr 

sondern  in  seiner  neuen  allgemeinen  Betrachtungsweise  di 

ven,  die  man  aus  seinen  in  meiner  Abhandlung  angefiibrte 

sfttzen  mit  Vergnflgen  näher  kennen  lernen  wird,  wozu  ich 

a.a.O.  aufgefordert  habe.     Die  von  Herrn  Lamarle   ge] 

Construction  stimmt  in  der  Tbat  im  Wesentlichen  auch  n 

▼on  Herrn  Brix  im  Archiv  Tbl.  IX.  Nr.XXXL  8.316.  gegi 

Constmction  fiberein.    Ich  bemerke  aber  nochmals,    dass  i 

Aufsätze  Tbl.  XXX.  Nr.  XXXH.  es  vorsfiglich  auch  a 


m$  den  ffermmpe^er. 


8S1 


ihrigen   dort    initgetheilten    eleganten   Formeln    ond 

Sitio  so  tbun   war,   keineswegs  bloss  nm  die  Constmctiony 

^nkhe  dem  Aufsätze  zur  Ceberschrift  gedient  hat    Freilich  wird 

■Ma  diese  Coostnictlon   nicht    nach   Herrn  Lamarle  benennen 

AMen;  denn  der  Erfinder  ist  gewiss  ein  schon  ziemlich  alter. 

Ad  3*    Herr  L.  D.  bat  ganz  recht,  dass  der  betreffende  Be- 

web  des  Fermat'schen  Satzes  ursprflnglicb  von  Euler  berrOhrt; 

«ad  eineD  ihnlichen  Beweis  hat  auch  Lambert  in  den  Actis 

eradit.  1700.  p.  109.  gegeben.    Caocby  hat  dies  a.a.O.  nicht 

bemerkt»  and  mir  war  die  Bemerkung  von  Gauss  entfallen,  als 

Vch  die  fragliche  Notiz  für  das  Archiv  niederschrieb,   am  diesen 

Beweis  flir  den  Elementar-  Unterricht  zu  empfehlen.    Der  Beweis, 

wtleheo  Legendre  in  der  Theorie  des  nombres.    Seconde 

Uitieo.    Paris.  1808.  p.  166.   giebt,    ist  eigentlich  auch   gans 

fairibe;  er  verweist  an  dieser  Stelle  auf  eine  Abhandlung  von 

liier  In  den   Nov.  Comm.   Petrop    T.  I.    Die  Form,  unter 

«rieber  ich  den  Beweis  nach  Canchy  mitgetheilt  habe,   scheint 

■Ir aber  ganz  besonders  elementar  zu  sein  und  sich  vorzüglich 

Ir  den  Elementar- Unterricht  zu  eignen.    Aus  einer  gemeinschaft- 

Mken  Quelle  habe  ich  selbst  auf  eigenthflmliche  Weise  den  Satz 

m  Format  und  das  Theorem  von  Wilson  abgeleitet  in  einer 

h.Crelle's  Journal.    Tbl.  VUI.   sich  findenden  Abhandlung» 

6. 


hm 
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Erweiterung  «inea  Satees  des- Herrn  Prof.  Granert 

(Archiv  XXII.  pag.  351.). 


-1 

■ ■  ii  .     I- 


Von 

i.  /  •  ■      ■ 

Herrn  Julius  Toeplitz, 
Lffbrur  der  MaUieiB»Uli  nnd  NatorwiMMiiciiaft  am  Gymoatiuni  sn  Li ••< 


Herr  Pr*f.  Gran  er  (  bat  an  der  aogefOlirteo  Stelle  folgeudeo 
Sata  bewiesen: 

„Wenn  36 — a*>0,  so  bat  die  kubische  Gleichang 
x*  +  ax^+bx +  c  =  0  eioe  reelle  und  zwei  imagi- 
näre Wurzeln.** 

Dieser  Satz  ist  einer  Ausdehnung  auf  Gleicbungeo  aller  Grade 
Abig. 

Es  sei  nämlicb  eine  Glolobaag  wton  Grades: 

gegeben»  so  bildet  man  nacb  dem  Sturro'scben  Satze  erst  die 
abgeleitete  Funktion 


A|  =  nar»-i  +  (n  —  1)  aa*-«  +  (n  -  2)  6a?»->  + 


alsdann  di%'idirt  man  X  durch  Xi  (wobei  man  zur  Vermeidung  der 
Bvficbe  X  mit  einem  passenden  positiven  Faktor  niultipliciren 
kann);  den  Rest,  mit  entgegengesetztem  Zeichen  genommen,  nennt 
man  X^,  dividirt  dann  Xi  durch  X^,  und  nennt  den  wieder  mit 
entgegengesetztem  Zeichen  genommenen  Rest  A3.  So  ßhrt  man 
fort,  bis  man  endlich  zu  einem  Reste  Xm  kommt»  der  kein  or  mehr 
enthält.  Zu  unserem  Zwecke  braueben  wir  bloss  die  erste  Divi* 
•Ion  anszufiibreD,  wobei  wir  zur  Verroeiduog  der  Brüche  X  uK 
nß  multlpllciren ;  wir  erbalten  dann  folgendes  Schema: 


N^H9or  Grun^ri  (AreliiT  HIHI.  p.  fl61.). 
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aisWiliWt  "NIP  40n  JRes.t  ipil.iiiugekebrtefii  Zeiche»» 'so  kommt: 
shrihikiwi,  babeo  wir: 


-  «•'  •< 


924  T0€piU%:   EnHÜenmg  9me$  6mi»€$  4u  Bm.  Fmf.  CrmmerL 

Nach  dem  Sturm 'scheD  Satze  aubstituirt  man  tu  den  si-|-l 
Funktionen  X,  Äi^  A^,....,  ^m  für  as  zuerst  — od  und  dann  -fo»; 
wie  viele  Zeichenwecbsel  die  zweite  Substitution  weniger  giebl^ 
als  die  erste»    00  viele  reelle  Wurzeln  bat  die  Gleicbung  X=zO» 

Es  sei  nun  (n  —  i)a* — 2fi6<0,  d.  b.  negativ,  so  erhalten 
wir  nir  die  Reihe  der  Zeichen  bei  den  obigen  Substitutionen  fol- 
gendes von  selbst  verständliche  Schema: 


(1)  0?=— X 

(3)  a:ss  +  <x> 


1)    Für  ein  ungerades  tt. 

X$  Xif  X^t  X^f  X^9  ••••f  Xn'-'%9  Xm- 
—  +  +  A^f  ^'A^f  ••4»,  An'^t$  — ^ü- 
+       +        —        A^9        A^t  ••••»  Am^%p    '    Am- 


-I» 
-1» 
>1» 


Xm 

An 


(2)ar; 


—  00 
+  00 


2)    Für  ein  gerades  it. 
Xf    Jli  ,    X^9      As»      A^y  •...»  Aü—a» 

+        +         T*  A^f        il4» ....» /In«.!, 


'An— 1» 


4. ; 

4.1 


Vergleichen  wir  nun  di0  Zeichenreihe  (!)  mit  (2)»  so  zeigen 
sowohl  bei  geradem»  als  bei  ungeradem  n  die  ersten  drei  Funk- 
tionen AT»  Xi  und  X^  in  beiden  Zeichenreihen  einen  Zeichen* 
Wechsel.  Wenn  also  bei  dem  Uebergange  von  ar=  —  od  zu  ar=-f  od 
irgend  weiche  Zeichenwechsel  verloren  gehen  sollen,  so  kann  dies 
bloss  in  den  Funktionen  X^y  X^f  A4»  •••.»  An-i,  Xn  geschehen. 
Unter  den  n  —  1  Funktionen  A^»  A«» A«  kOnnen  aber  über- 
haupt höchstens  n  —  2  Zeichenwecbsel  vorkommen  und  verloren 
geben.  Folglich  kann  die  Reihe  (2)  höchstens  n — 2  Zeichenwech* 
sei  weniger  zeigen»  als  die  Reihe  (1).  Folglich  kann  die  Glei- 
chung A=:0  höchstens  it^2  reelle  Wurzeln  haben;  siemuss  also 
wenigstens  ein  Paar  imaginäre  Wurzeln  haben. 

Unser  allgemeiner  Satz  lautet  daher  : 

»»Wenn  (n—\)a^—imb^Q  ist,  ae  hat  die  Glatdivig 
«•  +  ««:•-*  + *«•-•  +  €«•-•+... .+*a?+/=sO  wenigstaM 
zwei  imaginäre  Wurzeln.'' 

^  Ftfr  11  «3  erhält  man  den  Satz  des  Herrn  Prdhsa6r'6t»^rt 


( ■ 
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XVi. 

Ueber  die  Ermittelung  des  wahrscheinlichen  Fehlers 

bei  Längenmessungen. 

VOD 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Dienger 

Am  Fol^techDikom  in  Carlsrohe. 


In  der  jQngst  erschienenen  Schrift:  «»Ausgleichung  der 
Fehler  polygonometrischer  Messungen"  giebt  Vorlän- 
der die  folgende  Regel  zur  Ermittelung  des  wahrscheinlichen 
Fehlers  bei  Lfingenmessungen  an,  wobei  er  voraussetzt,  dass  bei 
eioem  Polygon  von  n  Seiten  jede  Seite  doppelt  gemessen  worden : 


Die  Tergleichung  jeder  solchen  Doppelmessung  ergiebt 
dem  Geometer  ein,  der  betreffenden  Seitenl&nge  zugehö- 
riges Fehlermaass.  Theilt  er  diese  Differenz  zwischen 
der  ersten  und  zweiten  Seitenmessung  mit  der  Länge 
\  der  Linie,  summirt  er  alle  solche  Quotienten ,  theilt  die 

Summe  durch  die  Anzahl  derselben  und  multiplicirt  die 
(den?)  Quotienten  mit  047694,  so  erhält  er  lilr  eine  hin- 
reichend grosse  Anzahl  von  Polygonseiten  einen  auf  die 
[  Einheit  des  gebrauchten  Längenmaasaes  sich  beziehen- 

[  den    und    fiSr   sein    Aus^leichungsgeschäft    brauchbaren 

Werth  des  wahrscheinlichen  Einbeitäfehlers  seiner  Län- 
genmessungen. 

'  Diese  Regel  seheint  mir  falsch  zu  sein,    wie  aus  der  nach« 
fpigenden  Darstellung  hervorgehen  wird,  bei  der  ich  je  auf  meine 
„  Ansgleichung    der    Beobachtungs  -  Fehler  "     (Braun- 
•cbvreigl8S7)f  beziehungsweise  auch  auf  meine  hetreffeni 
handluDg  in  Tbl.  XVIil.  S.  149.  des  Archivs  verweim 

TheU  XXXL  18 


p 


Saft  Dtenger:    Veter  die  EratllMung 

Sei  1  die  LHnge  der  MesBrulbe  mler  McstfkeH«,  mit  der  al  1 
Polygonseiten  gemesseo   wurden  s    r   der    wahrscheinliche   Fehl 

bei  einer  einzelnen  Anlegung  derselben;    a-j ,  t^ 3!»  die 

xen)  Zahlen,    die  anzeigen,    nie  viele  Mnle  die  ItIcMruIhe  anz 
legen  trgre,  um  die  erste,  zM'eilc, '•■■>  nie  Polygoneeile  ss  in« 

aen,  so  dass  also  Tfk,  ac^l, Xnk  die  wahren  LIingen  dersHI>< 

oind.     Alsdnrtn    sind    die    wnhrsch  ein  liehe»  Fehlet,    die   aan    li 
einer  Mesf^ung  begeht  (Seile  tö.): 

Ist  demnai-h 
«Ml  i):  (7,  .  ; 
gonseilen,   so 


ryjc,. 


'V^¥= 


rVx^,. 


V^¥= 


rVs». 


das  GeH'tcht  einer  ebitnuligvn  Anlciguiig  (McM        ^^ 
t,---.,gn  die  Genichle  der  Messungen  der  i>  Pol^^ 
hat  man  (S.  *23.) : 


'=Ä;?a:- 


I 


=  ^'     ^«-:r 


I 


Seien  nun  ferner  (1), ,  (I),  die  beiden  durch  Messung  gerundonen 
Lsn^en  der  ersten  Polyponseile ,  nalOrllch  in  dereelJien  Mmu-, 
einfielt  nungedrticbt,  In  der  A  gegeben  Ist;  (2), ,  (3),  die  ftiulofea 
Werthe  ffir  die  iweite  Seite;  ....;(«),,  (n),  die  fflr  dt«  ilt«  * 
bat  nun  (S.  19.) ; 


*i»=(l)i 
»■1=(1), 


»,1  =  (2), 
«■.«  =  (2). 


>ro   die  lugeBchriebene  Zahl    (  — ,    — —  J  Je  dM  Geiekfct 

d*T  betreffenden   Gteiebung  iknsdra«bt.     Üareua   fot|^  kj« 
■^-■«liebKle  Werthe  von  x,A,  «^ ,  t«1  (S.22.): 

,_(I.)-KI1, 


,.»=!?>4«t ,J='!>L+<^.Tp,a 


iiinnte  m  crnittleln  »iod,  iHi-chon  denen  wir  keberlei  Bt<liDcungi< 
^leichnng    bestehen  Iwsm.     Uarau«  Mgt  <S.  «6.)  für  des  «ftfcf 


')  Mmb  lui  4abp{  Ml   hMchiM,    ibiM  Wl  «er    DtAtcaUadH   I 
r'«widil«  xl.  M«w4a*«rUdi  «mm  «.(.»fa»  «,,*» 


4u  maäratttMteMn  FeliUrt  M  tMwMmttsmigtk. 
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Daa»  r  in  derselben  Maassehiheit  erhalfen  wird.  In  der  I,  il,  X 
gegeben  sind,  versteht  sich  bei  der  Formel  (4)  von  selbst,  wKb- 
rend  die  Regel  von  Vorl8nder  nur  absolute  Zahlen  liefert» 
schon  desshalb  zn  beanstanden  ist.  Wir  ersehen  Obrigens» 
nnter  sonst  gleichen  Verhiiltnissen  der  Werth  von  r  Im  VerhiH* 
nisse  von  VA  wSchst,  vias  besonders  anssusprechen  hier  vntei^ 
bleiben  kann. 

Bei  einer  Gesammtansc^leichong  eines  Polygons  kommeD  Win- 
ke!- und  Seitenkorrektionen  vor«  und  das  verhftltnissmissig«  Ge- 
wicht ermisst  sich  aus  den  n-ahrscheinlichen  Fehlem  in  der  lie- 
kannten  Weise  (vergl.  etwa  S.  ]!].)•  Dass  man  hierbei  das  Gevricht 
f&r  alle  Seitenkorrekiionen  im  Allgemeinen  nicht  als  dasselbe  be- 
trachten darf,  ist  aus  dem  Obigen  klar,  so  dass  also  das  «ben 
angeftlhrte  Beispiel  meiner  Schrift  hierin  nicht  maassgehond  sein 
kann.    Ffir  jetzt  mag  aber  das  hier  (xesagte  genügen. 


X¥il. 

AtfTgaben  und  Sätze  über  geometrische  Oerter  for 
Punkte  y  deren  Summe  der  Entfernungen  von  g^eba- 
nen  geraden  Linien  oder  gegebenen  Ebenen  eine  con- 

staute  ist 

Von 

Herrn   Professor  Dr.   Heis 

in    Mnntter. 


1.  Aufgabe.    Den  geometrischen  Ort  aller  Paukte  in 
constrairen,    ffir  welche  die  Summe  der  Entrernnngen 
von  den  Sehenkeln  eines  gegebenen  Winlielf  elncrCen- 
'«jp  gleieb  ist 


AnflOsang.  Mao  sache  auf  deo  Schenkeln  des  gegebenen 
Winkda  ABC  (Taf.  1 V .  Fig. 9.)  zwei  Punkte,  or  und  y,  so  dass 
dis  Perpendikel  ofD  und  yE  auf  BC  und  BA  beide  =p  werden. 
Die  dorch  x  und  y  gelegte  Gerade  wird  die  verlangte  sein. 
Dean  flUlt  man  von  einem  beliebigen  Punkte,  O,  der  j:y  auf  Bx 
■ad  Bg  die  Senkreehten  h'  und  A^  und  verbindet  O  mit  B,  so 
Mi^Bxg  =  h'.Bx  +  h''.By  =  (h'  +  A").Bx,  da  Bx=zBg.  fis 
iit  aber  aocb  2JBjry=:Bx.p9   folglich 

liisats.  Fftllt  eines  der  Perpendikel  A'  oder  h"  auf  die  ent- 
gigeilgese^Bteo  Seiten  des  Schenkels«  liegt  also  der  Punkt  O 
iMMffhalb  der  begrenzten  aty»  so  Ist  statt  der  Summe  A'  -f  h" 
db  DiffereDs  kf-^h'  oder  h' — k"  zu  setzen»  wie  sich  leicht  be- 
«•isen  liflst 

i.  Aufgabe.     Den   geometrischen  Ort   aller  Punkte 
II  fachen»    für  welche   die   Summe   der  Entfernumgen 
MD  den   drei  Seiten  eines  Dreiecks  einer  Constanten 
'f  gleich  ist 

AnriSsung.  Es  sei  ABC  (Taf.  iV.  Fig.  10.)  das  gegebene 
DriieclL  Man  suche  auf  jeder  der  Seiten  AB  und  AC  die  Punkte 
Aond  G  so  so  bestimmen,  dass  die  Summe  der  Entfernungen 
iflfer  Punkte  von  den  beiden  anderen  Seiten  =/»  Ist»  verbinde 
Aaiit  G;  alsdann  wird  DG  die  verlangte  Linie  sein. 

Beweis.  Es  sei  O  ein  beliebiger  Punkt  der  Linie  DG. 
f  Flllt  man  von  O  auf  die  drei  Seiten  des  Dreiecks  die  Perpendi- 
kel OK,  Otif  OL  und  von  den  Punkten  D  und  G  auf  die  Seiten 
des  Dreiecks  die  Perpendikel  DE,  DF,  GH,  GT,  zieht  ferner 
D  mit  BC  eine  Parallele  DV,  welche  OL  und  GT  in  R 
J  trilR»  femer  durch  O  mit  AC  eine  Parallele»  welche  DD 
Im  P,  DFinQ  und  DA  in  N  trifft,  so  Ist 

DF+DE=GH+GT, 

alao 

DF=zGH+GJ. 

Wagen  Aehniichkeit  der  Dreiecke  DßfP  und  DAU,  in  u  eichen 
O  and  G  ähnlich  liegende  Punkte  sind,  Ist  jener  letzten  Gleich- 
•tetaprechend  In  dem  Dreiecke  DNPi 

DQ^OK^OR, 
wann  man  auf  beiden  Seiten  QF-f  !>£=  OJtf  f  RL 


DF^  DE=OKi-OL-h  OJU. 

Da  ab«r  DF-\-DE=tp,  so  ist:      .  .' 

OK^OL^OM^p. 

Suflata.  Leicht  ISiisC  tfich  erkemien«  wie  .die  Swi^i 
dfei  Perpendikel  sich  uinän4}ert^  treoii  der  iPpokt  04«v|>in 
aosaerhalb  des  Dreieckes  Begt 

2.  Zusatz.  In  ähnlicher  Welse  Ksst  sich  der  geonne 
Ort  aller  Punkte  finden,  fiir  welche  die  Summe  der  Entfern 
▼on  den  Vier  Seiten  eines  giegebedeo  Ti'erecks  eine  constal 

'3.  Aufgabe,  Den  georaetr.isoben.  Ort^  aller  Pi 
a«  finden,  ffir  welebe  die  Summe  tdier  Entrernunge 
den  drei  Seiten  einer  körperlichen  Ecke  ei'nar 
slanten  p  gleich  ist 

AuflOsang.  Es  sei  S  (Taf^  IV.  FtgJll.)  die  gegebbi 
porflcbe  Ecke.-  Man  suche  auf*  de»  drei  Kanten  iSP,  Si 
derselben  die  drei  Punkte  A,  B,  C  so  zvt  bestimmen,  dk 
Perpendikel  von  denselben  auf  die.  gegenüberstehenden 
der  Korperecke  einzeln  =p  werden.  Die  durch  A,B,  Ci 
Ebene  ist  der  verlangte  geometrische  Ort. 

Beweis.  Heisren  die  den  Ecken  i4,  B,  C  ^es'Täti 
SABC  gegevrilbersttlienden  Seitenflächen  a,  ßy  7,  so  ist  < 
halt  des  Tetraeders  SABC  gleich     .     , , 

la.p^lß.pzx^lf.p,     ' 

folglich: 

a=:ßz=iy. 

Heilisen  die  von  einem  beliebigen  Punkte  O  der  Ebene  Ai 
die  Seiten  a,  ß,  y  dos  Tetraeders  geföllten  Perpendikel  k' ,  j 
so  ist  der  Inhalt  des  Tetraeders: 

r 

folglich  A'  +  A''  +  A"'=;>. 

Zusatz.    Nimmt  man  -den  Purfkt  O  ausserhalb   der 
des  Dreiecks y  so  wird  je  nach  der  Lage  diesem  Ponittes  tn 
auf  die  Ebene  die  Summe  A'^-A^'-f*^  sich  in  A'  +  A'  -•  A 
A'  —  h" — h"  u.  8.  w.  verwandeln, 

4.  Aufgabe.  Aitf  der  Seitenicante  SA  <Taf.lV:l 
eines  beliebigen  T'^traeders  SABC  einen  Punkt 


fii^M,  «•  das«  die  Summ«  der  Abstände  dieeea  Ponk- 
tu  von  dee  gegenaberetehenden  SeiteaflächeD  SBC 
lad  ABC  einef  gegebeseo  geraden  Linie  p  gleich  werde. 

AnflSfiang.  Bestimmt  man  auf  den  drei  Kanten  BA,  BS, 
BC  der  an  die  Grundfläche  stoissenden  körperlichen  Ecke  B  die 
ini  Punkte  ilf,  N,  O  so,  dass  die  Perpendikel  von  denselben 
uf  die  g^enilberstehenden  Seitenflächen  der  Ecke  der  gegebe- 
lea  Linie  p  gleich  werden,  s»  wird  die  durch  HfNO  gelegte 
Ekne  die  Linie  SA  in  einem  Punkte  X  treflfen»  der  nach  dem 
ndgtia  Satse  die  verlangte  Eigenschaft  bat.  Diesen  Durchschnitts- 
fmkt  wird  man  aber  am  einfachsten  durch  Verbindung  des  Punk- 
Im  JV  mit  N  erhalten ,  wobei  also  O  Oberflflssig  ist. 

Aufgabe.  Den  geometrisohen  Ort  aller  Punkte  su 
fiiden,  ffir  welche  die  Summe  der  Entfernungen  von 
den  vier  Selten  eines  Tetraeders  SDGL  (Taf. I V. Fig.  13. 
nd  Fig.  14.)  einer  gegebenen  Linie  p  gleich  wird. 

AnflSeung.    Man  suche  auf  den  Seitenkanten  SD,  SG,  SL 

der  g^ebenen  Pyramide  drei  Punkte  g,  M,  N,  so  dass  die  Summe 

dar  Perpendikel  von  jedem  dieser  Punkte  auf  die  gegeniiberste- 

knden  Seitenflächen  des  Tetraeders  SDGL  =  p  verde.    Legt 

mm  nun  dorch  Ms  g»  N  eine  Ebene  MgK,  so  ist  dieselbe  die 

fsilangte« 

Beweis.  Es  mögen  der  AhkQrzung  wegen  die  von  einem 
beliebigen  Punkte  m  auf  die  den  Ecken  S,  D,  G,  L  gegenfiber- 
•tehenden  Seitenflächen  gefüllten  Perpendikel  besOglich  mit  m£, 
mJ»  »Fund  m^beaeichnet  werden.  —  Durch  den  Punkt  g  sei 
dne  Ebene  dgl  parallel  der  Grundebene  DGL  gelegt,  nnd  der 
Abstand  eines  beliebigen  Punktes  m  von  dieser  Ebene  sei  mit 
m0  bexeichnet 

Bei  dem  Beweise  sind  zwei  Fälle  in  Bezug  auf  die  Lage  der 
Punkte  in  der  Ebene  MNg  zu  unterscheiden.    Der  Punkt  tu  liegt 
auf  dem  Umfange  des  Dreiecks  MNg  oder  nicht.    Es  niCge  (Taf  IV. 
Fig.  13.)  m  auf  der  Linie  Mg  liegen.    Es  ist  also  nach  der  ein 
gefiihrten  Bezeichnnngsweise  darsnthun»  dass 

mS  -f  md  +  mF^  p  » 

•ei  (»^=0).    Nach  der  Voraussetzung  ist: 

gZ^gr^MZ-^MAzs^p.  (1) 

Qeht  man  g£  A,  so  wird : 

^r=  Mq  +  MA. 


2S2  B^i9:  ittfifääem  m. 8äta$  Mb.  peemeir.Om'i. /8r  fimMe,  ätr.ammf 

Mao  lege  darch  sn  eine  Ebene  mtn  \\  MSN,  alsdann  entitali^ 
eine  Pyramide  gmm  der  gMSN  Shnlich,  and  Rir  beide  Pynaf^ 
den  ist  die  Ebene  gdl  eine  Shnlich  liegende.  Es  haben  somit  t0 
Punkte  g,  m,  # ,  n  in  Bezug  auf  ihre  Entfernungen  von  den  Ge* 
genflächen  des  Tetraeders  und  der  Ebene  gdl  dieselben  Ei({ea- 
schaften,  wie  die  correspondirenden  Punkte  G,  M,  jS,  iV  tn  Be» 
sug  auf  ihre  Gegenflächen  und  dieselbe  Ebene  gdl.  Bezeichntt 
man  den  Abstand  des  Punktes  g  von  der  Ebene  smu  mit  gf,  so 
wird  also  entsprechend  (2): 


Setit  man  mF  hinzu,   so  ist: 

mF-^-gy,  d.i.  gF=zma  -t-  mJ  i-mF. 
Setzt  man  nun  gZ  hinzu  und  berflcksichtigt,   dass 


m 


•  t 


(4) 


so  Ist: 


gF-t^g2  =  mi:  +  mJ  +  mF. 


(5) 


Da  aber  gF^ gS=p  Ist,  so  hat  also  der  Punkt  m  der  Linie 
glH  die  Eigenschaft,  dass  die  Summe  der  Entfernungen  desselben 
von  den  Seitenflächen  des  Tetraeders  =:p  ist.  Da  mAzsO  M;| 
so  Ist  also: 


mS  +  fnF+  mJ  +  fnA=ip. 


(6) 


Es  liege  zweitens  der  Punkt  n  der  Ebene  MgN  innerhalb  des 
Dreiecks  MgN.  (Taf.lV.  Fig.  14.)  Man  verbinde  N  mit  n,  yerUta- 
gere  Nn  bis  zum  Durchschnitte  tn  mit  gMl  ziehe  ne||iVf« 
nb  II  NM  und  vollende  Aber  neb  das  dem  Tetraeder  SMNg  ähn- 
liche Tetraeder  abne,  endlich  ziehe  man  noch  durch  e  mit  dSyl 
die  parallele  Ebene  heL  Man  bezeichne  die  ans  a,  b,  n  auf  die 
Ebene  hei  gefällten  Perpendikel  mit  aa,  ba,  na,  die  von  b,  n  und 
e  auf  die  gcgenflberstehenden  Seiten  des  Tetraeder  oben  geftllten 
Perpendikel  mit  bßf  nv,  es.    Es  ist  nun :. 


mS-^mJ  +  mFzsgZ+gF^NZ  +  NA. 


0) 


Zieht  man  g£  von  beiden  Seiten  ab,  so  wird,  da  mZ  —  gS  =1110 


m6^md-\^mF=zNc^NA. 


(8) 


Da  die  beiden  Tetraeder  aben  und  SMNg  ähnlich  sind  nnd  der 
Punkt  m  fflr  beide  ein  ähnlich  liegender  Punkt  ist,  so  mnss  (S) 
entsprechend  anch: 
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«io.  Setil  mao  so  beiden  Seiteo  eZ  hinsn,  mo  muss»  da 


W 


bC: 


ma  +  e£  =  m£,    na  +  eZ^nS 


m£  f  m/f-f  UM  =  fi£ -I- ti^ 


(10) 


idik  SeUf  mao  ferner  iJ^ssnJ  beiderseits  hinzii   nnd  berflck-^ 
richtigt,  das0  mß  +  il=smJ,   so  ist: 


mZ  -i-  fnJ-\-ms^=  n£  -f-  n^  -f  n/l* 


(11) 


Fiftt  man  nun  noch  endlich  or^mF  beiderseits  hinzu»   und  be- 
liebicfatigt»   dass  mn-i-MFis:  mF,  so  wird : 


m£  ^  mJ  -i-tnF=:  n£  +  nA  +  nJ+nF. 
U  ist  aber  nach  dem  ersten  Falle 

mS-i-mJ-^mFssp, 


(12) 


ni:  +  nA  +  uF  +  nJ  =  p. 


1 


Zttsats«  Leicht  lisst  sich  ericennen,  wie  der  Satz  sich  am- 
buitti,  wenn  der  Punkt  m  zwar  in  der  Ebene  des  Dreiecks  MgN, 
absr  adsserhalb  desselben  au  liegen  kommt 


Die  letzte  Aufgabe  findet  sich  analytisch  gelost  im  XIX.  Bande 
Archlfs  8.  121. 
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I 


XVIII, 

Aowepilung  des  dritten  llUTcrentials  d^t  ~f''{l)äP  de 

Function  der  geradlinigen  Uewegung  b  ^ßf)  *oI  dl 

Physik  der  allgemeinen  Schwere. 


Beim    Dr.  Fr.  ff.  K.  Genaler, 

ülnFD  im   GroxheiTugthunie   Sachatm- VV'viaai 


Bcbanntlivh  hielt  Lagrange  ^)  (üt  unnOthig,  bei  der  Uatati 
snchang  der  Differeiitial-rnenicienten  Act  Function  i=^f{t),mti 
den  geradlinigen  ^Veg  t  al»  Function  der  Z«it  /  ausdruckt,  fttti 
dem  ersten  und  «weiten  Ulfrcreiitial-Coeflidenten,  /"'(O  und  /"(l), 
auch  den  dritten  ("'(i),  and  überbitupl  die  liiiliern  >u  lierucluncb< 
liefen,  Es  Ut  die  AuTgabe  der  hier  folgcudcn  UnterBuchung, 
kewfjacn,    dnsa  es  vorlbeillmll  ist,    diese  BcschrHnkuii^  rnllen  Ut 


ideni   nanietillich  der   dtÜtc    Uiffereiilial-Coerfincnl,  roi 
'eg  cinro  grovitirenden  Piinklug  ge^en 


laHsen 

.  =  A').  _  _ 

Uf«TltBtioii«rentrum  bin  dnratelll,  lilr  d!«  Ehiaicfal  ia  din  PfavMk 
der  ächHffrc  vnn  entschiedener  Bedeutung  Ist. 


SchoE 
Rlhrten  c< 


aa  viel  mir  hewusut  ikI,  von  Klaclaurln   eini 
nDDicn  Ueliaitiuueii  von  UcachnindigkMt  und  I 


schleDnigendot  Kraft,  deren  ftloasse  bekanntlich  '^  =  /*(()  iwA 
jÄ=f*{t)  ■■id.  nenn  $=f(t)  den  geradUulgeo  We{;  i  ala  Funo 
th»D  der  Zelt  t  in  Rechnung  bringt,  taasea  es  als  eine  WUUtfibr 


')  LafrnngC'    Th'artt 
TrvU.  parU    Art.  I, 


dva  fanrliasB  nnaljlliiuBi 


l'art 
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cneMaeiiy  in  der  DisciisrIob  den  dritten  and  Oberhnnpt  die  liSheni 

Diferefltial-CoefBcienten  ohne  aus  den  analytischen  Werthen  der- 

tähen  sich  von  seihst  ergebende  GrQnde  fibergehen  su  vrolleii. 

Weno  Uaclaurin  sagt»   die  Geschwindigkeit  v  in  einem  gege- 

kieo  Eeitpunkte  werde  genaa  gemessen  durch  den  Weg»  der  in 

<>i*^  S^^c'i®"  ^^^  durchlaufen  werden  wflrde«  wenn  die  Be- 

tegoDg  von  dem  gegebenen  Zeitpunkte  an  gleichfurmig  bliebe*)» 

N  acUiesst  sich   diese  DeGnition  auch  an  die  Darstellung  des 

Wegincrementes  Ji  durch  die  Taylorsche  Reihe»    deren  La- 

KUDge  sidi  voizugsweise  bedient»  mit  grosser  Leichtigkeit  an. 

Denn  wird  in 

Jt-f[f)Jl-\-     j  2     +   j^3    + (I) 

!  -    *  ■      • 

r    ^(Q  nach  der  conditiooalen  Definition  Maclaurin'a  constant  ge- 

■     Mmmen»   so  wird,  weil  /*^(<)  =    '^^  ^  ist,  f{t),  f^{t)  u.  s.  f.  zu 
NaI!»  und  dadurch 

Js=zf'(t)Ji,  (3) 

worin  ofenbar  der  Weg  Js  als  Maaas  der  augenblicklichen  Ge« 
Nhirbdigkeit  f{f)^=v  gegeben  ist.  Anch  findet  zwischen  der 
CbichuDg  (2)  und  der  bekannten  Gleichung  dt=f'(t)dt  ein  W^i- 
Jentrett  nk'ht  statte  da  f^(t)  In  Gleichung  (2)  für  die  i^ppenirte 

dt  constant  gedacht  wird,  in  welchem  Falle  ;^  =  3ä  let 

h  gleicher  Weise  rechtfertigt  sich  das  conditlonale  Maass  der 
kidileunigenden  Krall  fp»  welches  durch  das  Verhältniss  des 
bwacbses  ^o»  den  die  Geschwindigkeit  v  in  der  gegebenen  Zeit 
^t  erhalten  wflrde»  wenn  ^  während  der  Zeit  M  constant  bliche, 
m  der  Zelt  Jt  gegeben  ist ;  denn  nach  den  angenommenen  Be- 
Angnngen  folgt  aus  ^ 


Mbrt 


^e=nO-^«f^T^  +  -T^^  (3) 


^  =/-(«)  =  9,,  (4) 


^Maelaurini    Trcatisc  of  flozlons.    Edinb.  1741.    Art  4. 
V*g.  5S.    Er  erweitert  diese  eonditlonale  ErblärongsweSse  ffir  die  Finzio- 
*>*  lelkftiger  FnnctIoDen  im  Art  700.  pag.  578  ff.,  wonlt  noch  A< 
HS*  Mb  «tt  Tei^leleheB  Ist 


wobei  wiederum,  weil  f^(i)  fi|r  die  Zeit  M  eoDetaot  gedacht  M 
Jf>      dv     .  . 

Tt=di  ""*• 

bt  nun  aber  in  der  Wirldichlceit  die  beschleunigende  Kraft  f 
im  Allgemeinen  veränderlich «  so  darf  wiederum  gefragt  werdeii 
welches  das  TerhSitniss  des  Zuwachses  ^9,  den  9  In  der  gep^ 
benen  Zeit  Jt  erhalten  würde»  wenn  /*^(0  wfihrend  dieser  ZiÄ 
coiistant  bliebe,  zu  Jt  sein  werde,   und  offenbar  ist  dieses  ca>< 

ditionale  Verhiltniss  -^  in  demselben  Sinne  das  Maass  dtr 

augenblicklichen  Aenderung  k  der  beschleunig^ndei 
Kraft  ^,  in  welchem  f*(i)  das  Maass  der  augenblicklichen  Aei- 
derung  des  Weges,  und  /"(f)  das  Maass  der  augenblickliehti 
Aenderung  der  Geschwindigkeit  ist.  Es  findet  sich  aber  oitflr 
Anwendung  der  Maclanrin'schen  Bedingungen  ans 


sofort 


^=no=*.  «9 


i'ohei  denn  wiederum  -^  =  -^  ist,  weil  der  Wertb  dieser  As** 


drflcke,  f^it),  für  die  supponirte  Zeit  ^f  constaut  genommen  wi 
80  ergiebt  sich  beispielsweise  aus  der  einfachsten  Gleichung  dtf 
schwingenden  Saiten  f  =  iisin(/Vn)   als  das  Maass  der  auge^ 
blicklichen  Aenderung  t  der  beschleunigenden  Kraft  9  der  An^ 
druck  /^(0=— aVm»cos(£i/wi),  worin  also  /^(O  oder  k  da«  \^^ 
hältniss  des  Zuwachses  Jm»  den  die  beschleunigende  Kraft  o 
Ende  der  Zeit  t  in  dem   beliebig  angenommenen  Zeitfbeile    ^^ 
erhalten   würde,    wenn  9  während  dieses  Zeittheiles  con« 
bliebe,  zu  dem  Zeittheile  ^t  ausdrückt 


Bei  Berücksichtigung  vorstehender   Ausnihrungen  kann   m 
nicht  geneigt  bleiben,  der  von  Lagrange   beRirworteten  theor^^ 
tischen   Beschränkung  der  Taylor'schen  Entwickelung   von 
auf  die  beiden  ersten  Glieder  beizutreten.    Seine  Behauptung , 

sei  nicht  nuthig,  in  dieser  Entwickelung  das  dritte  Glied,     |  q  a  -^^ 

zu  berücksichtigen,    weil  man  jede  Bewegung  aus  einer  gleich^ 
förmigen  und  einer  gleichförmig  beschleunigten  zusammengesetzt 
denken  kOnne,  gilt  nach  seiner  eigenen   Darstellung  nicht  allge^^ 
mein  für  jedes  gegebene  J$,  sondern  allgemein  nur  IQr  sehr  kleine^ 
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Ja  dgmtlieh  nnr  flir  unendlich  klelDs  Jt,  Sein  Mderar  Gmid 
aber,  dwa  dia  Nalnr  uns  keine  einfache  Betregnng  von  der  Art, 
wW  ria  die  Gleiehnnit  x^et*  fordert,  darbiete,  und  nan  nicht 
wbaa,  was  der  Coefficient  c  (der  eben  durch  den  dritten  OiB» 
raafitl -Cneniclenten  van  x  f^fonden  werden  wOrde)  an  alch  dar- 
rtaHen  liCnne*),  i«t  kein  theeretiacher,  aondem  ein  empiriechet 
Omed.  Ee  lat  Tielmehr  die  Sache  dar  allftemeinen  analytischen 
ÜKhaalk,  ana  den  Werthen  der  hDhern  Differential-CoefBcientan,. 
fifit  /"'O  a^>i  die  aie  bei  der  Anwendung  anf  gegebene  tm- 
pirlBcbe  VerhKltnlaae  annehmen,  narhautreiaea,  (ramm  aie  in  ge- 
gabeien  Flllen  auf  die  Uercchoang  der  Bewegung  kdnen  Einfluss 
hihn. 

Rtehte  deato  weniger  kflnnen  solche  Werthe,  die  auf  die  Be- 
rachamig  der  Bewegung  keinen  Elnffass  haben,  fOr  die  physika- 
bche  Einaicbt  In  die  Natur  der  Schwere  von  groaaer  Bedeutung 
•da;  das  in  zeigen  bietet  aber  die  Betrachtung  der  DiSerentla- 
flai  der  Function  tz=:f(t)  grüssere  Evidenx  dar,  als  die  der  ent- 
iprechenden  DilTerential-Coeflicienten,  weshalb  die  nun  folgende 
Dslaraacbnng  su  jenen  abergeht 

'."  Ea  Iwataht'daraher  kein  Zweifel,  daa«  a»  dem  Dilerential 
it»f*{l)dt,  worin  f(ti  oder  e  die  verilndertiche  Geschwindigkeit 
n  Ende  der  Zeit  t  miast,  dnrch  Integration  der  Weg  t  gefunden 
aM,  dea  ein  Punkt  bei  geradliniger  Bewegiing  bis  au  Ende  der 
Ul  I  dnraUaufen  liat;  ea  ist  ferner  darQber  kein  Zweifel,  daas 
r  aw  der  Gleichung  dti=fii)dt  oder  d»f =/•(() d(",  worin  /*(0=y 
'  da  baachlennigende  Kraft  zu  Ende  der  Zeit  t  misst,  dnrch  eln- 
■^lige  Integration  die  Geachwindigkeit  v  und  durch  zweimalige 
dar  Weg  t  beattinnit  wird. 

Ehoiiso  auMweifelhan  aber  ist  es,  daaa  tn  der  Hechanik  and 
Pkyalk  ilis  GMChwIndigkeit  fW  »der  e,   aU  die  Uraacht  der 


■yZiagraagei  Th«orle  iea  foacl.  anal.  Troll.  parL  Artt. 
VaretlS.  J.  F.  Frist  glebl  In  utAtin  „Hslkenstliehea  Nater- 
^llesepfcle  (BaMsIberg  IBB.  Se[|eOOI.)'<  d(«i«r  Bsuerbnag  des  La- 
■^tange  ein«  mBtapb.Tiittbe  Bagröndnng,  Indan  er  behaaplet,  dsM 
^Mn«  DewFgun^nf^Ieicbunir.  wie  xisC/*,  eine  Tertaderllche,  In  der  Ka- 
hiu  nanö^liche  Grundlraft  fordere.  Dabei  lal  aber  varen^|e«etat,  dssi 
Mhae  Grandbrafl  (die  AgatehBBgikrafQ,  deres  Wlrknag  ile  Sebvere ' 
■aW  eril,  der  letttern  prepertleaal  n  Mefcsaea  sei,  (~ 
pinaallBiaaglirhkeit  notes  Is  f.'A  bawisiMB  «WU 


I 


2S8  e-emt/tr  ■  MventL  an  ärlti,  mi^trthlMt  ip^-^tfui^*  tkr 

GeüMfe  des  '\m  d«t  Zeit  (  durch  lau  r«it«n  Wr^tes'  i,  nnd  d«*»  dla 
Gritose  (lieaes  We^^es  m  dIs  die  Wirbuog  der  GetdiMtMligtwII 
f{t)  ud«r  i<  des  lieivegten  Punktes  Bnerktkniit  wird;  »d  ■ieM 
tnnii^er  xwflirelloa  gilt  die  tirüase  der  beachIeiini«en<luB  Kraft^ 
fiX)  oder  qo,  aJa  die  wirlMarae  lltaache  der  ituch  AUTusa 
Zeit  t  ein^trelenen  Gcavbwiildi^eil  /'((>  oder  p,  so  wie  < 
Gt4chwindigL«it  «Is  die  Wirkunf;  der  beKhleuni!c;enden  I 
/*(0  >dct  fl>. 

Daraus  folgt  aber.  AaM  bei  den  OilTerentlalicn  /'{t)dt  UnA 
fWät*  die  Integralion  das  wittBenscbaflflcbe  Hfllfümlttel  l»t. 
der  GrSaee  der  uraachtichen  Wirksamkeit,  trelcite  In  f'{l)dt  DnA 
f^{t)dP  gegeben  ist,  die  Grösse  ibrer  Wlikung,  die  durtb //*(10<tf 
und  fff"{t)dP  geinensen  wird,  zu  linden;  und  das«  um^cltebtt 
die  Operation  des  Üifferentilrens  Lei  den  Functionen  tT=/{l)  n 
pasfH)  das  wiüsenacbartlicde  Hulfsmittel  i«t,  aus  der  GtllM^ 
der  VVirliung  die  GrSiwe  der  ursacbllcben  Wirksamkeit  an  Andcfl^ 

Dieser  Nncb Weisung  gemitas  bestcbt  der  Untemchletlznl^^ft 
B  oder  /"'(O  nnd  tiU  oder  f{t)dl.  sowie  zwischen  rp  oder  /*(i 
und  tpdl  oder  /"(0(i('  darin,  doss  <p  und  r,  oder  /""(O  nnd  ftly 
die  arithmeti8(;ticn  Maaxse  der  augenblickllcben  Geecbwiitdigkei* 
len  und  Bei^cbleunigungci)  ohne  Riicksichl  auf  ibre  ge^naeitiK» 
genetische  Abhängigkeit,  dass  hingegen  rdt  und  ipf/f,  odrr  f{.i)di 
und  /'ll}dP  eben  dtea»  Grossen,  aber  mit  Rfkki^icht  ftof  ihr* 
gCf^nseiti^i  im  OitTcrcnlialcatcn)  entw1<kelbare  genetische  Ab-* 
bKngigkeit  damtcllen.  Dent^emUs»  Itilnnte  man  r  und  ip  adtr  f{tf 
und  J^'(0  <1>^  aritbrneliachen,  dngi-gen  vdt  un<)  ifdi. 
f'it)di  und  rW'"*  *1I»  ge  Retischen  tiMcbm*digi-clteD 
Bescblcunlgnngen  nennen. 

£«  ist  aber  die  anal>'ltacba  Abbünj^jgkeit,  in  welcbtr  /"(Qh 
von  f^(C)dt.  und  fiberbaupt  f*(()  von  MHfidJi  atehl,  genta  di»^ 
»elbe.  welche  /tO  mit  /^(O*'*.  "der  /■'(()  mit  /"(O^ft  verbindet. 
nliMlrb  diejenige,  welche  sieb  allgemeto  In  dem  Auadrarite 
rf.y*(l)T5:/^>'(()rf';  »der  in  //^f»{/)rf(Ä/^(0  +  C  darstetit.  D^J 
her  bringt  Dulbwendiiier  Wetse  f"(t)dl  in  Deziebnng  aof  fit),, 
gnd.allßeiucin  f'^\i)di  \a  Beziebnnß  auf  /^(f)  dieMelbe  pby«ikB- 
llacbe  Abbangigkeit  in  Kechnunt-,  welche  /'('W  >n  Fteilctrangi 
auf  f{()f   und  rCMt  ^  Beawbuog  auf  /"(/)  in  !>'''  r 

Da  nun  /"(O''^  '«  Bertchung  eu  AO.  "'«I  A'' 
ong  lu  /^(0>  "ie  aich  oben  vi-^i\\,   dan  ph^olkiitiri 'i 
der  Uraacblicbkeit  »'Im    !       h.       :     n 
■a  HÜhI  Midi  l^(t)dt   i:!' 

Delrhe  die  in  /■"{()  gnmoöi    .  i,.  .,,■,■    i  :i 
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wM  flntdii  f^^f^dt  dlefeni^  areachncbe  Wirksamkeit,  welche 
Vm  h  f^l)  in  den  Calcul  gebrachte  physikalische  Gr5sse  her- 
feriMngt,>  unter  BexelehDang  ihrer  genetischen  Abhängigkeit  an»* 
lyllaeh  dargestdit,  während  /^'(Q  einfach  den  arithmetischen 
Wertb  eben  dieser  ursächlichen  Wirksamkeit  bestimmt  Demge- 
isbs  kSmite  man  wohl  die  anf  einander  folgenden  Differentlal- 
Cienkientev  der  Bewipgungsfanction  f  s^/TO  die  Causalstafen  der 
Bewegung  nennen*). 


5.  a 

Mit  Hfllfe  der  hier  nachgewiesenen  causalen  Bedeutung,  welche 
IcB  Differential  d(p  =  f^(t)di  in  Beziehung  auf  das  Haass  der 


^  Man  Ivolie  bemerken,  dau  hier  nicht  eine  beeoniiere  Bedentoag 
In  illgemdnen  Differential  -  Calcnl«  Toransgeeetit  wird ,  eondera  dam 
ik  DÜMaseion  ehee  speciellen  Failee  anf  die  genetiirhe  Bedentong  der 
WiaiwIiaKen  f&r  diesen  Fall  hinieitete.  ladeee  wird  nieht  verltannft 
i«dn,  iaee  die  Verallgenelncrnng  der  caucaien  Befmebtnngeweiee  ▼oa 
fs/(|)  and  eeber  Differenlialien  auf  die  Idee  der  Fluxionenrechnnng 
Itvjeto's  fahrt,  bei  deren  4ioafdhmng  nicht  nnr  Ton  der  VortCellnng 
riMKrfkjeikalischoa  oder  mechaniachen  Csnsalität,  iondera  selbst 
WB  der  Nf  wtoa'schcn  HuICivorstellang  der  Geschwindigkeit  absirahirt 
«■iaa  könnte.  Dann  wdrde  die  Aaffassang  des  Differentials  als  des 
laeepftiT*s  oder  Inchoatives  der  Teränderlichen  Grösse  dienen,  wlo 
als  tif allin  in  seiner  mathes.  oaiTers.  oa|>.  2.  nnd  de  angiilo  ron- 
tactHit  t.  Abthell.  cap.  6.  and  cap.  6.,  eingefiilirt  hat;  nur  bediciito 
Wallte  so  sehr  der  noch  halb  scholastiscli cn  Aiisdrucksweine  der 
Philosophie  seiner  Heimath,  nnd  hielt  sich  dem  allgemeinen 
AlgoifUmiaa  so  fem.  Eine  kleine  AbhAndlnnc:  des  Verfassers  In  dem 
ClilmfHi|,iswiiB  fflr  1850  des  Elsenacher  Reaigymnasinms  suchte  die 
Auftesong  des  Wallis,  die  «ich  ihm  Ton  selbst  aufgedrängt  hatte,  an 
M^lfertigen  nnd  au  erweitem.  Mag  es  nnn  auch  dieser  Arbeit  aa  dnrelH 
Evideas  maageln,  so  ist  doch  au  wünsehen,  dass  die  laeepti- 
I  des  Wallis  ebensowohl  Ihm  wissenachafUicbe  Darchfüliroag 
■äge,  wie  der  tob  ihm  gleichfalla  suerat  gegebenen  geometri- 
DealUBg  der  imaginären  Auadrncke  in  der  Theorie  der  lateralea 
▼OB  Gauaa  ihre  Vollendung  geworden  lat  Auch  möchte  alch 
ans  etflor  Aaaljae  de9  art.  111.  corolL  i«  In  Maclanrin^a  trea- 
ffM  ef  final  OB«,  wo  die  Ordinate  einer  xu  qnadrirenden  Fläche  (nach 
^^Uls  alao  daa  InceptiT  deraelben)  der  Fluxion  der  Fläche  proportio- 
Mt^^Äliuiden  wird,  nnd  der  erweiterten  Bedentong  der  Quadratur,  wie 
aK  avt  114.  lehrt,  mit  ETidens  ergeben,  dass  die  geaetische  oder  cau« 
tnng  des  Differeatial-Calcnls  sich  sehr  wohl  mit  der  auschau- 
Klvfceitt  damh  Vorbild  ni^  die  alMa  Griechen  gibto,  Terehiigen 
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beschlcaDigendeo  Kraft  tp^fffi  snkommtp  lisst  sich  mit  SichM- 
beit  enUcheiden,   ob  die  Natar  der  aaa  dem  GravitatioDigeMtal 
bervorgehendeD  Bewegungen,  denen  die  Gleichung  i^=zf{fy  aag»; 
paitst  sein  soll»   der  Annahme  einer  physikalischen  Ursache  d^  . 
Schivere,  d.  h.  einer  der  Centralmasse  eigenthOmlichen  Kraft  im  \ 
Ansiebung»  deren  Wirkung  die  Schwere  des  gegen  die  Centnh  j 
masse  gravitirenden  Punktes  sein  soll,  entspricht  oder  widerstnh  j 

tet.    Hat  nftmlich   "^^/^CO»   vrenn  es  dieser  Untersuchung  ai' 

gepasst  ist»  einen  angebbaren  arithmetischen  Werth,  so  ist  dh 
Existenz  der  Anziehungskraft  erwiesen;  ist  dieser  Werth  abir 
der  Null  gleich,  so  hat  die  Toraussetzliche  Anziehungskraft  dir 
Centralmasse  keine  physikalische  Existenz.  ,. 

Es  bietet  aber  die  wissenschaftliche  Erfahrung  zwei  Fälle  iv 
Untersuchung  der  Schwere  in  der  hier  geforderten  Richtung  ai; 
man  kann  entweder  von  der  elliptischen  Bewegung  eines  seh«».  ! 
ren  Punktes  um  sein  Uravitationscentrum,  oder  auch  von  der  gcrad*  ] 
linigen  Bewegung  eines  schweren  Punktes  nach  dem  Gravitatiois'  i 
centrum  hin,  also  vom  allgemeinen  Fallgesetze  ausgehen.    Di  \ 
aber  nach  der  Hypothese    der   allgemeinen   Anziehungskraft  die  : 
Ursache  der  Schwere  In  derjenigen  Richtung  zu  suchen  Ist,  ii 
welcher  die  Schwere  den  gravitirenden  Punkt  zur  Bewegung  trelM 
so  kann  auch  bei  der  elliptischen  Bewegung  des  schweren  Poih* 
tes  nur  die  Annüherong  desselben   an    das  Gravitationscentraii 
welches  bekanntlich  einer  der  Brennpunkte   der   Ellipse   ist,  ii 
Frage  kommen.    Die  Gleichung  «  =  /][Q  niusn  also  fär  diesen  Fil 
(Tir  die  relative  Bewegung  des  schweren  Punktes  in  Beziehvg 
auf  sein   Gravitationscentrum    eingerichtet   werden,   so   dass  Ai 
Drehung  des  Radius  vector  um  das  Gravitationscentrum  aus  dir 
Rechnung  bleibt,  und  die  grusste  Länge  von  $  der  doppelten  EzoBi- 
tricität  der  elliptischen  Bahn  oder  dem  Unterschiede  des  gruütü 
und  des  kleinsten  Radius  vector  gleich  wird. 

Nun  ist  die  beschleunigende  Kraft  9,  welche  den  gravlttres* 
den  Punkt  in  seiner  elliptischen  Bahn  gegen  das  Gravitatlooicei- 
trum  hintreibt,  wenn  v  die  Geschwindigkeit  desselben  in  dtf 
elliptischen  Bahn,  p  sein  KrGmmungshalbmesser  und  J^  der  Wii- 
kel  zwischen  diesem  nnd  dem  Radius  vector  r  des  Punktes  iit» 
wobei  r,  9  und  ^,  so  wie  auch  r,  implicite  Functionen  von  t  üaSk 

also 

dxp  __  cos^(2gde— ntg)  -f  VQtXnM^  ^. 

dt  —  o«cose«i«  '^'  ^ 
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Es  hängt  aber  die  Verfinderlichkeit  von  qt  jedenfalls  zu  einem 
MTe  fon  der  bekannten  geometrischen  Eigenschaft  der  Schwere 
>,  die  man  ihr  Ausbffeitnngsgesetz  nenot,  davon  afim^h,  dana 
!  Grösse  der  Schwere  eines  Punktes  im  umgekehrten  Verbält- 
M  des  quadrirten  Abstandes  desselben  von  seinem  Gravitations* 
itmm  steht.  Dass  nun  diese  raumliche  Bedingtheit  der  Schwere 
irden  Grad  der  aapponirten  Anziehungskraft,  welche  die  (^en- 
Imasae  an  sieb  haben  soll,  nichts  entNcheidety  ergiebt  sieh 
IMS»  das«  in  einem  und  demselben  Abstände  des  gravittrenden 
aklea  von  seinem  Gravitationscentmm  die  Schwere  des  gravi- 
■den  PankCea  sieb  ändern  würde,  wenn  die  voranssetzliche 
siehongskraft  des  Gravitationscentrums  eine  veränderliche  wäre, 
i  dass  das  Gesetz  dieser  Veränderung  allein  eine  Function 
r  veränderlichen  Anziehungskraft  sein  wurde.  Daher  kann  aus 
r  Schwere  eines  gravitirenden  Punktes  nur  dann  ein  Schluss 
f  den  Grad  der  voraussetzfichen  Anziehungskraft  des  Gravita- 
«scentroms»  welche  die  Ursache  der  Schwere  des  gravitirenden 
nktea  sein  Mll»  gemacht  werden,  wenn  der  Abstand  des  gra- 
irenden  Punktes  constanf,  und  bei  allen  bezüglich  ihrer  Schwere 
I  einander  zn  vergleichenden  Punkten  gleich  gesetzt  wird. 

Ef  ist  also  fSr  die  Gleichung  (7),  in  welcher  9  die  Schwere 
»  {^vitirenden  Punktes  misst,  der  Radius  vector  r  constant  za 
Biken,  wenn  dieselbe  zur  Berechnung  der  Grosse  oder  Inten- 
ttt  der  voraussetzlichen  Anziehungskraft  des  Gravitationscen- 
UM  dienen  soll.  Nach  Anleitung  des  §.  2.  gieht  dann  die  Glei- 
kog  (8)  sofort  die  Intensität  der  voraussetzlicben  wirksamen 
hnche  der  Schwere  des  gravitirenden  Punktes,  wenn  man  in 
Ina  allgemeinen  Ausdruck  diejenigen  besonderen  Werthe  von 
f  f  and  ^  einfährt,  die  sich  aus  der  unvermeidlichen  Bedingung, 
laH  r  constant  sein  solle,  ergeben.  Ist  aber  der  Radius  vector 
'coBstant«  80  wird  die  elliptische  Bahn  ein  Kreis,  0  constant  und 
K  da  nun  q  mit  r  znsammenßllt,  der  Null  gleich.  Dadurch  er- 
Mt  die  Gleichnng  (8)  den  besondem  Werth 

^^  der  Beweis  gegeben  ist,  dass  die  Intensität  der  veraas- 
Mbficben  Anziebwigskraft  der  Noii  gleich  ist,  dass  also  eine 
mcUiclie  Wirksamkeit,  welche  die  Schwere  eines  gravitirenden 
'■llrtts  hervorbringen  sollte,  ftir  die  Physik  oder  Mechanik  nicht 
cAfirt 

S*  4. 

Gua  dasselbe   Resultat   ergiebt  sich    für   den   Werth 


1 
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-?.  aa«  dem  Aasdrucke  der  Schwere  im  allgemeioeo  FallgeMi%^ 

welcher  bekanntlich  *  ^' 

1. 

^      («  —  *)■ 

ist,  wenn  g  die  Schwere  des  gravitirenden  oder  fallenden 
tes  in  der  Einheit  der  Entfernung  vom  Gravitationscenimm,  •  te; 
anAngliche  Abstand  des  fallenden  schweren  Punktes  md  e  ik 
veränderliche  Entfernung  desselben  vom  Gravitationscentnim 
wobei  man  t  als  eine  implicite  Function  von  i  zu  betrachten  hikf 
Es  ist  dann 

^ ^^fa  (11) 

dt  ~  (e—t)'dt  ^"' 

das  Maass  der  ganzen  augenblicklichen  Aenderung  von  9  nttif 

ds 
§•  1.,  Gleichung  (6).    Um  daraus  den  besonderen  Werth  von  -^ 

zu  finden,  aufweichen  die  geometrische  Abhängigkeit  der  Schwül 
g>  von  dem  Abstände  des  gravitirenden  Punktes  von  dem  Gmt* 
tationscentrum  keinen  Einfluss  haben  soll»  rouss  dieser  Abstaii: 
der  hier  durch  s  gegeben  ist,  constant  genommen  werden;  dadvdk 
wird  €2f  =  0»   also  auch 

woraus  denn  wiederum  folgt »  dass  die  allgemeine  Anziehungskrtld 
als  Ursache  der  Schwere  gedacht»  eine  falsche  Hypothese  ist 


§.  5. 

Da  bei  den  Differentiationen  in  den  Gleichungen  (8)  und  (Ü) 
die  ganze  Veränderlichkeit  von  9,  dieses  als  implicite  Fundi0 
von  t  gedacht,  berücksichtigt  ist,  und  erst  in  diesen  allgeroeiof^ 
Differentialien  von  (p  gewisse  Grossen  der  Natur  der  Sache  nack 
constant  gesetzt  wurden,  so  ist  gegen  die  in  den  Gleichungen  (0) 
und  (12)  gefundenen  besonderen  Werthe  von  9  von  Seiten  4^ 
Caiculs  durchaus  nichts  einzuwenden.  Sollte  aber  die  Releilüi 
einen   Anstoss   daran   nehmen,   dass  in   den  Fällen,  für  wtkkM 

-^=0  wird,  eine  Bewegung  nach  dem  Gravitationscentnim  hbl 

nicht  stattfindet,  so  konnte  man  dieses  Bedenken  durch  Ainwet 
sang  auf  die  conditionalen  Definitionen  von  Geschwindigkeit  and 
Beschleunigung,  wie  sie  in  §.  I.  nach  Maclaurin  gegeben  war 
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M,  flir  erledigt  halten;  deno  Jenes  »»wflrde«  wenn''  macht 
iriae  Anfordening  an  eine  wirkliche  Bewegung  wfthrend  des  sap- 
üairten  Zeittheiles  zft  Indess  braucht  man  sich  auf  diese  logische 
Ifiedigoog  des  der  Reflexion  etwa  aufstossenden  Bedenkens  nicht 

■  beschränken,  da  tp  auch  (9r  den  Fall»  wo  ^=0  wird,    ein 

■Hhaetisches  Maass  findet,  welches  die  empirische  Realität  der 
hrah  9  gemessenen  Grosse  zur  Grundlage  hat. 

Denn  was  xonSchst  die  Realität  von  tp  unter  denjenigen  Um- 
lOaden,  IBr  welche  die  Gleichung  (9)  in  §.  3.  gilt,  angeht,  so 
■t  dieselbe  durch  die  aus  der  Kreisbewegung  nothwendig  ent- 


r« 


ipringende    Centrifugal- Beschleunigung   —  erwiesen,  so  dass  su- 

e* 
||tich  —  als  ein  reales,    von  dem  Wege  s  unabhängiges  Maass 

nm  9  gegeben  ist. 

Dagegen  erhält  dasjenige  9,  für  welches  die  Gleichung  (12) 
h  §•  ii  gilt,  seine  reale  Bedeutung  in  dem  Drucke,  den  ruhende 
HsMen  gegen  das  Hinderniss  ihres  Faliens  ausfiben,  wodurch 
vitdenim  ein  von  $  unabhängiges  empirisches  Maass  fSr  9  dar- 
|iboten  wird.    Denn  ist  p  das  Gewicht  der  Masse  m  und  r  ihr 

Aktaod  vom  Gravitationscentrum  >  so  hat  man  m=r-^. 

$.  6. 

Die  gewohnliche  Hypothese,  nach  welcher  die  Schwere  eines 
hiktes  der  Anziehungskraft  der  Centralmasse  proportional  sein 
•dl,  ist  nicht  nur  den  hier  gefundenen  analytischen  Resultaten 
n%egen,  sondern  verstusst  auch  gegen  anerkannte  Grundsätze 
k  allgemeinen  Physik.  Ein  solcher  Grundsatz  ist,  dass  da,  wo 
dM  Ursache  wirksam  ist,  die  noth wendige  Folge  eine  Verände- 
mi  derjenigen  Zustände  ist,  welche  von  dieser  Ursache  abhän- 
i%  sind,  und  dass  diese  Veränderung  so  lange  vor  sich  geht, 
ibdie  Ursache  derselben  wirksam  ist  Wäre  nun,  um  der  ezak- 
tatoi  Entwickelung  der  gewohnlichen  Theorie  der  Anziehungs- 
baft,  wie  sie  J.  F.  Fries  darstellt '),   zu  folgen,  f=  km'.fif(a). 


*)  J.  F.  Fries:  Mathematitcbe  Natarphilotophie,  S.456, 
bsmerkt  werden  mag,  dsM  Fries  den  Aatdrack:  betchlenoi- 
|nie Krall  vermieden,  and  dafür :  augeDblickliche  BecchlenDiguig,  oder; 
Ulklitkliche  Intentitäi  der  ttetigen  Becchleanigung  geectst  Witten, 
^  den  Anedruck :    Rraft  nur  seiner  Grnndkraft  der  Ansiehuag  (oder. 


I 
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worin  f  die  BiiLieobHcklithe  It es chlcuni gütig .  /<  die  Andvlituif^ 
krsrt  jede«)  uirkenden  Tfieil«»  der  Mass«  m'  und  ^«(«i)  ein*  I 
lion  des  AktlanHos  de«  rail  dvr  l{(^Rchl»uriigunft  f  fl*f!v^  «*'  rtw 
»Itirendeu  Punlite«  *un  dem  in  einem  l'unVie  vett^tnigt  f^wlacfataA 
m'  heieicboet:  »o  bann  iiacli  ubijretu  lirundsalae  f  iiii:lil  cnnstant 
bleiben,  »Stiretid  die  An;!iehiin^skruft  der  Masse  tn'  »irksi 
OemgeiDfiM  kfinale  obiger  Werlh  von  f  iior  eti*«  der  Wetlh  ihr 
lieschleutiigun^  nach  Ablauf  der  Kelteitihflit  aein,  and  4rr  ■llfie* 
mL'iafl  Werth  h  Hre  vielmcbr  f  =  km.' i<\i{,a).  Ün  aber  der  Err«hruilC 
fiemäsD  die  bescbleuiii[;ende  Kraft  der  fjcliwere  bei  conaUnter 
Eiitrernung  cnnstani  bleibt,  bo  liei;t  die  Unrirhtigkeil  der  (St 
Grunilkrart  der  Anxieliang  vereuchlen  Hy|i'i(hei>e  klar  vor. 

Gs  bat  aber  diese  fajactie  Hypothese  offenbar  Ihre  reale  QiieR«, 
wenn  von  metaphyalschen  Oeductioncn  abgesehen  Hifd,  in  der 
von  Neivton  benleaenen  Thalsache,  das«  die  Schwere  emea  gn' 
vilirenden  Punkten  bei  eleichen  Entfemungen  von  Ten>chi«>d«9ai 
Ceniralmaaaeii  diesen  Macsen  einfache  und  gerade  |irupartitina| 
ist;  denn  es  lie^t  der  Rellesion  sehr  nuhe,  diejenigen  Körper, 
deren  Massen.  Abstände  und  Lagen  die  8cbnere  Jedes  gega 
dieaellien  grnvtlirenden  Punktes  völlig  bestimmt,  als  dl«  wirkü* 
nien  Uraachen  der  Schwere  dieser  Punkte  nnztisehen,  mm«]  «__. 
das  aoeennnnle  Auslireitungsgesets  der  Schwere  <vegen  ««Inti 
AehnlichkeK  mit  dem  Aiubreituugsgeactte  des  Liebte«  vtd  i 
Schallee  zu  einer  Hypnatasirung  der  bloss  geometrischen  BedhiKN 
heit  der  Schwere  in  eine  von  der  Ceotralmasso  ausgehende  Knlt 
der  AniiebuDg  so  leicht  verftihrt. 

Uebrigetis  sind  die  hier  gewonnenen  Reautlale  der  aitdyD- 
achen  Untersuchung  über  die  CrHacho  der  Schivere  von  jeder  UjrpM 
(hese  über  iTie  [ibysik  all  sehe  Natur  der  Schnate  und  deren  Ba^ 
Hirkung  unabhängig.  Würe  «ße  beschleunigende  Kraft  der  Schi*M4 
ein  mechaniff'h  oder  «tatiscb  milgelhciller  Drucis  »ie  is  der  II 
anafahrbaren ")  Aetherdruek-Hypothcae  Newton'«,  «o 
doch  die  vitrstehcnde  rulersuchung  auf  die  Agentiett, 
diasen  Druck  hervorbringen  sollen.  In  gleicher  Wetse  Anweodi)^ 

Ab*tui*n«g)  TuiIwhnUcn  vill.  Da  aber  dir  B«(FlilDUBf|;uaj(  nlcltl  hta« 
ria  Mas^a  ia  drr  ieiaairti,ta  BmrKUng,  iiindcra  aarb  rla  alallMlkt 
MaM«  bal,  «cli-tiea  dir  VonUlIanit  «larr  b«*rbleanl|;Irn  Rirw«gaa|[  al 
MtrkiMl  nitlil  «nüiSli.  »>fl  d»  Si^hlii»  Atm  vorigen  $.  b.  In  KrinMm 
brloKI,  *o  In  In  der  alliirmtctacn  Ocflnltlna  lon  7  uad  4bb  ifraaUhhl 
Aaadrait*  rfai  Mnftmal  ein«!  Trirbot  «nr  Urmrg^ntf,  alaa  41*  TanM 
Isaf  «(mt  Krafi ,  aldil  «■  cnlhehr^a- 

■)  ffhcwvll:  A*lr»B«nf  %**  gcncral  vhjiic«.   LevA.IWI 
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lodco  and  gleiche  Resultate  geben.  Oder  wenn  etwa  Faraday 
hehanptet,  die  herrschende  Theorie  der  Schwere  sei  im  Wider- 
sprach mit  seiner  Vorstellang  von  einem  wechselseitigen  Ueber- 
gehen  aller  NatdrftrBfle  In  Mäander,  vnter  deavti  er  Areiüch  zunächst 
üe  Imponderabilien  versteht«  so  handelt  es  sich  doch  in  der 
asalytlscben  Mechanik  gar  nicht  um  die  qualitative  BeschaiTenheit 
der  heschleanigenden  Kraft,  sondern  am  die  Abblngigkeit  ihrer 
fsantitativen  Verhältnisse. 

Als  endliches  Resultat    vorstehender    Untersuchungen    Ateht 
also  folgendes  fest: 

es  ist  ein  allgemeines  Naturgesetz ,  daes  die  Masse  eines 
jeden  Korpers,  nebst  dem  Abstände  und  der  Lage  des- 
selben bezüglich  eines  gravitirenden  Punktes,  allerdings 
die  vollständige  Bedingung  fiBr  die  Schwere  des  letz- 
teren bt,  ohne  aber  mit  einer  Kraft  verbutoden  tu  iselM» 
welche  die  wirksame  Ursache  der  Schwere  wire. 

Die  Bedeutung  dieses  allgemeinen  Naturgesetzes,  welcliem 
ie  Schwöre  nnterworfen  ist,  hebt  sich  dadurch  hervor,  dass  ver^ 
■3ge  desselben  das  Gebiet  der  gravitirenden  Massen  mit  dem 
im  ofganischen  Gestaltungen  unter  ein  und  dasselbe  Princip  su^ 
tumeufkUt;  denn  darin,  dass  die  Gesetze  des  Lichts  die  he- 
;  «famenden  Bedingungen  der  Einrichtung  des  Auges,  dass 
fifl  Gesetze  der  Schallscbwingungen  die  bestimmenden  Bed in- 
gangen Ar  die  Einrichtung  des  Gehörs,  dass  die  hydrostatischen 
nd  hydromechanischen  Gesetze  des  Blutumlaufes  die  bestiiAinen« 
dci  Bedingungen  für  die  Einrichtung  desHlerzens  und  des 
Bhtadersysteins,  o.  s.  f.,  sind,  ohne  dass  die  vorangestellten  Ge- 
Mtie  die  wirksamen  Ursachen  der  genannten  organischen 
BHichtangen  enthalten,  spricht  sich  die  Natur  der  organischen 
BBdnngen  mit  charakteristischer  Deutlichkeit  aus. 
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Uebnagsaafgaben  für  Schuler. 


Voa  Herrm  Dr.  G.  Zshfua«   io  DarnaU^I^ 

1)  Wie  bevreist  man,  dass  die  DetermiDante 

ai— &i        «i^A«        ^i  —  ^  ••••  fli"-*« 
a% — 6|        a% — b^       o^ — 6^  ....  a^  —  bn 

•s""*!        **» — **        «»-"Ai  ••••  Of— ft» 

«^i  — 6i       fl« — 6«        «r»— 6j  ....  fl»  — Ä» 

gleieh  Mull  bt^  so  oft  n>2,  währeDd  sie  fiir  ii  =  2  deo  Wertfc 
(0i-aa)(Ai-6s)  orhält? 

2)  Die  Integrale 

/**  /(ar)8ar   and    /"*  [A«)- A«*+*-«)]ar 
'  ■  •  • 

sind  einander  gleich,  so  oft  beide  endliche  and  hestimmte  Werfte 
sulassen.  Unter  welchen  Bedingungen  lässt  sich  ein  ganz  analo- 
ges Resnltat  erzielen,  in  welchem  ffir  die  obere  Grenae  o»  die 
untere  Grenze  — oo  steht? 

3)  Es  ist        "* 

JJ      ax,y)dxdy^J      tdtl       df(x,y), 

^  i     %      ^ 

wobei  recbterhand  filr  y  sein  Werth  aus  fix,  y)  =  ^  su  seilen 
ist,  und 

Insbesondere  Ist  fllr  f(x»y)  =  F(x).e''y: 

O  0 

wobei  ^(0  die  aus  der  Auflösung  der  Gleichung 

t  =  f{x,Q)  =  FXx) 

entstehende  Auflösung  a;=:^(0  oder  die  umgekehrte  Function 
von  F  vorstellt  Die  letste  Integralformel  lässt  sich  aucli  ganz 
direct  ableiten. 

4)  Das  Integral  < 
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/ 


i 

«  dx 


V^(l-x2)(l-c»i«) 


1 

kehrt  dnrch  di«  Substitotioo  ^r  =  --  identisch  auf  dieselbe  Form 

et 

nriicky  und  liefert  mitbin  einen  Beweis  ad  ocnlos,  dass  die  Regeln 

des  Substitotioos-A'^erfahrens  richtige  Resultate  liefern. 

5)    Es  sei 


^  P^  dx 

f\a)^  I        (e-«*— cos  aar)  — - 


0 
X 

Setzt  man  noh  ^  tdr  x,   so  entsteht 


/*  Bx 

(e-"--coBx)~  =  F(i). 

0 

Da  mithio  F(a)  constant  gleich  F(l)  ist,  so  ist  auch  F(0)  =  F(\),  d.  h. 


0 


=  /        («■"'  —  cosor)  — 


o 

Obgleich  nun,  wie  man  aus  der  Theorie  des  Integralcosinus 
weiss 9  dieses  Resultat  richtig  ist,  so  ist  doch  die  Herleitungsweise 
falsch,  weil  man  auf  demselben  Wege  beweisen  könnte»  dass  auch 

*  Sx     ^ 

(e-«—  cosa:)  —  =0 


/ 


sein  mflsste*   was  anrichtig  ist    Wo  Hegt  der  Fehler? 

6)  Bei  einem  in  Sfiddeutschland»  wahrscheinlich  aber  auch 
anderwärts  gebräochlichen  Würfelspiele  werden  bei  jedem  Wurfe 
dem  Spieler  so  viele  Augen  angerechnet,  als  die  beiden  höchsten 
gleichen  Augenzahlen  und  ausserdem  die  hiichste  unter  den  flbri- 
gen  Augenzahlen  des  mit  sechs  Würfeln  gebräuchlichen  Wurfes 
zosamroengenommen  anzeigen»  so  dass  z.  B.  der  Wurf  5,  4»  3»  3,  2»  2 
als  34-3-1-5  gezählt  wird.  Wie  ungerecht  dies  Spiel  ist»  indem 
fie  Gewinnste  durchaus  nicht  in  umgekehrtem  Verhältniss  zur 
Wahracheinlichkeit  der  einzelnen  WOrfe  stehen»  möge  aus  nach- 
stehender Tabelle  ersehen  werden»  zu  der  wir  noch  bemerken» 
daas  6  gleiche  Augenzahlen  als  19»  und  die  Augen  J»  2, 3»  4»  5»  6 
als  20  gerechnet  werden. 

Die  Berechnung  dieser  Tabelle  ist  filr  Schüler  eine  nfitaliche 
Uebang  in  der  Wahrscheinlichkeits- Rechnung  und  Combinations- 
Ichre.  Die  Colnmne  A.  enthält  die  dem  Spieler  anzurechnenden 
Augenzahlen.  Dieselben  können  meist  auf  mehrere  Arten»  welche 
daneben  in  der  Columne  B.  angemerkt  sind»  entstehen.  So  ent- 
nteht  der  Wurf  16»  der»  beiläufig  bemerkt»   am  hänügsten  auftritt» 


i48 


CMWitM^Otiiai  ^  adOUr, 


lafS  Arten,  der  Wurf  12  auf  drei :  336,  M4,  552.  welche  i 
BerecfantiDg  der  HSafigkelt  ihres  Voikommens  drei  *f 
«entlich  Terachieden»  Fermeln  erfordern,  jenadidi 
die  Zahlen,  weiche  die  beiden  gleicheD  WQrTel  hsdeaten,  gie» 
grÜMer  oder  klriner  sind,  ila  die  bücttste  aoMenkn».  Die  1 
loKUtea  C.  Bod  U.  enthalten  die,  den  a  den  Columoen  B-  und 
b^rtSenen  ZeUea  entaprecbendan  ElSufigkeite«  den  Vorkontaei 


k. 

B. 

C. 

D. 

i 
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6 

6 
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5 
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i  Note  8ur  r^valuation  des  integrales  fxydm ,  fxzdm^ 
ifyzdniy  Jx^dm^  fy^dzny  fz^dm  pour  une  pyramide 
I  triangalaire  dont  la  base  est  sitaee  dans  le  plan  des 
[       ary ,  nne  des  ar^es  etant  prise  pour  axe  des  x. 

Par 


Monsieur  R.  LohattOj 

Pi^fesseor  de  math^natiqne«  siip^rienre«  k  rAcad^mie  Royale  ä  Delft« 


1.  Afin  de  parrenir  plus  facilement  k  la  valeur  de  la  pre- 
»ere  de  ces  integrales,  noas  commcDcerons  par  chercher  celle 
4b  llnt^grale  doabie  ffxydaedy  ^tendue  a  un  triangle  quelcooque 
eAtn4  daoa  leplan  des  xy.  Soit  ABC  (Taf.  V.  Fig.  1.)  ce  triangle; 
|iv«oon0  d'abord  le  aommet  A  pour  origfaie  d*un  Systeme  d'azes 
rectaogalaires  Ajc^ ^  Ay'  paralleles  auzazes  Ox^  Oy,  Soient  m,  n 
\tm  coordonn^ea  du  point  ß  et  m',  n'  Celles  du  point  C,  par  rap- 
port  ao  premier  des  deux  syst^mes  d'axes.  En  d^signant  par  V 
le  Toliinie  da  solide  produit  par  la  r^volution  du  triangle  ABC 
motonr  de  Taxe  Ax'  f  Ton  a 

V='lnffy'dx'dy'. 

\  D^aiDenr«   le   moment  de  ce  solide  relatif  k  rorigioe  A,    ou  en 

1  d^aotres  termes  le   produit  de  ce  solide  par  la  distance  de  son 

I  centre  de  gra?it^  aa  point  A^   a,  comme  i*on  sait,    pour  valeur 

I  %effa^^dxfdff,    L'iot^grale  double  Jfx'y'dx'dy^  ^tendue  ü  tonte 

1  la  aarface  du  triangle  sera  ainsi  connue,    d^s  qu'on  aura  trooF^ 

I  raspraMioo  du   nippient  du  solide  de  r^Tolution   par  rapport   k 

I        TkeUXXXJ.  17 


ädO 


laäait&:   SöU  wr  ti^ahuMm  ite  HUi§ndm 


l'origine  A.    Or  ce  solide  se  compose  ^videmroent  de  la 
du  cdne  entier  et  du  cAoe  tronque  produite  par  la  r^volntioB 
triangle  Aßb  et  du  trapdze  BbCc  autour  de  Faxe  Aaif » 
du  c^ne  proveuiint  du  triangle  ACc, 

Les  moments  des  deuz  cones  eotiere  cot  poar  valenrs  't\ 


n 
4 


—  n'^m'^.    Quant  a  celui  du  cdne  tronqn^.  on  a'aasarera  sane 


ä  Taide  des  principes  de  statique»  qne  soo  moroent  poarrm  4t 
exprini4  sous  la  forme  suivante: 

On  aara  ainsi 


doDC 


(1) 

Sfxydx'ds 


— ^  1 3(n«i«»— n'«m'*)  -  2  {m'—m)  (jthn + n'*m')  +  (n  +«')•  (m'*-V)  | 


= 24  { n«m'« — n'*m« + 2  (nm' — mn')  (mn  +  mV)  I 
^57  (im»' •— n'm)  I  »m' +  n'm  +  2  (mn  +  mV)  1 


=  j2  { (m  +  mO  (n  +  n')  +  mn  +  mV ) , 

J  repr^sentant  Taire  da  triangle  ABC. 

II  est  ais^  maintenant  d'obtenir  la  valeur  de  cetfe  int^pili 
relativement  au  systöme  d'axes  parallMes  passant  par  na  poW 
quelconqüe  O. 

Designons  a  cet  effet  les  noo volles  coordonn4es  da  poiot  Jk 
par  a,  b,  celles  du  point  B  par  a! ,  b',  et  celles  da  point  Cffia. 
a',  b".    On  anra  alors  . . , 

m^sLa'-^Q,    n^iV-^bt    mf=:cf^a,    h'äM— 5. 
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=Jjfx'g'dx'dg'  +  ajfy'dx'd^^bffx'da^dy'  +  «6.  J. 


(8) 


X^  T  lea  coordonnees  da  centre  de  gravit^  da  triangle» 
par  rapport  aas  azes  Ax^Ay' ,  on  aura: 


Jfa^dx'dy' =J.X=  (^'"')  /=  ( 


a'  +  o"— 2a 


)'• 


reu    ▼aleurs   ^tant  Substitutes  dans  T^quation  (2),  on  obtieodra 
a  Faide  de  T^uatioo  (J)«  pour  Tiut^grale  double  doot  ii  s'agit: 

ffxydxdy 
=  ,•^»(«'+0^-2«)  (6'  +6''-26)  +  (a'-a)(6'  -  6)+(a''-fl)(6^-.6) 

.+4fl(6'  +  6''— 26)  +  46(a'+a^-Är)  +  12a6| 


DD  qai  pourra  facilement  ^tre  r^uite  ä  la  forme  sym^trique: 

(3) 


ffxydxdy  =  i^Ka  +  «')(*  +  *')  +  (a+a'O  (ä+ä'O  +  (a'+fl'O  (fi'-^b")  |. 

2.  Paseons  actuellement  k  ia  recberche  de  la  valeur  de 
fzgdm  pour  la  p3rraniide  JiSCT*  (Taf.T.  Fig.2.)  dont  une  des 
sfMea  ./IB  est  prise  pour  axe  des  ^r»  et  la  face  ABC  pour  plan 
des  jry.  Seit  <  la  projection  sur  ce  plan  du  sommet  T  de  la  pyra- 
■ide.  Nomroons  a,  ß  les  coordonnees  da  point  i\  a' ,  ß'  celles 
ia  poiat  C;  a^  la  longueur  Aß,  et  A  la  bauteur  de  la  pyramide 
fB  acra  ainsi  compl^tement  delermin^e  k  Taide  de  ces  six  quan- 


Prenaot  la  masse  de  Tonite  de  volume  pour  unit^  de  masse, 
t^Ugnlm  fxydm,  qui  expriine  alors  l'inti^grale  triple  ßfxydxdydz 
^earra  itre  prösent^e  sous  la  forme 

fdzjfxydxdy. 

■BJdrtrnnB  maintenant  une  section  du  corps  prise  paraR^I^iAent 

la  baaSf  oa  an  plan  des  xy,  k  une  distance  quelconque  z  de 

M ;  9k  dont  la  projection  sur  ce  plan  mM  repr^sent^e  par  le 

Jptf  ilte;  aemBiiUe  k  Tä  base  A^C,  dei*  poonons,  A  i'aide 

IT* 
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de  ce  qni  a  6t^  trouv^  aii  o^.  pr^cödeiit,evalaer  YXiM^nX^ffxgd^ 
iSfendue  k  lasectioo  ahc^  en  fonction  de  ia  diataoce  s»  ee  qvi  c 
duira  directemeDt  ä  la  valeor  de  Tiot^grale  triple  qn'il  •'agil 
trouver. 

A  cet  effet  il  faudra  remplacer  dans  la  form.  (3)  Taire  J 
Celle  du  triangle  abc^  et  les  six  coordono^es  a,  b  etc.  par  e^ 
des  trois  soniDiets  a,  b,  c,    Soit  A  Faire  de  ia  face  ABC,  o 

du  triangle  abc  s'ezprimera  evideiomeot  par  f     ^    J    A,      Qt 

auz  valears  des  alz  coordonn^es  eo  fonction  de  Zy  oa  troui 
faciiemeot,  a  l'aide  de  la  figure  pour  Celles 


du  point  a 


du  point  b 

du  point  c  «'— («'-a)j,  ß'^(ß'^ß 

Substitnant  ces  valeurs  Ji  la  place  de  a,  b,  a\  b\  a",  b^  i 
la  form.  (3),  on  obtiendra  pour  Fintegrale  fffxyd^dydz  i^tei 
an  volume  entier  de  la  pyramide,  une  expressioo  de  la  forme 

0 

•  

oü  les  coefBciens  P,  Q,  R  ne  dopenden t  que  des  cinq  coor 
nöes  «,  ß,  a',  ß' ,  t^. 
Or  puisqu'on  a 


dans  le  tent  de«  x 

diiii«  le  «eiM  d 

az 

ßK 

a''-(a''-a)^f 

ß*.     ' 

A  ' 

il  en  r^sulte: 


o 

(4) 
Ah ' M 


jffxsdsdfiu=^if^{yap^iQ^^R]^^mp^iQ^2i 


J^nHtm^  Jsnämt,  ff%dm,  fx^dm,  fp^dm,  ft^dm  tu.      VA 

B  faitrodaimit  la  masse  M  de  la  pyramide.  II  ne  noua  raste 
Bcore  qa'a  d^terminer  les  vaieura  dea  qaantit^a  P,  Q,  R.  Ponr 
■h  elMervoiia  qvll  faulte  de  la  composUion  aym^triqae^de  la 
mn.  (3)  qae  loraqoe  ces  valears  auront  et^  obteoaea  poar  lea 
aerdoDB^cuide  deuz  queleonquea  dea  trois  sommeta,  parez.  poar 
m  poiata  m  et  c,  od  en  d^duira  sang  peine  cellea  qui  ae  rappor- 
Mt  auz  deoz  aatrea  combinaisoDs.  En  effet,  la  partie  de  la  fonctioo 

ilative  aeolement  a  cea  pointa  a  e\  c»  aura  pour  ezpreaaion 

(«'-(«'-2«)|)0J'-(^' -2/J)  ^) 

ou  Tod  tire: 

P^a'ß', 

R  =  a'ß'  +  iaß'-2a'ß''  2aß' , 
20P  +  5Ö  +  2Ä  =  2t4aß  +  6a'/3'  +  Saß'  +  3a'/3|.  (5) 

Pour  la  partie  relative  aux  poiota  b,  c,    on  aura  rexpreasion 

(o'  +  o^^  (i/ +  a^-2«)  j)(^-(/J' -2W|). 

D«  0*agira  dooc  qoe  de  reroplacer  dana  la  form.  (5)  la  quantite 
par  o'-ftt'  poor  en  d<^duire  imro^diatement  la  valeur  que  cette 

BctioD  prendra  poar  la  partie  relative  a  cea  deuz  pointa.     On 

itiendra  ainai  par  snite  de  ce  changement 

i{iaß  +  6ß'(a'  +  ar)  +  3aß'  +  3(a'  +  O/J).  (6) 

0e  mtoe  la  partie  relative  auz  poiota  a,  6  ae  d^uira  de 
•^reaaion  (5)  en  changeant  a'  en  a',  et  faiaant  ß'  =^0,  ce  qui 
nralra  la  valeur 

i(iaß  +  3arß).  (7) 

Preoant  roaintenant  la  aomme  dea  quantit^a  (5),  (6),  (7)  il 
I  r^oltera  pour  la  valeur  compl^te  de  la  fonction 

20/»+5Qf2Ä 
spressioo 

Haß  ^  24</ß'  ^  I  -la'ß  ^  I2a/}'  +  12a''/l'  -f  IS^A 
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d'oü  Tod  tira  finalemeat  pour  Tiot^grale  cbercb^:-  '^ 

3.    La  secoDde  des  trois  iDt^grales  k  d^feerniifier 

Jffxidxdj/dz  ]\ 

pourra  s'obtenir  d'ane  maniöre  plus  ezp^ditive  qae  la  prec^eBtalj 
En  la  mettant  sous  la  forme 

fzdiffxdxdjf 

oa  reroarquera  de  auite  qua  Tintegrala  double  qu'elle  ranferau^.! 
exprime  pour  uue  saction  quelconque  abe  le  moment  de  ce  M- 
angie  par  rapport  k  Taxe  des  y  ou  eo  d'autres  termes  le  prodott- 
de  Taire  de  ce  triangle  par  la  distance  de  aon  centre  de  gravitt; 
k  Taxe  Ay.  D'aprös  lea  valeurs  Indiqu^s  au  n^.  pr^c^dent  po« 
les  coordonnöea  des  points  a,  b,  c,  oo  aura  pour  la  ^isfaiMt 
dont  il  s*agit 

en  mettant  pour  abr^ger  af  -i-af'^zSy,    11  en  r^älta 

ffxdxdy-A^—y     ((«— y)|+y). 

Partaot 

ffIondxdydi  =  ^f.     (Ä-x)*{(a-y)j  +  y}z<fa 


=äl»V(«-y)A*+T*fyA*} 


=  ■65-|2(«-y)  +  5y|  =  -gQ-  (2«  +  a'  +  O 

=  ^(2a  +  «'  +  0. 

Quant  k  la  troisieme   integrale  JJfiydxdydz,  que  ron  poorra 
^crire  sous  la  forme 

hdxjfydxdy 


f^Hm^  fnäm,  fptäm,  fx^dm.  fw^dm,  fn^dm  etc.       JM 

m  Toit  qae  la  double  intiSgrale  qu'eile  renferme,  exprime  le  pro- 
imt  de  Tmir»  da  triangle  abc  par  la  distance  de  son  ceotre  de 
gniTiU  k  Taxe  de«  x\  dietaiice  qui  a  pour  valeur 


ll(3/J-jS')J+^M. 


Donc 


JOrtsrd^dgds  =  J^  y*  *  (*-«)«'l  dß-ß')  l  +  ß'\  tdt 

o 

=^'(2/»  +  /»')  =  ^(2/J+lS'). 

4.     De«  trois  integrales  fx^dm,  fy^dm^  fi^dm^   qui   reetent 
&  ^valoer,  la  derniire  e'obtient  directenient  en  obeervaat  j^q'od  a 

fi^dm  =fi^dzjfda:dy , 

et  qae  la  doable  integrale  ßdxdy  prise  en  consid^rant  i  comme 
«■e  coDstante»  exprime  Faire  d'une  eection  du  solide .  parallele  k 
h  base,  et  a  nne  diatance  z  de  ce  plan,  ce  qui  donne  de  enite 

Sffx^dxdydz^Af^Q^yMU^  iaA^=:  ^. 

0 

Poor  obtenir  lea  valeura  des  deuz  autrea  inti^grales  qui  re- 
▼ieiment  k 

fdx/f:Alxdy,   Jdzffy'^dxdy 

U  fandra  chercber  cellea  des  doublea  intägralea  ffx^dxdy,  Jfy^djsdy 
^tendaee  k  tonte  ia  snrface  d*un  triangle  situö  dans  le  plan  des 
dr»  jf  et  dont  Tun  des  cot^e  est  dirig^  paraliölement  ä  laxe  des 
X.  Soit  abe  (Taf.  V.  Fig.  3.)  ce  triangle.  Evalnons  d'abord  ces 
ioMgrmles  en  prenant  le  sornmet  a  pour  origine  des  coordonntfes 
qai  Dooa  dMgnerons  par  af,  y^  en  les  supposant  paralleles  aox 
9»  j/m  Partageons  le  triangle  en  deuz  triangies  rectangles  acd, 
Soient 


at  la  parpendieolaire  ch  =  b. 
Llfltdgrala 
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^tettdue  scvlemeDt  aa  triangle  aed,  a  ^videininent  ponr  Tileor 


Ob  aurm  de  «^aie  pour  le  triaogle  ned^  ^fff|6'-     Par  coi 
la  Talaur  d«  l^iat^rnde  ^teodoe  a  toute  la  surface  da  triaogle 
devteadra 

J  dee^ignaat  laire  da  triaagle. 

11  est   faciie  nainteoaDt    d*eo  dedoire    la  valeur  relative 
ayat^me  d*axea  Qor,  Oy»  eo  rempla^aot  jr  et  3f  par  x'  -f  p,  y  4' 
|>  et  f  ^tant  les  coordooaeea  dn  point  A  par  rapport   au 
ayst^Die  d*axes.    On  aora  aiaai 

ff^dj^9  =  jr(s'  +  f )» Ar'rfy  =  JJ^Vx'dy'  +  ^gffff'itt'd^  + 

et  puiaque  Tiategrale  /f^djc'd^  ezprime  le  moment  du 
par  rapVort  ä  Taxe  de«  s* »  ayant  pour  valear   «/-f  36,   il  viei 


jr^^dxdg  =  J{lß^  +  ^  +  g^\ 


(A) 


Quant  a  Untegrale i/'x'M^r'i^y  =/x'Vi2a/  ^teodue  au  triaoglai 
acdf  sa  valeur  eat  eviderament  egale  a 


6      /*•• 


II  eil  re«ultera  poor  la  surfaee  eotiere  da  triangle  abc 


ffx'^dx'dy  = 


Partant 


/fa*dx^  —ffix-  +p)*dx'd^  =JJx'*dx'd^  +  ipffx'dx'dg'+j^J 


=  ^li(flo'  +  ai'-ao«i)+^  (flo+«) +  P*J 


(B) 


Pour  que  les  iut^grales  qne  nous  venons  de  trouver  puiafeBt 
wervir  k  T^valuation  des  integrales  fx'^dm,  f^dm,  il  reaterm  k 
les  czprimer  en  fonction  de  la  variable  s.    A  cet  effet  U  AMudria  j 
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reniplocer  I'aire  J  par  M~r')  i  le»  coordooD^es  p,  f  par  ,> 
i  ;  les  distances  ao>  «  p«  «* — r —  »  «*■  .  et  In  haoteur  b 
par  ^'  — T~'     ^  Talde  de  cea  snbstitntlons  on  obtiendra; 

=  ^t«'  +  9«'"+3«"«+««'+«a'-9«'«'l. 

B»  ajoutant  deiix  i  deas  les  trois  integrales  fx^dm,  ft/*dm, 
fz^tim,  on  obtiandra  tes  valeurs  desmoments  d'inertie  de  la  pyra- 
m'id«   relalivenient  k  chacun  des  trois  axes  coordoiinäs. 

S.  NoiiB  allons  examiner  en  dernirr  Heu  s'il  ezist«  une  clanae 
particuliAre  de  pyraniides  giour  taquelle  l'arMe  Ax  puisse  devenir 
IUI  axr  princiiial  de  rotatiou.  A  cet  effet,  il  faiidra  que  tes  deuz 
preniierfi  int^alea  s'evanouisaent  k  Ia  foia,  ce  qui  fournit  les  deux 
conditiona 

«(2/J  +  (»')  +  ct'(2|!'  +  jJ)  +  B"(p+)J')=0,    2«  +  «'  +  tt»=0. 

En  mettant  la  premlire  de  ces  dquations  sous  la  forme 

et  y  remplaf ant  2a  ■(-  a'  par  sa  valnf^^CraWÄ^^U^vc»iido 
ei|uatiou>  il  viendra 

d'oä  l'oD  obäeat  en  ^liu 
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Ces  r^sultatf  mootreot  en  premier  liea  qae  la  projectimi  CV 
de  Tarnte  CT  a  une  directioo  perpendiculaire  h  Tarnte  AB»  •« 
bien  que  cea  deoz  arMea  se  croiaeront  perpendiculairenent,  w^ 
enanite  que  la  projection  du  aomroet  sera  aitu^e  de  Tautre  cel^ 
de  Taxe  dea  y  k  une  diataoce  de  celle-ci  ögaie  au  tiers  de  la  loa* 
gueur  AB,  *  Tellea  aont  donc  lea  conditions  exig^ea  pour  qae 
cette  derai^re  ar^te  devieone  un  aze  principal  de  rotatioD 
▼ement  an  aommet  A, 


•  _ 

Ueber  das  Wetterleuchten. 

Voa 

Herrn  P.  Augustin  Reslhuber, 

Direoior  der  Sternwarte  so  KrememfiDeter,  correap«  HltglM  der 

kei«.  Akademie  der  WiMtiitcheften. 

(Ana  dem  XXYIII.  Baode.  Nr.  8.  Seite  177.  des  JahrgAnges  1888  der  Sitraefi* 
berichte  der  mathem.-iiatarw.  Claase  der  kais.  Akademie  der  WisaeneekafkeK 

ca  Wien  besondere  abgedruckt.) 


Der  Aufsatz,  den  ich  der  hohen  kals.  Akademie  vorzalegea 
mir  die  Freiheit  nehme,  wurde  zum  groeaen  Theile  bereits  faa 
FrQhlinge  des  Jahres  1856  niedergeschrieben,  aber  wegen  deä 
Abwartens  einer  grGsseren  Zahl  von  Beobachtungen  im  Jahre  18S6 
zur  Aufklärung  des  abgehandelten  Gegenstandes  erst  gegen  Ende 
des  Jahres  1857  vollendet  Veranlassung  hiezo  gab  eine  Bener* 
kung  des  Herrn  Dr.  Friedmann  in  Mflnchen,  welcher  In  sei- 
nen mit  sehr  grosser  Gediegenheit  und  Fachkenntniss  geschrie- 
benen meteorologischen  Berichten  (veröffentlicht  in  der  allgemeliieB 
Augsburger  Zeitung)  vom  Monate  Jänner  1856  bemerkte,  „iMMB 
man  am  Abende  dea  24.  Jänner  zu  Mfinehen  l>ei  heiterem  Hiaa« 
mel  in  der  Richtung  gegen  Weat  ein  starkes  WetterlenchtSB 
beobachtet  habe/'  Der  Berichterstatter  fflgt  noch  bei,  „dass  di< 
Phänomen  noch  Immer  nicht  gehörig  aafgeltlärl  sei/' 
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Alf  ich  diese  Nachricht  las,  schlug  ich  mein  Tagebuch  auf, 
iB  nelcbes  ich  mir  alle  auffallenden  Erscheinungen,  so  viele  deren 
n  meiner  Kenntniss  kommen,  sorgfältig  einzeichne,  und  finde 
MgcscbriebeQ : 

9,24.  Jfinner  1856,  Stürme  mit  Blitz  und  Donner  in  Ant- 
werpen, Gent,  besonders  starlcin  Ostende,  8t.  Willibrod, 
Courtrai,  Verviers,  Namor,  Huy,  Lille,  Havre,  Frankfurt, 
CGin,  Bonn,  Aachen,  Trier,  Mainz,  Aschaffenburg  etc/'; 

H  kann  sonach  kaum  ein  Zweifel  sein,  dass  das  in  München 
be«bacfatete  Wetterleuchten  In  dem  so  weit  verbreiteten  Gewitter 
leiocD  Grund  hatte. 

In  der  Zeitschrift  „Wuchentl.  Unterhaltungen  im  Ge- 
biete der  Astron.,  Meteorolog.  und  Geograph.'S  von  Dr.  G. 
A.  Jahn  in  Leipzig,  befindet  sich  in  Nr.  17.  des  Jahrg.  1855,  S.135. 
ein  Bericht  des  Herrn  Sulzer,  Pfarrers  zu  Ittendorf  am  Boden- 
lee,  „dass  man  am  14.  April  1855  von  8*  15"  Abends  bis  10^  im 
()•(  Ober  oder  hinter  einer  kaum  einige  Grade  hohen  Wolken- 
•chichte  ein  starkes  Wetterleuchten  beobachtet  habe.  Das  Auf- 
kocfaten  folgte  sich  durchschnittlich  in  Interwallen  von  8--10  Se- 
cHoden;  da  ist  denn  doch  nicht  wohl  anzunehmen,  dass  dieses 
^r  Wiederschein  eines  fenien  Gewitters  gewesen  sei;  denn  was 
sfiute  das  ftir  ein  Gewitter  sein,  wo  auf  die  Hinute  sechs  Blitz- 
«ehlige  fallen'*  (es  gibt  wohl  oß  noch  blitzreichere  Gewitter)  j,und 
M  eine  ganze  Stunde,  und  überdies  am  14.  April." 

Ich  beobachtete  an  demselben  Abende  liei  ganz  heiterem  Ulm« 
■el  von  8*  bis  10*  Abends  im  West  und  Nordwest  häufiges  Blitzen; 
.  fEtgen  12*  Nachts  überzog  sich  der  Himmel  mit  Haufenwolken, 
die  eine  sehr  schnelle  Bewegung  von  West  gegen  Ost  hatten ,  ich 
venmthete  in  ihnen  die  Ueberreste  eines  zerstäubten  Gewitters; 
DB  2  Uhr  Morgens  war  der  Himmel  bei  uns  wieder  wolkenfrei. 
Wir  beide  Beobachter  hatten  sonach  den  Herd  der  Blitze  in  un* 
lerer  Hitte.  Bald  erfuhr  ich  aus  der  allgemeinen  Augsburger 
Zeitug,  dass  sich  an  jenem  Abende  fiber  München  und  Umgegend 
eie  schweres  Gewitter  entladen  habe.  Auch  in  Bodenbach  finde 
ich  an  diesem  Abende  in  dem  meteorologischen  Monatsberichte 
der  k.  k.  Central -Anstalt  ein  Gewitter  angeführt. 

Somit  ist  das  räthselhafte  Phänomen  in  diesem  Falle  genügend 
aafgeklärt. 

Am  '26.  Februar  J854  beobachtete  man  zu  Salzburg  zwischen 
3  and  4  Uhr  Morgens  im  Ost  mehrmaliges  Blitzen;  hier  an  glei- 
cher Zeit  im  West  and  Nordwest  bei  fast  ganz  reinem  Himvä 
■ad  ▼emahm  sehr  fernen  Donner;  vorher  tobte  die 
ei«  orkanartiger  Südwestwind ;  um  3*  45*   MorgeM 


2tH> 
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^ 


der  Himniel,  huriif^ed  Ni-hrieeg»s(Itber  begatni  uüd  bteti  durch  i 
Stunde  an. 

Zu  KIed  im  Innkreise  entlud  sich  ein  Biarkes  <ipnitt«r,  der 
BliU  sclilui;  i(i  den  PCarrtburin ,  xerlrümmertc  alles  Holcwtrk  i 
»her  dem  Glockeiihause  lieliiKlIichen  Theile.  dtu  tieliülk  Ang  Feuer, 
der  Brond  konnte  nur  mit  icrUsster  Anstrenping  gelflscht  werde«. 
Das  tiewittet  zog  an  uns  auf  der  Norddeito  vorQber. 

Ich  führte  diese  drei  Fülle  uniHlSndlicher  an,  weil  d'ieae  (■«• 
witter  zu  nngeiTuhnlicheu  Zeiten  vorkamen  und  aulche  auM« 
ordentliche  Er«^cheliiungen  ge^ühnlich  durch  Zeitungabericbte  i 
«Inem  ürOsseren  Kreise  bekannt  werden. 

Im  Sommer  ist  man  an  GewlIteT  gewChnt;  beobachtet  na 
nun  an  einem    heiteren    Abende  an   irgend  einer  -Stelle  des  Hori- 
zontes das  ungenannte  Wetterleuchten,  so  erDlhit  man  selten  etwas 
von  Gewittern  in    entfernteren   Gegenden,   beaonderH  nenn  i 
nicht  mit  auITallenden  verbeerenden  Folgen  begleitet  sind. 

Obgleich  ich  iSt  meine  Perunn  mir  aus  vieljäbrlger  Erfabraaf 
durch  nurmerlcsameH  Beotinchten  aller  VcrhAllnisse  die  dem  Pht- 
noraene  de.t  Wetterleuchtens  vorangehen,  dasselbe  beglelteii  ttiiA 
welche  diewer  Erscheinung  nachrdgen,  liingsl  die  feele  Cebersca* 
giing  verschafft  habe,  in  Oebereinsttmniung  mit  dem  l'rtbeil*  aller 
nurmerkHBmen  NaturforHcher.  das»  das  Wetterleuchten,  wenn  t 
sieb  in  irgend  einer  fiegend  den  Gesichtskreises  mehrere  Mail 
wiederholt,  jederzeit  in  einem  eutferuten  Gewitter  seinen  Groni 
habe,  so  entschloss  ich  mich  doch,  da  es  noch  so  Viele  gibi,  dift 
den  Zusammenhang  zwischen  Welterleuchten  und  Gewittern  nid 
anerkennen  wollen,  den  Gegenstand  einer  weiteren  (Jntersacinti 
an  unterziehen;  die  Mittel  hiezu  können  nntflrlich  nur  NacbridttM 
aus  jenen  Gegenden  gelten,  ivelcbe  in  der  Richtung  des  beohMb* 
telcn  Wetterleuchtens  liegen. 

Die  groase  Ansdehnung,  welche  das  Netz  von  roeteofulugUdtn 
Beobacb längs- Stationen  im  natcrreichUcbun  Kainerslaate  a«ta 
di-m  Schnizfl  der  kaiit.  Akademie  der  Wlsneiiacbafleo  dureb  dll 
riibmliche  ThKtigkeit  der  k.  k.  Central  -  Anstalt  f(ir  Me(e«rtole^ 
und  Erdmagnetismus  seit  wenigen  Jahren  gewonnen  hat,  nitd  dal 
reiche  angor^aniniclle  ltenbnchlun);s-IVlDlcriHl  geben  diobenten  Mittel 
an  die  H-ind,  in  dienen  Gegennland  gründlich  einaoucben  und  diu 
Manchen)  noch  ho  r.itbaelbarie  Fbknumen  vollkommen  aufaiiktifea 

Man  tetvteht  unter  W«  tlerleuchien  im  Allcenvin«! 
jvdwede  blilzHhntiche  IvirblerschelnaB^,  welche  r»| 
'  oiner  Ternuhmbaren  Llelonalian  begloUel  iat.     VmiA 

iillicbef  Wetter! OD cbtan  aber  kommen  «itaaaacheidro  all*  n 

otten   J<i  t-b  tot  «che  1  nuB^en ,  die  «on  heiteren   SlcnMchiM|i|H 


Retlkuber:    Leber  das  WetierUuchien.  261 

Feoerkugeln  herrühren,  kommeD  auszuscheiden  die  Ericheinungen 
des  Zodiakallichtes,  der  Polarlichter,  so  dacia  man  also  unter 
Wetterleuchten  versteht  mehrere  Male  wiederholtes 
Blitsen  in  irgend  einer  Himmelsgegend,  ohne  dass  man 
zugleich  eine  Detonation  vernimmt,  und  diese  meisten- 
theils  bei  heiterem  Himmel;  und  solchen  Lichter- 
scheinungen  liegt  nach  dem  (Jrtheile  und  nach  vielfacher  Er- 
fahrung aufmerksamer  Beobachter  jederzeit  ein  entferntes 
Gewitter  zu  Grunde. 

Wenn  der  gemeine  Mann  in  irgend  einer  Richtung  das  Wet- 
terleuchten beobachtet,  so  pflegt  er  zu  sagen,   und  dieses  wahr- 
scheiDlich   nicht    ohne   einen   Erfahrungsgrund,    „der   Himmel 
kühle  sich  ab;*'  und  er  hat  Recht,  denn  es  erfolgt  in  den  mei- 
sten F&llen  eine  Depression  der  Temperatur  der  Luft.    Ist  schon 
das  Entstehen  der  Gewitter  durch  das  Zusammentreffen  würmerer 
DaDstschichten   mit    kälteren   bedingt,    .wodurch    die  Temperatur 
der  ersteren   erniedriget  wird,  die  Dünste  condensirt  und  hSufige 
Niederschläge  veranlasst  werden ,   so   bewirkt  in   Folge  des  Ge- 
witters  die  raschere  Verdflnstunt;  des  Wassers  an  der  Oberfläche 
der  Erde  (da  durch  die  Miederschläge  die  Luft  trockener  wurde, 
imd   nun  wieder  neue  Dflnste  aufnehmen  kann)  eine  Herabstim- 
nimg  der  Temperatur,  indem  bei  jeder  VerdQnstnng  ein  gewisses 
Qoantoni  Wärme   gebunden   wird.     Diese  Abkühlung  beschränkt 
sieh  aber  nicht  bloss  auf  den  Ort  des  Gewitters,  sondern  verbrei- 
tet eich  wegen  des  gestörten  Gleichgewichtes  der  Lud  einer  Ge- 
gend auch  in  einem  grosseren  Umkreise.    Ist  das  Wetterleuchten 
in  einem  entfernten  Gewitter  begrfindet,  so  ist  die  Abkühlung  der 
Luft  räe    nothweodige   Folge,    und    der  Spruch    des  gemeinen 
Hanoee  gerechtfertiget. 

Wenn  ein  Gewitter  von  stärkerer  Intensität  aus  einer  Gegend 
abgelegen  ist,  so  sieht  man  in  der  Richtung  des  Weges,  den  es 
eingeschlagen,  oft  noch  lange  fortblitzen  ;  selbst  wenn  die  Ge- 
witterwolken längst  aus  unserem  Gesichtskreise  entschwunden 
dnd  und  kein  Donner  mehr  vernehmbar  ist,  leuchten  die  Blitze 
nodi  besonders  in  dunkler  Nacht  und  bei  reinem  Himmel  am  fer- 
Horizonte  herauf;  keinem  Menschen  wird  es  einfallen,  darin 
Ungewöhnliches  zu  erblicken. 

Sieht  man  in  jener  Richtung,  woher  die  Gewitter  regelmässig 

I,  bei  ganz  reinem  Himmel  das  Aufleuchten  von  Blitzen, 

ee  iSeet  eich  häufig  dasRäthsel  sehr  bald;  das  Gewitter,  welches 

4rifcer  unter   unserem  Horizonte  stand,   von    dem  wir  nur  den 

«rftaB  der  BKtie  in  der  Luft  sahen,  steigt  allmählich  empor  und 

ideo  Weg,  den  die  durch  dasselbe  selbst  ^eranVannle  lio^SV 


■ 
I 

I 
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strilmunf!  es  tiehen  helasi;  irlr  erhalten  die  Aiiftlüning  dwi  Pbl' 
nomens  dea  Wetterleuchtens  oO  anT  die  nachdTHcklichal«  nnd  an- 
liebsamefe  Weise. 

MaDcbmnI  trifft  ea  sieb  auch,  dass  das  Gewütet  steh  frOber, 
f^mchüpri,  die  mit  Licbterscheiiiungeo  verbundenen  elokln«cben 
Entladungen  aurhüren,  bevor  es  unseren  Ort  erreicht  (und  eioiaal 
und  in  einer  Gegend  muss  ja  jedes  Uunnernetter  ein  Ende  nehmen), 
dann  ziehen  wenii^Htens  die  Ueberreste.  die  Wolken  üb» 
dahin,  und  bringen  nicht  seifen  gedeiblicben  liegen. 

Das  Manchem  so  problematische  Wetterleuchten,  Ober  wclcbe» 
wir  nicht  immer  gleich  Aufklfirung  erhalten,  sieht  msn 
in  jenen  Gegenden  des  Horizontes,  woher  für  einen  be»Uinnii*M< 
Ort  Genilter  in  der  Ret^el  nicht  kommen.  Bei  luiu  ist  der  ordentr 
liebe  Zug  der  Llomierwcller  aus  West,  Stidwi^t,  Nordwest; 
nahe  Genifler,  die  durch  dos  Zeoilh  des  Ortes  g«hen  (aogcaanttt»] 
liberetebende  Gewitter)  sind  bei  uns  wenig;  im  Mittel  au»  «inl- 
jährigen  Beobachlungeii  kommen  auf  das  Jahr  ä  uabe  und  22  eRt- 
l'ernte  Gewitter;  die  meisten  ziehen  auf  der  Sfidseits  läng»  il«r 
AI{ieD,  oder  auf  der  Nordseile  entlang  der  Flüsse  Traun  und  l)«i«iii 
torabcT. 

Wir  sehen  daher  das  Wetterleuchten  am  wnenlen  im  SW.,> 
S.,  SU.,  oder  im  NW..  N..  NO.  Beobachtet  man  Am  PhSiioiiNM  > 
i;enaaer,  so  bemerkt  man  ein  Weiterrat:ken  der  .Stelle, 
Blitze  anfleuchtcn,  gHDi  entsprechend  dem  gewiibniiehen  Zag«t 
eines  Gewitters. 

Vielfache  Erfahrung  tehrt,  dass  man  benonders  bei  faeitei 
Himmel,  wenn  kein  vnrsleheodes  GewUlk  die  mllKlichst  weit«  Pero>. 
sieht  aro  Huritonte  in  einer  offenen  Gegend  hindert,  den  Reifes 
der  UlitKO  in  der  Luft  vnn  einem  unter  unserem  Horixnnlff  Stehen- 
den Gewitter  auf  30  und  noch  mehr  Meilen  Entfernun^t  "»cbC 

Berücksichtigt  man  die  almoaiibSriBichen  V*ib£Utn!iuM!,  Kclds 
den  I'hUnomenc  vorangehen,  tlasacUiv  begleiten  und  ille  denwel* 
hen  folgen,  wie  den  Luft-  und  Dunsidruck,  die  Temperatur.  dJe 
Feuchtigkeit  der  LufH,  den  Wind,  Wulkeniug,  so  Ut  d«r  £kU«Mw, 
das  Wetterleu i'hten  bfinge  mit  einem  nntlVriiten  Genillr.r  iiiMWte- 

,  nicht  nur  kein  (•ewaj^ler,  sondern    wir   cnvnrlelen  nnrli  den 
nkwallenden  TefhflKnisscn  der  .\tiuosphare  fSr  die  eigend  Cfc^nit 
wölbst,  wa«  wir  über  eine  rornere,   wenn  auch  Btn  im 
der  Btltie  dahinziehen  sehen. 


«d  GtinA 


Selten   Ist  ävr  Uimmsl  in   d«t  Geiieml  du  WellerittH^MÄ 
vvUkgMraan  reia;  die  UaabeUieH  der  Nncbl  U<ut  iibb  fai«v 
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Cimu  von  dem  gewuholichen  Duoste  oft  achwer,  hochoteno  beim 
Aufleoehten  der  Btitze  unterscheiden,  nod  diese  Cirnis  sind  die 
Anzeichen,  dass  noch  tiefer  unten  dichteres  Gewölle  sich  finde, 
wo  die  Quelle  der  Blitze  zu  suchen  ist  Sieht  man  aber  von 
seinem  Beobachtungsorte  aus  am  fernen  Horizonte  Wolken  lagern, 
aus  denen  zeitweilig  Blitze  aufleuchten,  so  ist  es  ja  doch  ange- 
mevsener,  wenn  man  schon  den  obersten  Theil  des  Schornsteines 
▼om  Feuerherde  sieht,  die  Erscheinung  auf  die  natflriiche  Weise 
MM.  erkl&ren,  anstatt  zu  erzwungenen  Hypothesen  seine  Zuflucht 
aa  nehmen« 

Sieht  man  nach  einer  Nacht  mit  Wetterleuchten  am  Morgen 
die  meteorologischen  Instrumente  und  den  Himmel  an,  so  findet 
man  fast  durchweg  das  Barometer  gestiegen,  die  Temperatur  er- 
niedrigt, den  Himmel  mit  Wolken  umzogen,  die  uns  häufig  reich- 
lichen Regen  spenden;  nur  in  dem  Falle,  wenn  ich  Wetterleuchten 
tief  im  SO«  oder  O.  beobachtete,  ohne  dass  von  unserer  Gegend 
dahfrn  ein  Gewitter  abzog,  trifft  es  sich  Öfters,  dass  die  meteoro- 
logiseben  Instrumente  von  den  TorgSngen  im  fernen  Osten  keine 
Knnde  geben,  der  Himmel  heiter  bleibt,  wenn  die  Strömung  der 
Luft  nach  jener  Gegend  gerichtet  ist. 

Die  zähesten  Vertheidiger  des  Wetterleuchtens  als  eines  selbst- 
•tindigen,  von  einem  Gewitter  unabhängigen  Phänomenes  berufen 
sieh  anf  die  manchmal  gemachte  Erfahrung,  dass  man  aus  hoch- 
stehenden Wolken  häufige  Blitze  fahren  gesehen  hat,  ohne  einen 
Donner  vernommen  zu  haben. 

So  berichtet  R.  Stockmann  aus  Pirna  (ro.  s.  Unterhai- 
fangen  im  Gebiete  der  Astronomie,  Meteorologie  und 
Geographie  von  Dr.  G.  A.  Jahn  in  Leipzig,  Jahrg.  VIH. 
p.  391): 

nAm  14  Juni  dieses  Jahres  (1854)  genossen  wir  die  seltene 
Erocfaeinang,  ein  wetterleuchtendes  Gewulk  über  unserem  Haupte 
Torbeiziehen  za  sehen,  die  brillanteste  Erscheinung  der  Art,  die 
ich  Je  gesehen.  Das  h&ufige  aber  stets  geräuschlose,  secuuden- 
lange  zockend  ausstrahlende  Licht  aus  einzelnen  Wolkentheilen, 
8  iiio  lO^OOO  Fuss  fiber  uns,  die  dann  und  wann  sternscbnuppen- 
aiUg  an  den  Wolkenrändern  'entlang  schiessenden  elektrischen 
Fuken»  die  das  ganze  innere  Gewulk  aufschliessende  Beleuchtung, 
00  wie  die  der  Landschaft,  gaben  ein  Schauspiel,  wie  ich  es  ausser- 
In  ähnlicher  Weise  nur  dreimal  gesehen.  Die  lange  Dauer 
8^  30*  bis  1^  erlaubte  jede  Art  hierher  gehdrender  Beob- 
Msootellen,  und  gerne,  sollte  es  geivflnscht  werden. 
Ich  mit  einem  Auszüge  meines  Tagebuches  au  Diensten.^ 
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Aehiiliche  Fälle  werden  auch  in  Gehl  er 's  physikiHscbea 
W5rterbacbe  unter  dem  Artikel  ^^ Wetterleuchten**  angeflihrt 

Ich  selbst  habe  eine  ähnliche  Erscheinung  nie  gesehen,  ab« 
bei  hochgehenden  Geivittern  schon  oft  die  Bemerkung  gemacht; 
dass  man  nicht  auf  jeden  Blitz  einen  Donner  vernimmt,  wohl  ab« 
bei  schnell  sich  folgenden  elektrischen  Entladungen  ein  bestlofi* 
ges  Rollen  des  Donners  hörbar  ist. 

Dass  Gewitter  oft  in  einer  bedeutenden  HShe  vor«  I 
ilb erziehen,  ist  bekannt;  am  besten  öberzeugt  man  sich  hierca  j 
im  Gebirge.    Die  Bewohner  des  Chamouni-Thalesi  versichern»  daM  ; 
Gewitter  zuweilen  hoher  als  det  Montblanc  (14»800  Foss)  gelMS  1 
(Kämtz  Meteorologie).    Ist  es  nun  in  einem  solchen  Falle  nidt 
vielleicht  möglich,  dass  man  den  Donner  wegen  der  grossen  BShe 
nicht  boren  kann?  es  kommt  hier  sehr  viel  auf  die  Verhältoisie 
der  Umgebung  einer  solchen  Gewitterwolke  und  auf  die  Medita 
an,  durch  welche  der  Schall  bis  zu  unserem  Ohre  gelangen  solL  ] 
ISind  keine  den  Schall  reflektirenden  und  durch  die  mehmalige 
Reflexion  verstärkenden  Wolken  da»  so  kann  er  in  der  Hube  v•^ 
hallen,  ohne  dass  wir  auf  dem  Boden  .etwas  vernehmen.    Odef 
kann  nicht  die  oben  herrschende  Luftströmung  d^n  Schall  hori- 
zontal fortfiihren,  dass  zwar  wir  nichts»  aber  seitwärts  des  Gewit- 
ters befindliche  Beobachter  denselben  hören  können? 

Die  Luft  ist  in  grossen  Hohen  bedeutend  dünner,  während 
sie  gegen  die  Erdoberfläche  an  Dichte  stetig  zunimmt;  SchaO" 
wellen,  in  einer  dünnen  Luft  erregt,  werden  geschwächt,  wenn  sie 
in  eine  dichtere  Schichte  übergehen,  und  dieses  um  so  mehr,  je 
stärker  die  Dichtigkeit  der  Luft  gegen  den  Boden  zunimmt 

Schiesst  man  auf  einem  hohen  Berge,  welcher  Tee 
keinem  seiner  Nachbaren  an  Hohe  erreicht,  viel  weniger  überregt 
wird,  bei  heiterem  Himmel  und  ruhiger  Luft  ein  Feuergewehr 
los,  so  ist  es  muglich,  dass  man  im  Thale  am  Fusse  des  Bergef 
einen  schwachen  Schall  vernimmt;  ist  aber  die  Luft  nur  etwaf 
unruhig  und  im  Thale  bedeutend  dichter  (lagern  Wolken  oder 
Nebel  unter  der  Spitze  des  Berges  in  den  Niederungen),  so  ve^ 
hallt  der  Schuss  in  den  Höhen,  ohne  dass  man  in  der  Tiefe 
etwas  hurt. 

Wird  in  einer  ausgedehnten  Ebene  ziemlich  schwe- 
res Geschütz  bei  stark  bewegter  Luft  abgefeuert,  so 
vernimmt  man  wohl  den  Schall  sehr  gut  und  weit  in  der  Richtung 
der  Luftströmung,  nicht  aber,  oder  nur  auf  geringe  EntfemoDg  mit 
der  entgegengesetzten  Seite. 
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Lofftschiffer  berichten»  das»,  wenn  sie  eioinal  in  eine 
bedeutende  Hohe  emporgestiegen  waren,  sie  den  Donner  der  unter 
ibnen  abgefeuerten  Kanonen  nicht  mehr  haben  vernehmen  können, 
befonders,  wenn  unter  ihnen  eine  Wolkenschichte  sich  befand, 
ind  doch  geht  die  Fortpflanzung  des  Schalles  nach  oben  leichter 
ror  sich»  als  umgekehrt;  eine  widrige  Luftströmung  in  der  Höhe 
nd  die  Verhältnisse  der  Bewölkung  spielen  hier  eine  wichtige 
Rolle. 

Es  ist  sonach  immerhin  möglich,  dass  Gewitter  in 
grosser  Höhe  über  uns  oder  seitwärts  dahinsiehen, 
iid  wir  keinen  Donner  ungeachtet  reichlicher  Blitze 
fornehmeD. 

In  dem  oben  von  R. Stockmann  angeführten  Falle  finde  ich 
in  dem  Monatsberichte  der  k.  k.  Central -Anstalt  in  Wien  am  glei- 
ehtn  Tage  Gewitter  aufgeführt  zu  Bodenbach,  Pilsen,  Prag,  Pflrg- 
iti,  Dentschbrod,  Czaslau,  Senftenberg,  nur  ist  die  Tageszeit  des 
Geiritters  nicht  beigesetzt. 

Seit  dem  Jahre  1853  veröffentlicht  die  k.  k.  Central  -  Anstalt 
Ar  Ueteorologie  und  Erdmagnetismus   in   den  Sitzungsberichten 
der  kais.  Akademie  der  Wissenschaften   (mathematisch -natnrwis- 
seisehaftliche   Classe)   monatliche  Uebersichtstabellen    über  die 
Witterung  in  Oesterreich  zugleich  mit  Bemerkungen  über  beson- 
dere Erscheinungen;  aus  diesen  entnahm  ich  ffir  die  Abende,  an 
wikben  wir  fernes   Blitzen  lieobachteten,  ohne  dass  über  unsere 
Gegend  ein  Gewitter  herankam,  oder  ein  solches  von  hier  abzog, 
die  Notizen  ül»er  gleichzeitig  an  anderen  Beobachtungsstationen 
des  österreichischen  Kaiserstaates  stattgehabte  Gewitter.    Nur  ist 
bei  der  folgenden  Zusammenstellung  noch  der  Umstand  zu  erwäh- 
Mfl,  dass  In  den  angeführten  Tabellen  wohl  das  Datum  des  Ta- 
ges» nicht  aber  die  Stunde,  zu  welcher  ein  Gewitter  stattfand,  in 
allen  Fällen  angegeben  ist.    Da  jedoch  in  den  meisten  Fällen  bei 
der  Himmel^  am  Tage  und  Abende  vollkommen  heiter  war  und 
annehmen  kann,  dass  dieser  Zustand  der  Luft  in  einem  grösse- 
Umkreise  von  gleicher  Beschaffenheit  war,  so  kann  man  fiig- 
Bch  scbliessen,  dass  erst  bei  hereinbrechender  Nacht  die  an  fer- 
■eren  Orten  aufgeführten  Gewitter  eingetreten   seien.    Unser  Ort 
f  hl  In  dem  grossen  Netze  der  österreichischen  Beobachtungsstatio- 
[  isa  eo  gelegen,  dass  wir  gegen  West  und  West -Nordwest  keine 
fliition   mehr   haben,    an   welcher   regelmässige    Beobachtungen 
Sigeetellt  werden;  doch  ist  dieser  Hangel  nicht  so  erheblich,  da 
SM  jenen  Gegenden  unser  gewöhnlicher  Gewitterzug  ist  und  wir 
kesondere  Vorgänge  im  benachbarten  Baiem  häufig  N%clk* 
dvrch  die  allgemeine  Aogsburger  Zeitung  etVtXttei^ 
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^H              Illiixen    beobachirt    *« 

^^1                          Krofiiimiin*lt>r. 

Zb   Kteieher   Zoll 

^H         1803. 

^H.      39.  Jaoi  i^een  Mitternacht  Blitxe 

«€w.  tu  SchiJwl,  Pargliti,  Traoi 

^F                     in^^VV. :  Diiumel  heiter. 

tenan  in  Bribmen. 

^H        30.    „    um  10*  All.  Ul.  im  W., 

Uew.  zu  LieoK.Saliburg,  Aommms. 

^H                       riicki  geg.  itW..  S.,  Itüb. 

Admont. 

^1         '2,Aug.um  10*  Ab.  Bl.  im  SW. 

Geiv.  au  Br^enz,  Lieni.  SaIe- 

^H                       etwas  triili.  um  2*  M.  eritf. 

barg. 

^H                     Ue.v.  im  SW. 

^H         3-    ..    von  0«  Ab.  bis  i»  M.  ß1. 

r.ew.z.  Bregenz,  Irtnsbnicli,  Uetiz, 

^H                       Im  W..  lifckl  gegen  SW.. 

Snkhurs,  Klaüenfiirl.  Latbach,' 

^H                  S.,  SO.,  heiter. 

AHeUheri;,     S(.     Magdalena. 

MitrztustblaR. 

^H      26.    .,    «rtraaliK.  imltl.SW..b«il. 

Gew.  zu  Bregenz. 

^H       34.Sept.7«  30"  Ab.  BL  in  W.  un<l 

Cpw.    zu    Schnasl,    BodeBbsd^ 

^B                      NW.,  trfib. 

Slralcnnitz.  Trauleriau.UenUcliy 

hioi).  Linz  mit  StQrine». 

^H       24.    „    biBlUNschtsBLimSW. 

Üeiv.  heftig  zu  lonslfuck. 

^B      I6M. 

^H     9&  Febr.  3>.M.  Bl.  im  NW.,  heiter. 

^H                    B{>Sler  Donner  veniehmb. 

SW.  Sturm. 

^B       11.  Mai  nach  9«  Ab.  B[.  tm  W., 

ein  wen  0.  nach  W.  abceansmift« 

^H 

ü«w. 

^H      90.  Juni  nach  »*  45"  Ab.  im  NW. 

Ge«-.    zu    Scbüsal.    Bodeaback 

^H 

StrakoNÜz,     Pürxtilz.    Fiben. 

DrutschbTod.  Linz. 

^H     25.  Juli  Bl.  von  8*  bis  <>  Ab.  im 

Gew.   zu    Bregenz.  Lioflz.    Alt- 

^H                    SW.,  beiler. 

Aussee. 

^H        1.  Sept.  Ab.  7^  Bl.  im  S.,  heiter. 

Gew.  au  Adnunt,  Alkua.  Linw. 

^H       %    „    Ah.  O^ti.9'  BLimNW. 

ij)  der  Nacht  Gew.  au  Lla*. 

^H 

^m      18S5. 

^K     14.  April  Ab. 8^  bw  nacli  IO*BI.  im 

Gew.  iu  Müocfarn,  Bod»iibat«. 

^^ft                 W.  B.  NW.,  heller,  um 

^^1                I2'Nacbt»lrflh  milCuma- 

^H               !!•  an«  W.,  um  3>  Mt  n  le- 

^H                der 

^H    B.  Mal  9>  Ab.  tief  Im  NW.  Bl.. 

Ge<r.  la  ScIiSwI.  Deabclibro4. 

^H 

^H  ».Joni  Ah.8>30-biB  11' In  SO. 

Ga^.  ux  Uihaeb. 

^^B                 hflußso  Illllxc,  heiler. 

^■.ST.   „     Ab.  10^  bt«  Milien..  BliU« 

Ge«r.  lii  Admont,  JoUva. 

^^^^    iBr<Wy-.g^fiö<M^^H«.- 

Rt9lkuker:    üe^er  das  WeUerituckieti.  ^7 

Blitsan   beobachtet  xn 

Kremmnänatfir.  Zn  gleicher  Zeit 

1855. 

31.  Juni  io  der  Nacht  Bl.  im  SW.    Gew.  zu  Bregenz,  Licnz,  GasCeiD« 
uod  S.  trfih.  St.  Paul. 

a    ,.     11*  Nachts  tief  im  SW.     Gew.  zu  Bregenz,  Admont,  Cilli. 

Bl.»  heiter. 
7.    „    8»30"Ab.bi8lI*tierim 

SO.  Bl.»  heiter. 
&    „    nach  9*  Ab.  bis  M.  N.  im    Gew.  in  Witten,  Liens,  Gastein, 

SW.  Bl.,  heiter.  Aussee,  Admont 

9.    „    nachy^Ab.  bis  M.N.  hef-    Gew.  in  Komeubnrg. 

tiges  Bl.  im  O.  und  SO., 

trOb. 
13.    9t    Nachts  11*  im  SW.  star-    Gew.  in  Lienz,  Gastein. 

kes  Bl.,  heiter. 
15.    „    unaufhörliches  Blitzen  v.    Gew.  zu  Pilsen,  Prag,  POrglits. 

10*  bis  12*  Nachts  tief  im 

W.,  NW.  und  N.,  trüb. 

4.  Juli  Ab.  tief  im  SO.  sparsame    Gew.    zu  Klagenfnrt,    Laibach, 

Bl.,  trOb.  Adelsberg. 

5.  M    in  dcT  Nacht  tief  im  S.  BL    Gew.  zu  Admont,  Klagenfurt,  Cilli. 

heiter. 

7.  „    10*Ab.tiefimS.BI.,  tröb.    Gew.  zu  Aussee,  Admont,  Kla- 

genfurtp  Laibach,  Adelsberg. 

8.  9,    10*  Ab.  im  O.  Bl.,  heiter.    Gew.  zu  Schemnitz. 

8b    ,«    11*  Nachts  im  S.BI.,heit    Gew.  zu  Admont,  Adelsberg. 

9.  M    10^  Ab.  Bl.  im  SO.,  um    GeB*.  in  Laibach,  Klagenfurt,  St. 

11*  im  S.,  heiter.  Magdalena,  Admont,  Aussee. 

IG.    ,f    ll*Ab.iniSW.BI.;inder    Gew.  zu  Salzburg. 

Nacht  folgte  hier  Regen. 
19.    „    lO*Ab.  imSW.  Bl.,helt.    Gew.  zu  Salzburg. 
83.   „    nach  ll*Nacht8  tief  im  O 

einzelne  BL,  trfih. 
2K.   M    v^n  8*  30^  bis  11*  N.  BL    Gew.  zu  Leutschau,  Reichenau. 

im  NW.,  N.,  halb  heiter. 

3L  Aug.  nach  10*  Ab.  tief  im  NW.    Gewitter    zu    Sch5ssl ,    Pilsen» 

starkes  Blitzen,  heiter.  Deutschbrod,  Trautenau. 

8.   9,    Ab.  0*  im  W.,  später  im    Gew.  zu  Reichenau,  Linz. 

NW.,  N.  heftig.  BL,  trfib, 

nach  Bl.  N.  Regen. 
9|L'  ak    8^Ktn  10*  Ab.  im  SW.    Gew.  zu  Aussee. 

BL,  heiter. 
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Blitzen  beobschtet    la 

Kremtmänster.  <  Za  gleicher  Zeil 

1855. 

90.  Aug.  von  10*  Ab.  an  häufiges    Gew.  za  Bregens,  OIIL 
Bl.  im  SW.,  heiter. 
LSept.Ab.8*iinSW.BLheiter.    Gew.  zu  Laibach. 

6.  Oct.  von  8*  15^  Ab.  an  oftma-    Gew.  sa  Adeisberg. 

liges  Bl.  im  »SW.,  rflckt 
langsam  gegen  S.  vor,  fast 
heiter. 

7.  M    von  7^  Ab.  bis  H.  N.  tief    Gew.  su  Laibach,  Adelsberg,  S 

im  SSW.,  S.  n.  SO.  hau-       Magdalena. 

figes  Bl.,  Himmel  heiter, 

nur  in  der  Gegend  der  Bl. 

tief  am  Horizonte  eine 

CIrrostratus-Bank. 
37.  „    von  7»  Ab.  bis  M.  N.  tief    Gew.  zo  Kais. 

Im  SW.y  später  Im  S.u. 

SO.,  häufiges  Bl.,  trflb. 
88.  „    von  7*  Ab.  bis  gegen  M.N. .  Gew.  in  LIenz,  Gastetn,  Laibad 

BL,  tief  imS W.,  rflckt  vor       Adelsberg,  Dnter-TUliach,  A 

gegen  S.  u.  80.,  heiter.        kus.  Inner- Villgratten,   Wie 

fernes  Gewitter. 
30.   „    von  7*Ab.  bis  gegen  H.N.    Gew.  In  Adelsberg.* 

Bl,  im  S.  a.  SO.,  heiter. 

1856. 

15.  April  von  7*  30»  bis  8*  Ab.  Bl.    Gew.  zu  Molk,  Gresten. 

im  NO.,  später  im  O. 
15.   „    nach  9^  Ab.   öfteres  Bl.    Gew.  zu  Admont. 

im  S. 

29.  „    von8*45<"  bis  9*30"«  star-  Gew.  zu  Trautenau  mit  Sturm. 

kes  Bl.  im  SW.,  rflckt 
langsam  gegen  W.  und 
NW.,  wo  man  nach  10* 
noch   sparsam  Bl.  auf- 
leuchten sieht. 
26.  Mal  Ab.8^30<"lmSO.  BI.,so    Gew.  zu  Wien,  Bodenbach  voi 
auch  im  N.  aus  einer  tief*       4*  bis  5*  Ab.  zu  Pflrgllts  S*  ^h 
stehenden  Gewitterw. 

30.  „    Ab.  Qi»  30"  im  NW.  Cfte-    Gew.  zu  Pilsen  10»  Ab. 

res  Bl. 

4.  Juni  von  8*  50"  Ab.  bis  1*30«  Gew.  sfldOstlich  von  Lleos. 

M.  Bl.  anfangs  Im  SW.,  Gew.  zu  Kirchdorf  von  10^19*11 
dauü  im  S.  o.  SO. ;  HIm- 
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Blilsaa  baobschtet  sa 
KremtoiiBater. 
I85& 

bmI  in  jeDer  Gegend  mit 
Cimis  bededrt ;  gegen  H. 
N.  Aach  hier  trfib. 

5.  Jnni  9*  Ab.  bis  lange  nach  M. 
N.  Bl.  anfangs  einzeln  tief 
imW.,geg.lOkimWN\m 
gegen  11*  im  NW.  mit  nn* 
gemeiner  Heftigiceit  (auf 
die  Minote  kamen  Aber 
eOBI.);  nach  11*  im  N.; 
die  Gewitterwolke  reicht 
8^10  Grade  über  den 
Horixont»  hier  im  flbrigen 
heiter«  nur  einzelne  flflch- 
tige  Camuli  kamen  aus 
der  Gegend  des  Gew. 

OL  M  Ton  9*  Ak  bis  M.  N«  im 
NW.  etnselue  Bl.  in  In- 
tenrallen  von  ISfin.;  sehr 
tief  am  Horizonte  lagern 
einzelne  Cirras. 


Zu   gleicb«r  Zeit 


1. 


t» 


& 


»9 


Bu 


>• 


L   » 


Gew.  zu  München  9*  Al^.,  zu 
BOhm..Leipa  10*  Ab.,  von  10* 
40"  bis  I*  30»  Gew.  zu  Pilsen, 
Prag«  Senfteubergy  OlroOz. 


Nachts  10*  Bl.  sehr  tief 
im  SW.  a.  8.,  Cirrus  an 
jener  Stelle,  im  übrigen 
hier  heiter. 

Ab.  9*  Bl.  im  NW.  fast 
ohne  Pause  rückt  geg.  N., 
woselbst  Cirrostratus  in 
einer  HShevon  10  Graden 
lagern ;  übrigens  heiter. 

11*  Nachts  Bl.  im  SW., 
rifekt  langsam  gegen  S. 
vnd  SO.;  in  jener  Ge- 
gend Comuli  bis  su  einer 
HShe  von  10— 12  Graden, 
Bl.  in  Intervallen  von  30 
See;  übrigens  heiter. 

10*  Ab.  zu  gleicher  Zeit 
BL  Im  SW.,  SO.  bis  M. 

19. ;  in  jener  Gegend  Cir- 


Gew.  in  fast  ganz  Böhmen  mit  der 
Richtung  von  NW.  nach  SO. ; 
zu  SchOssl  6*  10»  Ab.,  zu  Pil- 
sen, Prag  um  10*  Ab.  etc. 

Gew.  zu  Botzen,  Trient,  Aleran 
von  6*  bis  9*  Ab.,  zu  TrSpolaeh. 

*  Ober-Vellach,  St.  Paul,  Kla- 
genfurt, St  Magdalena. 

Gew.  su  Böhm.-Leipa  9*  Ab.,  zu 
Pilsen  9*  30<"  Ab.,  zu  Prag. 


Gew.  zu  Innicben,  Meran  heftig, 
Inner-Villgratten,  St  Jakob  bei 
Gurk,  Ober-Vellach,Trnpolach, 
Doter-Tilliach. 


Gew.  mehrere  zu  Lienz  von  7  bis 
12*,  zu  Meran  heftig,  za  Gastem, 
Kais,  Innei-WttsrahUfii,  lUVyL- 
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aat  WnifTUuchten 

^^H 

Isan  b«o1i*ebtet   m 

^^1 

Zu    jt>*>ekrr  Zelt 

^H      I8S6. 

^^H 

rostrntas  bis  zu  10  Gra- 

stein, 111  Plan  heriif*M  IJch.  um 

^^M 

den  Uühc.  sonst  heiler. 

0»;»«  TrSpolacb  UnL-Tllllach. 

^H       Jui 

10*  Ab.  Bl.  tief  iiit  SW, 

(^eiv.  SU  Innichen,  Inner-Villt;!*!- 

^^H 

u.  SO. ;  daselbst  n  entg« 

t«ii,    Kalkstein.   Kai«.  Uc«. 

^^H 

Citrus  von  4—5  «radeo 

Ttict>t,i;ntcr-Tilli«cb,  Klage»- 

^^H 

H<'>he,  Honst  heiter. 

^  furl. 

Co»,  zu  Trienl.  Lient  0»  Ab.,  tm 

^^B 

I()*Ab.ur>depSterBI.  im 

^^H 

WSW.  und  SSW.  in  lii- 

Inner-  Villgrallen .     Kalkotetn, 

^^1 

lervnllen  v.  10— 14  Set.; 

Kala.Gaateinvonli»30~  bUT», 

^^M 

Cirru»  daselbat  in  eioer 

EU  Kbijeiirurl.  Uuler-Tiina<:h- 

^^M 

Hr.heti-lOUraden;  der 

^^M 

abrij^e  Himmel  heiter. 

^H 

Ab.  lU*  im  W.  üAeres  Ul. 
Horauf  hier  Rege»  folgl. 

^H 

Ab.  8*  bis  n»  spawame« 

V<.n3-5»  Ab.  fufchlkare«  «etr. 

^^H 

m.  ««r  im  W..  rScktge- 

mit   ilagcl,   WolkAiibrucb   li^ 

^^H 

genNW.,HoseIb8lCumuli 

^^1 

Jägern. 

waldstädier  See.  «a  ZSrich  »Ic 

^H 

Toi.8-IPBl.iroSW.ü. 

(low.  zu Tricnt,  lonich«».  An».«^ 

^^^ 

S.,  «0  CumulJ  und  Citrus 

Adinont. 

^^1 

angehäuft  sind. 

^H 

vom    Dunkelwerden    bis 

^^1 

überM.K.liiiiaus  starkes 

siciu,  Lieni.  Admonl.              ' 

^^1 

Bl.  im  SW.,  gcgeu  Ende 

^^H 

im  S.  in  Intervallen  von 

^^1 

3-5  See.;  daselbst  Cu- 

^^H 

muli   bis  >u  einer  Hr.h« 

^^1 

yoxt  1(^IS  Graden,  oben 

^^H 

bg«md{[nneCirtn8i  Her 

^^H 

äbri^e  IDmmel  heiler. 

^H      31.    „ 

11*  ^acbU  «ehr  lief  im 

Ge».  KtldHealllrb    tut.  BluJe»^ 

^^H 

WSW.  erhttathes  Bl. 

^^B           A<i|! 

.  ^  Ab.  im  SW.  scfanach. 
Bliueii. 

Gen.xuKiT^bd^>rfe^l^emti■l.SW 

^^1 

,«n7»30-bU10*BI  im 

Gew.  an  Licna,  BdIihi,  Pn^ntl 

^^H 

SW..  rückt  langMin  ge- 

len, l.uHcbariberg.  St.  Paul. 

^^H 

lten  S.  n.  SO,;  la>fier 

^^H 

äei^enilCamnlibwM  10 

^^H 

Graden  Hübe;  MMtbril. 

^        *-  .. 

Ab.8*[iatundiroi!ai»«n 

SW.Grw.wü«t«Mi.UBn*.Wl 

V 

U«th«BlBl.bbR«g.MJV. 

Iva.  Gaslda. 

m^^^ 
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Bliliea  beobachlet  m 
KremimÖBiler. 


56. 


f» 


»9 


Log.  Ab.  10»  bU  M.  N.  Bl.  im 

sw. 

„  Ab.  10*  bla  M.  N.;  Bl. 
tief  im  NNO.,  später^  im 
NO.»  wo  eine  Cirrostra- 
tue-Banlc  tod  8—10  Gra* 
den  Hnhe  bgert. 
7*bi8  9*Ab.Bl.imSW., 
QDd  später  im  S. ;  Himmel 
heiter. 

Ab.  10»  im  N.  durch,  ei- 
nige ZeitBI. 
Nach  9»  Ab.  im  N.  durch 
eine  Stunde  Bl.  mit  gros* 
eer  Heftigkeit. 

(ept  Ab.  10»  bis  II»  30»  Bl. 
tief  im  N  W.,  rückt  gegen 
N.  vor;  Himmel  hier  heit 

^  Ab.  7»  30»  im  W.  mehr- 
mal.  BI.9  worauf  hier  Re* 
gen  folgt 

„  Ab.  7»  im  8 W.,  sp&ter  im 
S.  Bl.  mit  grosser  Leb- 
haftigkeit. 

>ct.  Ab.  7».tief  im  S.  Öfteres 
BL,  Cirrostratus  in  jener 
Gegend.  Tag  ungewöhn- 
lich warm,  Maximum  der 
Temperatur  21^.3  R. 


Zu  f^leicher  Zeit 

S.  Gew.  zu  St.  Paul  Klagenfurt. 
NW.  Gew.  zu  Sch5ssl,  Pilsen  10» 

bis  12». 
N.  Gew.  zu  Prag  11»  N.,  Deutsch- 

brod. 
O.  Gew.  zu  Melk,  Gresten,  Wien, 

Pressburg. 
Gew.  an  mehreren  Orten  Tirols, 

zu  Gastein. 
Gew.  zu  SchSssl,  Prag,  Deutsch- 

brod  um  11»,  Ohnüz  9»— 12»  N., 

BrGnn. 


Ciew.  zu  Innichen,  Wilten  7»  Ab., 
Alt- Aussee  7»— 9»  Ab.,  Gratz 
8»-9»30»,  Cilli8»30». 

Gew.  zu  Pilsen,  Trautenati,  Pdrg- 
litz,  Schossl. 

Gew.  zu  Pilsen,  Leutschau,  Pdrg- 
litz,  Prag^  Reichenau. 

Gew.  zu  SchOssl  Ab.  7»;  zu  Csas- 
lao. 


Gew.  zu  Botzen,  Innichen,  Alkns, 
Lienz  10» N.;  Gastein,  Kirch- 
dorf. 

Gew.  zu  Alkus,  Lienz,  Botzen, 
Pregratten,  TrOpolach. 
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In  den  hier  aafgeßihrten  76  Fällen  trift  es  sieb  nnr  Tiemial: 


am    7.  Jnni  1855  im  SO., 
,,   23.  Jali  1855  im  O., 
,,   12.  Jnli  1856  im  W., 


a  Sept.  1856  im  W., 


wo  ich  gar  keine  Nachricht  von  einem  gleichzeitigen  Grevritter  habe 
aaffinden  können.  In  Betreff  der  beiden  letzten  FfiUe  bemerke 
Ich 9  dasA  im  Westen  von  KremsmQnster  keine  roeteorologiscbe 
Beobacbtung88tation  besteht  und  die  Beobachtungen  in  Sahbar| 
nicht  vollständig  za  meiner  Kenntniss  gelangten« 

Einen  weiteren  Beleg  für  den  Zusammenhang  des 
Wetterleuchtens  mit  einem  enrffernten  unter  dem  Hori- 
sonte  des  Beobachtungsortes  stehenden  Gewitter  ge- 
ben die  Beobachtungen  zu  Wien  In  den  Jahren  1853  bis 
1857,^  wo  es  sich  in  mehr  als  fänfzig  Fällen  trifft,  dass  jedesmal 
wenn  man  in  Wien  am  äussersten  West«  Sfldwest  oder  Nordwest 
Wetterleuchten  beobachtete,  bei  uns  oder  in  den  Nachbar- 
gegenden«gleichseitig  Gewitter  stattfanden* 

Durch  diese  Beobachtungen  gelangt  man  zagleich 
zur  Kenntniss,  bis  auf  welche  Entfernung  das  Aef-. 
leuchten  der  Blitze  noch  wahrgenommen  werden  kann. 

Es  wird  in  den  oben  angeführten  Fällen  öfters  der  Umstand 
eintreten,  das  die»Zeit  des  in  Kremsniflnster  beobachteten  Wetter* 
leuchtens  wegen  der  mangelhaften  Zeitangaben  von  stattgf  habtes 
Gewittern  an  andern  Orten  nicht  genau  mit  der  znsaramenfUlt,  ni 
welcher  an  einem  zweiten  Orte  das  Gewitter  im  Zeniihe  etaad, 
oder  über  jener  Gegend  sich  entlud;  aber  man  erlangt  dennoch 
einen  Anhaltspunkt  zur  genäherten  Bestimmung  der  Entfernungen. 

Es  folgen  hier  in  geographischen  Meilen  die  beiläufigen  Ent- 
fernungen der  im  obigen  Verzeichnisse  aufgefilhrten  am  weitesten 
von  KremsmüDster  abstehenden  Orte,  an  welchen  gleich-  oder 
nahe  gleichzeitig  mit  dem  in  Krerosmünster  beobachteten  Wetter» 
leuchten  Donneruetter  stattgefunden  haben. 

Im  W.  München  entfernt  von  Kremsmflnster  37  geogr.  Meilen. 
SW.  Bregenz 
„     Innsbruck 
„     Lieuz 
„     Gastein   , 
„     Salzburg 
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\m  SW.  Brisen    entfernt  von  KrenismOneter  31  geogr.  Meilen. 
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Ueber  die  Darstellung  einer  willkürlichen  Fanktioli 

4 

darch  unendliche  Reihen. 

Von 
Hern  Professor  Dr.  J,  Dienger 

an  der  polytechai«r.hen  Sriiiilo  sii  CurUrahe. 


Die  Pourler'schen  Reihen  hilden  ein  Beispiel  einer  Daratd- 
lang  ganz  willkfirlicher  Funktionen  durch  unendliche  Reihen;  ihn* 
liehe  Beispiele  bietet  die  mathematische  Physik  eine  ganze  Menge 
dar,  wobei  freilich  anzuführen  ist,  dass  in  den.  meisten  Fälleo  der 
direkte  Beweis  noch  nicht  gefQhrt  ist,  vielleicht  auch  nicht  noth* 
wendig  ist,  ihn  zu  führen,  wie  wenigstens  La m^  in  seinem  neoesten 
Werke  meint.  Dem  sei  nun,  wie  man  will ;  im  Folgenden  will  Uk, 
indem  ich  eine  Reihe  Abhandlungen  von  Sturm  und  Lioaville, 
die  früher  in  des  letztern  Journal  erschienen  sind,  zusammenfasse» 
far  einen  besondern  Fall,  der  namentlich  in  der  analytischen 
Theorie  der  WSrme  vorkommt,  diesen  Beweis  wiederholen.  Ich 
glaube  htedurch  den  Lesern  des  Archivs  in  so  ferne  einen  Dienst 
zu  leisten,  als  ich  sie  der  Mühe  überhebe,  aus  einer  grOssem 
Anzahl  zerstreuter  Abhandlungen  sich  die  Dinge  erst  sarecht 
legen  zu  -müssen. 

1. 

Angenommen,  g,  Ar,  /  seien  drei  Funktionen  von  x»  die  von  «s« 
bis  a:  =  ß(ß>  ct'TO)  immer  positiv  seien;  r  sei  eine  unbestimmte, 

von  X  unabhängige  Grosse;    F  sei  eine  Funktion  von  op  nnd  r, 
für  ireJcfae 


uiUkträekiH  Funktion  äurcM  unendiicke  Hmen.  S75 


•o  wie 


1^— AF=0  fSr  x  =  a,  (2) 

,  |^+ÄF=:0   nir  «=<»;  (3) 

WO  h  ond  H  positive  Zableo  sindy  und  wo  die  letzte  Gleichung 

de«  oder  die  Wertbe  von  r  bestironit,  während  die  erste  die  durch 

die  Integration  eintretende  Konstante  bestimmen  hilft.    Bezeichnen 

dP 
wir  'gZ'^^^  flir  «s=/I  durch    F(r)»  so  hat  man  also»  wenn 

rj,  r^»  ..•.,  rn,....  die  Wurzeln  der  Gleichung  fXr)=0  sind: 

I     im    Fm  d«D  Wertb  von    F  fllr  r—rn  bedeutet.    Aus  (I)  und  (4) 
'     folgt: 

^'-^-  -^iSr-Dyyn-  V-^^ (yr,-/)FF,  =  0, 

I 

d.  b. 

woraus  sofort 

(r  -  r.)/ FF.8«  =  *[ F^^  -  Vn\^]  +  C, 


und,  da  fQr  x=a 
M: 


/■  .M.  =  ,-i^.fK'^-<J. 
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Diese  Gleichung  setzt  natfirlich  voraus»  dass  nicht  r=rk  M»  d.h. 
dass  r  und  r«  zwei  ▼erschiedene  Wurzeln  der  Gleichung  fXr)=0 
seien»  so  dass  man  dieselbe  auch  schreiben  kann: 

a 

wenn  nicht  n=iii.  In  diesem  letzteren  Falle  verfUirt  man  etwa 
in  folgender  Weise.     Aus  (1)  folgt»  indem  man  nach  r  diCerenrirt: 

BV 
miihiplicirt  mao  nao  (I)  mit  r ,  die  letcte  GleiehaDg  mR  F,  md 

aubttabir^  so  «rbSlt  nan: 

flrt^^i         art^^^     s^rtt^^  ^^     et^^FV 
^'^  =^  ~Si '^     Bx      = 8i ' 

FOr  «=0  aber  folgt  aus  (2): 


8F    ._    a«F    .ar 


80  dass  bieraacb: 


/•,r.^=*ßr|r.pg^)«„= 


r»-       (6) 


Setzt  man  in  (5')  a:=iß,  so  wird  wegen  (3)  die  zweite  Seite  Null; 
was  die   zweite  Seite  von  (6)  anbelangt»  so  ist  für  «  =  ^: 


\^  ^  dxdrj 


=  -AF^^  +  /T(r)*^=-*FF'(r).   wenn   r  =  r«. 


■o  dass 


wmUrlMkm  AmMm  iurek  tutenOttekt  MHMem.  877 

y*%F.F.aa:=0,  (7), 

y' 5 F«%r  =  -*  F.F{r,0  ftrar=jJ.  (8)     , 


Was  noD  die  Gleichang  fXr)  =  0  anbelangt»  so  kann  sie  keiine 
iaiagiiiSre  Wanel  der  Form  g+Q'i  haben.  Sonst  hätte  sie  näm- 
lieh  nothwendig  aach  eine  imaginäre  Wuriel  der  Form  Q  —  g'i» 
•e  ilaes  also  etwa  rn^^gi-Q'i,  Tm^Q^g'i  wäre,  «nd  dann 
Fu  =  P+Qi»  Fm^P—Qi,  woraas  nach  (2): 

weiche  Gleichung  offenbar  unrnSglicb  ist»  da  alle  Elemente  des 
iMstioimten  Integrals  dasselbe  (positive)  Zeichen  haben.  Eben  so 
hat  /Xr)  =  0  iceine  gleichen  Wurzeln.     Denn  wäre  r«  mehrfach 

Warsei,  se  wäre  P(ni)=0»  bo  dass  nach  (8)    /     gVifldxszO» 

a 

was  wieder  unmöglich  ist.  Aber  es  lässt  sich  auch  leicht  zeigen» 
dass  fX'*)=0  keine  negativen  Wurzeln  haben  kann.  Denn  aus 
m  folgt: 

»  dV 

hV  BV  /**      3F  /** 

3F  SV  P*     8W  /*' 


Nim  ist  nach  (3) 


(*f|jU,=(**f«).«. 


'  dF 
also  positiv;  wäre  also  r  negativ,  so  wäre  hiernach  FA  «^ 
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SV 
posWr,  d.  b.  es  bitten  F  und  -g-  immer  dasselbe  Zeicbeo«  and 

es  knnnte  also  V+H-^  nie  Null  sein,  was  gegen  (3)   streitet 

Darnach  hat  F(r)^0  keine  negativen  Wuseln.  Ist  nicht  /sO» 
MO  kann  aus  demselben  Grunde  auch  r=0  nicht  Wurzel  sein; 
iüT  /=0  wäre  es  jedoch  möglich»  dass  r=0  sein  kSnnte. 

Die  Gleichung  F(r)  =  0  hat  also  hiemach  lauter  reelle  positive^ 
von  einander  verschiedene  Wurzeln.  Fflr  1=0  kann  sie  0  aar 
Wurtel  haben.    Die  Konstanten  h  und  H  in  (2)  und  (3)  bannen 

auch  0  oder  od  sein.    A=:0  heisst,  es  sei  -g-r=0  Ar  dps«; 

A  =  od:   F  sei  0  fiir  x=a;  H=Oi  U=0  fOr  d:»/};  Bszani 

F=0  fflr  fc=ß.    Selbst,  wenn  A=0  oder  od^  bidbt  die  Behaup- 
tung des  gegenwärtigen  Paragraphen  in  Kraft.    Denn  dann  tet  nur 

(*f|^)  _    Null,  statt  positiv. 


in. 

Wir  wollen  nun  die  (1)  umformen.  Indem  wir  statt  x  die 
Veränderliche  z  einflihren,    so  dass  <=/     \  t^»  wo  also  s 

wächst  mit  x»  indem  V  ^>0;  'dr  xz^ß  sei  t=zb,  während  flir 
x^=ai  zr=0.    Alsdann  wird  allgemein 


85      85  8z     8^4  /  g 


also  die  (1): 


8*  — wat~&v  *' 


— ^  +  (rV^yA_/y|)F=0 


oder 


^^*^+^'-^'-+fr^y^-^Vj>''=»-  tit^ 
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Wir  wollen  ano  (ratzen 

r=BV,    ©  =  T 


■o  wird  die  (10)  »>: 


+(r^^*_/y^)©tr=o. 


8t7 
D«r  KoefBsienf  von  -g-  ist  hierin: 


,V,7'^.«?l^)=äf+<(^)=«. 


flo  daMi>  freoD 


ist: 


^    wo  fi*=r,  welch   letztere   Beseichoungeweise  gestattet  ist»   da 
r>0.    Die  (3)  and  (3)  sin<2  jetzt: 

(11) 
^-.*^|f=0    rar    x  =  0,    |^+Äy|F=:0    ftlr    x=6, 
4.  b.  wem  ü  eiigefllhrt  wird : 

^— *'C7=0fllr  »=0.  ^+»'ü=0    für   j=»,     (110 


Je  fifr  die  betreffenden  Werthe  von  z.    Ans  (KK)  folgt,  wenn  man 
■it  einpz  mnltiplizirt  and  dann  integrirt: 

■ 

atz  /•» 
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OFT 

wenn   Üq  der  Werth  von   17  ßir  s=:0  ist.     Diese  Grösse  bleibt 
aber  hier  ganz  willkurlicb»  und  wir  wollen  sie  desshalb  =  1  setsea»  * 
8o  dass  wir  schreiben  kunnen: 

sin^z-ö ^l7cos^2  =  —  ^+  /      XC/siufsdx.         (12) 

o 

SD  I 

Ist  aber  l7o=i,   so  ist   nach  (HO  -g^  =A'  f&r  t  =  0»  so  dass 

wir  in  ähnlicher  Weise  erbalten: 


cos 


px^+^Dsin^f  =  A'+/*'  XPcos^xai.  (12*) 


Ans  (12)  und  (12')  folgt: 


A'sinpz      l    .  /*•  iFT  Q. 

l7=cos^2  +  — — ~  +  -sinfi    #   -  llJtoB^tdx 

o 

1  /*• 

cos^z  #       IDsiD^zdx. 

no  dasSy  wenn  i',  17'  die  Werthe  von  A»  17  sind»  wenn  nao  t' 
ft]r  z  setzt 9  man  hat: 

ü  =  cos  Qz  +  ^^^^  +  -C  '  r  D'  sin  ^(2-  i')8i' .        (13) 

o 

Anmerkung.     Dass    Üq  willkürlich   bleibt,   unterliegt  wohl 
keinem  Anstände,  da  die  erste  Gleichung  (11')  eine  Gleichung 

zwischen    Vq  und  (-gr)  ^^»  diese  letzteren  Grossen  aber  wegen 

(10')  beide  sollten  bekannt  sein,  wenn  (lO')  die  ü  v5llig  bestim- 
men soll,  so  dass  eben  eine  willkürlich  bleibt  Die  zweite  (11') 
bestimmt  ja  nur  r,  nicht  auch  die  durch  Integration  von  (IC)  ein- 
tretenden zwei  Konstanten. 


IT. 

Die  Grosse  V  wird  nie  anendlicb  innerhalb  der  GrSnseo  u 
und  ß  Ton  x,  also  auch  ü  nicht  unendlich  von  z=0  bis  z  =  A; 
biemach  giebt  es  einen  grSssten  endlichen  tVerth  von  ü  awisehMi 


9tilikMlcken  fUnkffon  ^urek-imenM^ht  Büken. 
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diesen  Grfinzen;  beisst  derselbe  4}t und  : ist. eben  so  L  der  gilisste 
Werth  von  A  iu  demselben  Intervall,  so  ist  der  Wertb  des  Inte^^als 


f 


rD'sinp(2— 2')5i^ 


sicher  kleiner  altf 


»  LQ  I      dz'  oder   kleiner   als- jLQ&,  -iKf ..«He 

o 

Grossen  nur  absolut  zu  nehmen  sind.    Ferner  Ist  der  grr*s8tc  Werth» 


LI 

den    cos  oz-i-  -  sin  oz  erreicht : 

9 


■*©■ 


>    so     da^ji    also    die 

zweite   Seite  von  (18)  kleiner  ist  als  y  J  +  (^)%  ~  -»'«nd 

ako  imnier    V  unter   diesem  Werthe  bleibt.     Daraus  i'ol(;t  aber 
sofort,  dass  aych  Q  unter  diesem ' Werthe  ist,  d.h.  A^»» 


'><^[^m*'-f:'  0<^^ 


wenn  q  >  Aft- 


Wäre  Q>2U,  so  wäre^<  iO,  also  Q<\l  +  (~J+  iO, 


1  +  f  —  J  •    Nimmt  man  also  g  gross  genug, 

nas  immer  niuglich,  wenn  man  grosse  Wurzeln  von  F(r)  =  0  be- 
tfacbtets  so  wird  man  diese  Beziehung  gelten  lassen  und  folglich 

dein    VJk^iSjl  H^-V  haben.     Dsl  f^^GÜ,  sh  folgt  hieraus, 

dies»    wenn    8    der    grusste    Wertb    von     6     ist,     man     habe 

-  I TÄTTT  •■=■••     ■  ■■'■  ■  ' 


F<MV  1  + 


v<r-' 


immerhin  jedoch  für  q  >  2L6.     <» 


1        ! 


Ist  endlich  F  das  Maximum   von  f(s^,  wenn  a:  geht  von  a 
fcis^t  wo  f(x)  eine  beliebige  F9nktion  von  pp  ist,  so  is^t  hiernach 


(14) 


I  *\ 


■ 

■rG  der  Haximomwerth  von  g  (zwischen  et  nnd  ß)  ist. 

19 


Diemggr:   IhHr  älto  Dmtiilkm§  §itm^ 
Betrachten  wir  non  das  Islefral 

■ 


Da  10  (13)  das  Integral  xweiter  Seite  <I^*  so  kann 
•  endKch,  setsen: 

17=:  cosps-f  "^slnp^-f  "" » 

9  9 


r 


U*Bx 


d.  b. 


•  •  • 


/•c^-|t.<)V?. 


wo  1)  esdlieb  bt,  «o  daM  flir  groMa  f  der  Bradi  -  beHeblg  kbia 
wird,  also  etwa  <4nH-r-)  ]>  mitbin  «icher  flIr  groeee  ft 


(15) 


f*  c;«ax>|[i+Q*].  d.b.y*%i^>i[n.Q% 


Aoa  (14)  nad  (16)  folgt  nim: 


f     9^^* 


I60>  ~  c)ff  CF 
6  ' 


freilich  imner  weaa  f  groca  geaag.    Setit  mao  abar 

A(*)s=w*)-i|f*^ 

nnd  Dinnt  ae,  ea  atl 


wOlkirUekem  nmta»m  ^wrek  tmetutUek»  MtUun. 


(16) 


«> 


^UÄ/t«)=Ofilr  x  =  ß» 


M  tot  «M  (I): 

alM  wegen  (16),  (2).  (3): 

«  «  « 

=  ^y*'fA(*)at. 

bt  demnach  F|  da«  Maxiiaam  von  fiix),  co  ist,  wie  in  (14): 


•o  A 


'f  »/,(j:)a 


_^ 16(/t— g)<"F| 


<.  b. 


i^y*  ^yf^ßi^ 


(17; 


7*7 


/    ^'^•»^ 


16(/>-«)<»F. 


6«< 


▼. 


Waft  nun  «her  di«  Wcrtbe  von  f  (bezQgBch  r)    aobclangl, 
«Maneb  (13): 


la 


Betrachten  wir  non  das  Integral 

m  0 

Da  in  (13)  dae  Integral  xweiter  Seite  <I^A»  so  kann  mai 
•  endKcb»  setsen: 

/•  wj^      *ri  .  /*'\  1  .  «^o*^  .  h'sln^Qb     A^eln 


d.  h. 


WO  i|  endlich  ist»  so  dass  flir  grosse  ^  der  Brach  -  belieb 
wird,  also  etwa  < 'jH  +  T^'J  ]»  mithin  sicher  Ar  grosse 

(15) 

f^  c/%>|[i+(^y],  d.h.y%K^>^[i+( 

Ans  (14)  and  (16)  folgt  nan: 

freilieb  hnner  wenn  ^  gross  genog«    Setst  man  aber 

A(*)s=W*)-cf*^ 

vnd  nimat  an,  es  sei 


(W) 
ip  ist  mos  (I): 

(16),  (2).  (3): 


s^y*'  »/»{*)a«- 


lat  demnach  F^  daa  Mazimnm  von  fi(x),  >o  i«t,  wie  in  (14): 


f,  ■  ■ 


rf  '  YMxyd»  < 4a«(i  +  (^'y ]f»o»- «) . 


'm  d 


< — ^1? 


ifc.  '.  >  (17; 


V. 

Wm  nun   aber  di«  Werthe  von  ^   (beiQgllch  r)    aobelsngl^ 
■•  M  MMsh  (13): 


^84  'DUnffer.'   0$ker  die  DanteUmp  eher 

\ 

V  =  CO«  ?z[l  -.-T'x'V  sin  pi'a*'] 

0 

+  sin  j»[^ + -  /*  *  i'  ü'  cos  ^»'3«'] 

o 

o 
+  cos  j»[A'  +  r'  X'  ü'cospt'&'J. 


a* 


Da  fär  :  =  6: 

seia  soll,  so  folgt  hieraus,  wenn 

0 

/*'  = 1-    #  *    Jl't/'[ ^—  +  amfgz'idz' 

gesetzt  uird: 

Pcos^6  — (^  — P')8inp6=0,    tgg6=    jy         (II 

Die  Gr?)sse  P  ändert  ihr  Zeichen  nicht,  wenn  q  sein  Zeic 
ändert;  da{;egen  ändert  P*  ihr  Zeichen  mit  q.  Konstruiren 
nnn  die  beiden  Kurven ,  deren  Gleichungen 

P    * 

y  =  tgp6,  yz:^^—p, 

in  denen  q  a\s  Abszisse  betrachtet  wird,  so  hat  die  letztere 
Abssissenaxe  als  Asymptote,  nShertsich  ihr  also  mehr  and  m« 
während  die  erste  in  unendlich  vielen  Zweigen  verläuft;  es  g 
demnach  unendlich  viele  Durchschnittspunkte  beider  Kurven,  d 
unendlich  viele  Werthe  von  q,  für  welche  die  Gleichung  (18) 
milt  ist ,  so  dass  dieselbe  unendlich  viele  Wurzeln  hat  kl ; 
p  einmal  gross,  so  wird  P  und  P'  endlich,  und  also  die  sw 
Seite  von  (18)  klein;  da  nun  aus  (18)  folgt 

P 

^6  =  m«  +  ar€(tg  =  j— p). 


mmutriickm  FunMüan  durch  wundiiche  Reihen.  !^ 

«•  imt  wAmo  bei  groMem  (positivem  ganzem)  m  die  Grösse 

arc(tg  =  jZTpf) 
klein,  etwa  =#,  so  dass 

wo  s'   idein ;  dies  katin  man  auch  schreiben : 

3m      (n  —  3)m      , 

^=T+ — 6 — +'  ' 

md    da  »^3,  ao  ist  9^'T>  vrenn  m  gros*  geoug  ist.    Daraus 
folgt  in  (17); 


Ja .  16(|3-a)a'F,6 


wenn  nur  fit »  d«  h.  ^  sehr  gross.  Dabei  ist  m  gewisser massen  die 

Ordnongssabl  der  Wurzeln  von  (18},  d.  h.  die  grossen  Wurzeln 
Gleicbang  sind  nahezu: 

mit      (m  +  l)7c  (m  +  2)n 

T'         6      '         b      • 

wollen  nun  die  unendliche  Reihe 

V 


'J'^VfMBi 


♦  -S-Vs (19) 

/     gV^dx 

a 

beiraditeB»  die  man  erhftit,  wenn  man  in  der  Grösse  unter  dem 
£9  welche  r  enthält,  ffir  r  nach  einander  die  Wurzeln  der  Glei- 
cbvBg  JFYr)=0  setzt,  d.  h.  fiir  q  nach  einander  die  Wurzeln  von 
QIBtf  ao  wird  von  einem  gewissen  Gliede  an  der  Rest  nach  (17') 
Uaiaer  sein  als  .;.,.,^ 

";;    9       Li^"*'(m+i)«+(fii+2)«+— J*  •  '^ 

«ad'da  diese  Reihe  endlich  ist,  so  konvergirt  f 


seo 


Dienitt:    üeber  die  DwrtieUung  etn/ft 


Reihe  (19).    Sei  abo,  wenn  wir  die  Besefchntiog  Am  {.  L 
der  aofiunehmeD: 


9(x)  = 


t 


/%. 


>d« 


f  ^  fy*'^^ 


"^  •  • • • 


•  •  •  •  ~j* 


g 


+  ... 


eo  erhält  man  hieraus»  wenn  man  beiderseitig  mit  ¥m  moltipü- 
tirt  und  hierauf  nach  x  iwischen  den  Gränsea  o  und  ß  integiiit» 
nach  (7): 

(20) 

r%(x)Vmdx=J'%rmf(x)dx,  y*^^F4^(ar)-A*)]a«=o* 


welche  Gleichung  ftlr  alle  Werthe  von  m  richtig  iat>  d.  h.  welche 
Wuriel  von  F(r)  =  0  man  in  V  einsetze.  «^ 


Tl. 


Wir  wollen  nun  die  Bigenschalten  der  Funktion  V  noch  etwas 
D&her  untersuchen.  , 

1.     V  und  Ä-  kann  nicht  zugleich  Null    sein.     Denn    sonst» 
da  k  nicht  Null  ist,  gäbe  die  (1)  auch  g^=0,  und  4»m^  wie 

man  leicht  sieht,  auch  g-,, ....  sfimmtlich  0,  was  daraaf  lorflck- 

käme,  daee  f  immer  Null  ist.  *^  Man  kann  fikrigene  iwt 

auch  noch  anders  beweisen.     Der  Werth  von  V  ans  (1)  hat 

Form  Ari^BV^,wQAundB  twei  Konstanteii,  Vi  päd  f«  mw4 

partikulare  Integrale  von  (1)  sind,  worin  man  nmi  etwa  A  üd  B 

dV  • 

aus  den  bekannten  Werthen  von  V  und  gf  (hr  «s=a 


Bf 
Mi.     BcsdchBaf  aum  also  mit  T,  gp ,  F|\  V^'  dio  Werthe  roti 

...•9   V^  Ar  :r=aa,  so  hat  ramn: 

dV 
ibe   es  also  elaon  Werth  x^b,  fOr  den   F  and  ^  =0,  und 

leichoet  man  mit  F^ '',....  die  sngehSrigen  Wertbe  von  Fi,  ...., 


fj  Bod  fa  genflgen  d«r  (I),  so  dass 


t/v  8F|         8F^ ^ 

C  kMMtniit«    Da  nun  für  jfs=6  die  Crueee 

I  mtMM^  ao  wire  allgemein  C^O,  d.  b. 


i^%^  ^Bftnperr  '  üeher  die  Parsteliunp  ilne'r 

Aber  e«  bt ,     •        .  ■      , 


1 1 


dVi       fr^^  -  Bfv  -^^li-v  l&i 


aläo  uäre  aut^li 


«   « 


lA   J 


» 


imjuer  Null;  ebenso 


^ti'^^^du: 


,« 


immer  Null.    l>ies  Ist  aber  nur  der  Fall,  irenn 
waef  nicht  sein  darC  wenn 

I 

das  allgemeine  Integral  ist.    Daraus  folgt  nun  die  Behanptang. 

oY 
Sind  aber   V  und  k-  'niemals  zugleich  Null»  so  niuss  V  seift 

Zeichen  wechseln^   ivenn  es  durch   0  geht«  da  g^  alsdann  »em 
Zeichen  behält«  aUo-F  im  Wachsen  oder  Abnehmen  begriffen  ist 

Geht  also  V  von  +  zu  — ;  so  Ist  0-  negativ;  geht  V  von  —  zu  f. 

dV  "'.... 

so  ist  g'^^O«  und  man  hat  also: 

ütl«;i' 

_:___  +  +  + 

2.  r  ist  eine  Funktion  von  a:  und  r,  die  mit  r(x»  r)  be- 
zeichnet werden  soll.  Sind-  nun  q,  q'  zwei  Werthe  von  r»  voa 
denen  q'^q,  wenn  auch  nur  um  unendlich  wenig,  so  sage  icbp 
dass  V(Xf  q')  zwischen«  und  ß  (§.  L)  zum  mindesten  eben  so 
viele  Male  Kuli  wird  als  V{x,  q).  Sei  £  ein  Werth  von  jp.  Dir 
den  V(x,  q)  =  0,  so  folgt  aus  der  Gleichung  (6)»  in  der.r«  gaos 
wohl   den  Werth  q  haben  kann,  da  die  erste  iSeite  positiv  iii^ 

8F  dV 

dass  für  x=^^  notbwendig  g-  ufid   ^  dasselbe  Zeichen    haben 
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(mdeiu  F=±0),  Ist  äUo  aK^l*  aber  nahe  geuag  An  |,  «o  das« 
y{xt  q)  nicht  0  ist  von  :r=:a  bis  x=^^,  also  Y  für  Werthe  zwischen 

a  and  £  dasselbe  Zeichen  hat«  so  wird  nach  Kr.  1.  ^  das  ent- 

gegengesetste  Zeichen  b4ben  för  dieselben  Werthe.  Ist  ^'  nahe 
an  p»  so  haben   K(x,  q')  und  Y{x ,  q)  dasselbe  Zeichen,  also  das 

eoi^egengesetzts  von  k-  fflr  ;i;  =  |,  immer  unter  der  Voraossetzungj 
es  sei  x  zwischen  a  und  £.  Nun  ist 

I 

»•(1,  «•)=»^(i,  rt+(<>'-rt^~-+ -..=((>'-?) -^-^ +••,.. 

so  dass  liQr  kleine  q' — q  immer  F(|»  q*)  dasselbe  Zeichen  hat  wie 
?-i^--^,  d.h.  dasselbe  Zeichen  wie  g^  fÖr  a:  =  Sf  r=:^.  Dar- 
nach also  haben  F(a,  p')  und  F(§,  pO  verschiedenes  Zeichen ,  so 
dass  V{X9  Q*)  mindestens  einmal  durch  0  geht,  wenn  x  von  a  bis 
^  geht.  Also  sind  die  Wurzeln  von  V{x,  ^0  =  0  minde- 
stens in  derselben  Anzahl,  wie  die  von  Vix»  q),  aber  je 

etwas  Icleiner. 

■ 

Sei  nun  Vix»  pO=0  für  x  =  ^\  6>$';  aber  so,  dass  V(x^  g") 
nicht  Null  wird,  wenn  x  von  ^'  bis  ö  geht.    Alsdann  hat  V(x,  q') 

BV 
in  diesen  Grinzen  dasselbe  Zeichen  wie  g-   für  a:=|',  r=Q'  (nach 

Kr.I.);  die  GrOssen  F(6,  q),  V(b,  pO  haben  dasselbe  Zeichen, 
wenn  p' — Q  klein  genug,  und  da 

ISO' habeii  F(5',  p)  und  — h"r      verschiedenes  Zeichen,  also  auch 

K£%  ^)  wn^l  g~  för  ^  =  S'»  r  =  ^)'.     Da  nun    F(6,  ()),    F(6,  g')  das- 

3F 
»elbe  Zeichen  haben,  wie  g-,    F(£',  p)    verschiedenes,    so    wird 

F(jr,  p)  Null  zwischen  07=  £' und  x=zb.    Ist  also  g'  nur  wenig 
l^rStfser  als  g,  so  sind  die  Wurzeln  von  F(jr,  p)=0  je  um 

etwas  grosser  als  die  von  F(a:,  o^^O. 

■  ii 

3.'  Angenommen  V(Xf  g)  und  Ff^,  g')  haben  dasselbe  Zeichen 
Dli>.a;=s«9  ohne  Null  zu  sein,  und  es  gelte  dasselbe  ßir  xszß, 
mo  mfiasen,  w^nn  x  von  a  bis  ß  geht,  nach  Nr.  2./ beide  gleich 
Tielmäl . dnrch  0  gehen,  je  aber   die  letzte  etwas  früher  al' 


2a0  Dir  HS  fr:    leier  M«  Oartutttinff  ttatr 

erat«.    Ist  V{ß,  t)  =0,  AD  ^ilt  duaelbe;  ist  V{p,  (')»Q'  •<>  8*^1 
V{t,  f)  einmal  «reni^^er  danb  0  aU  ¥{*,  g^. 

Wir  wollen  nnn  r  g^hen  lassen  von  ^  bis  />'{ft'  >  fi),  an  fm> 
den  fCis,  fi),  V(x,  r)  xtvischen  x  =  o  und  ;r=:|J  so  lang«  glddi 
vlelmal  durch  Ogeben,  als  keine  Wursel  der  Gleinhang  f'iß,  r)=:0 
erreicht  i»t;  sobald  alier  eine  erreicht  ist,  findet  jedesmal  ein 
ireiteres  Verschwinden  Stutt.  AImo  so  viel  Wurseln  der 
Uleichung  V(ß.  r)=0  x«ris«hen  fi  und  ^'  liegen,  so  viel- 
mal  mehr  veracbivindet  Vix.  f>')  aU  V(j:,  (t),  wenn  x  Toa 
«  bis  ß  geht.  Daliei  sind  die  Fülle,  da  V{a.  r)  rerscbwiodel. 
nicht  eingerechnet,  d.  h.  diese  Grösse  sült  nicht  Onerden.  WIfo 
dies  doch  der  Fall,  ao  müssle  von  der  eben  genannten  Zahl 
die  Zahl  der  Wurzeln  von  r(o,r}KiO,  die  zivUchen  f»  und  ft' 
liegen,  abgeiogen  werden.     Aber  ¥  ist  nicht  0  für  4-  =  «,  da  aesat 

nach  (2)  auch  n^  =  ü  ^^'^    f^'  x=sa,  was   Nr.  1.    widerstreiM; 
demnach  bleibt  der  «ben  gegeben*  Sata  bestehen. 

4.    Wir  wellen  die  Wertbe  von    r(x,  r),  -f'  ^^  O*  M-eaß 


durch  Y0.  r). 


mß.  T) 


hezeicho« 


,    und  seien  r*,  r"   sm-«!  uf 
lebung    r(ß.r)  =  0.    Atsduuk 


einander  Tolgeode  Wurzeln   der   Gli 

muss  nothwendig      ■■*'■■-  sein  Zeichen  t*sclwe)n  twiscbtn  r^r* 

und  rsr",  so  dass  die  Wertbe  diaiief  Gr3ase  ven  «erschiedMaü 
Zeichen  an  diesen  Grämen  sind:  da  aber    V{ß,  r)^0   sn  diosia 

^¥(ß,  r) 

(Nr.  2.),  80  daas  auch     — vs  —  verschiedenes    Zeichen   bat    fSt 

97"  nnd  r^r",  md  also  socb  durch  Null  gebt  «wisrheB  die*«« 
[  Wertben;  die  Griisee 

3  W-  ')..„«,.    ., 


Grunzen, 


o  haben  - 


r  tot  an  diesen  Grünten  gleleh   — -?y  ~  und  — ^V  — *,  und  dftS 

beiden  von  rerschiedeitem  Zeicbea  sind  ,  so  Ist  jene  firttsse  durch 
0  pefptngea.    Ea  liegt  also  eine  Wnrael  der  Gleichuan  (3) 
Hflseben  r'nndr".   Aber  auch  swischcB  twei  auf  «i Dan-   { 
der  fol||«ndea  Wuri«ln  «an  (3)  liegt  «ine  Wnra»!  vom   . 
•)  3  0.    Desa  sbid  r. ,  r»t4 .  swel  Midie,  se  wrrdea  (ft.L,IÜ   , 
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F'Cfte)  oad  /^(rbfi)  Ton  Terschiedenem  Zeichen  «ein«  abo»  da  nach 
Gleicbong  (8) 

-*K(jJ,  r.)P(ri,),     -*r(/J.  rb+i)'^(rn+t)       • 

poeitiT  sind»  k  ebenfalla  positiv  iat»  so  mOssen  Yiß,  r«),  F(/3,  rii44) 
von  TefscbledeDem  Zeichen  nein.  Daraus  folgt,  dasa  von  den 
Gleichnngen  (3)  and  Y{ßj  r)=0  je  eine  Wurzel  swiachen 
iweiea  der  andern  liegt,  aber  auch  nur  je  eine. 

B.  Die  Gleichung  (3)  hat  bloss  positive  Wurzeln  ($.  II.) ;  sind 
ff»  r«,  ••••  dieselben,  so  liegt  also  Icei/ie  ihrer  Wurzeln  zi^ischen 
—OD  nnd  Ti\  die  Gleichung  F(/?,  r)  =  0  hat  r=  —  x  zur  Wurzel, 
dft  F(jr,  r)  (oder  F)  nach  (1)  Null  ist  ßir  r  =— x;  zwischen 
—OD  and  Ti  liegt  also  keine  weitere  Wurzel  von  F(^,  r)=:0; 
iwiscban  rg  und  f^  H^S^  ^^^■'  eine  Wurzel  dieser  Gleichung, 
dessgleicben  zwischen  t%  und  r^ ,  u.  s«  w« 

Betrachten  wir  nun  die  Gr(issen  F(ar,  ti)  und  F(jr,  — oe), 
fo  wird  die  erste,  nach  Nr, 3.,  keinmal  mehr  verschwinden,  als 
die  aweilei  wenn  x  von  «  bis  /3  gebt;  ßr  nesatlve  grosse  r  müs« 

ses  aber  nach    (1)    F  und  g-    immer   dasselbe  Zeichen  haben, 

wetaaa  nach  Nr.  1.  folgt,  dass  F  fflr  solche  r  nie  Null  ist  Oem- 
geaiss  ist  auch  F(j;,  Ti)  nie  Null  von  j?=:a  bis  x=:ß.  Aus 
demiidben  Crmnde  ist   V(x,  r^)   ein  Mal  Null,   F(x,  r«)   zwei 

lU« F(jr,  r«)  dagegen  n  — 1  Male  u.  s.  w.    Für  it=z<x>  re- 

dnairt  sich  (3)  auf  r(ß,  r)  =  0;  in  diesem  Falle  ist  hier  das  Null- 
trarden  bei  msszß  nicht  eingerechnet. 

fi.    Seien  Am,  ^^-i, .  •••,^4«  beliebige  Konstanten  und 

ü=i4.Fm+i<iH^iF«^i  +  ....  +  4,F.,  (21) 

ao  ist  flach  (7) 


/ 


'  gür^x=zO, 


p  nicht  von  in  bia  it  liegt,  oder 


Falle,  welche  GrSaae  nicht  0  iat,  wenn  nicht  Ap=(k 
nicht  alle  JssO,  ae  kann  17  awiaebea  m  und  |l  fllr  sr 
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nicht  identisch  Null  sein,  da  sonst   /      gUVpdx  es  wäre.   Nu« 

a 

behaupte  ich,  V  werde  höchstens  (n— l)mal  Null  zwischen  i 
und  ß,  wobei  etwa  gleiche  Wurzeln  von  17=0  fär  eine  geiihtt 
werden. 

Es  ist  nämlich  nach  (7)  und  (5): 

ß 

woraus  * 

(22) 

gVliam  Vm  +  am^l  Vmi-1  +  ....  +  II« F„)3jr  =  * F^^ # 

wenn 

/  \  j        nr  —    ^    *"  "t" « « *  ■  "l*  An  F«       17 

Nun  ist  Vi  nicht  Null  zwischen  a  und  /3  (Nr.  5.),  so  dass  9^=0 
nnd    C7=:0  dieselben  Wurzeln   haben  zivischen  diesen   Grinaea; 

•^  -  ist  Null  iiir  a:  =  cr  wegen  (T),  was  auch  ftir  m=l   wahr  ist, 

da  dann  01  =  0;  ebenso  ist  ^=0  für  J?  =  /9,  Alles  gemäss  (%!). 

För  mehrfache  Wurzeln  von   ^''=0  Ist  jedesmal  -k—  auch  =0; 

ftir  einfache  Wurzeln  wird  ^—  zwischen  je  zweien  Null ;  hat  also 

9*'=0,  d.h.   17=0,  f*  Wurzeln  zwischen  a  und  /J,  so  geht  5— 

zwischen  diesen  Gränzen  mindesten  (fi— ])mal  durch  Null;  da  aber 

•p—  Null  ist  für  a  und  ß,  so  muss  eben  so  ^-^  mindestens  fünal 

Null  sein  zwischen  den  GrSnzen  a  und  /3,   d.  h.  wegen  (22),  es 
ist  amVm'\- -{-anVi  mindestens  jLimal  Null.    Daraus  folgt:    bat 

Am  Fm  +  ^mfl  Fin41 +  ....  + i<a Ffl=:0 

fi  W^urzeln  zwischen  er  und  ß^  so  hat 

-4m(r»— r,)  Fm  +  Am^i{rm^\  —  rO  Fm+i  +  ....  +  i<«(r«— ri)  F«  ==  0 

miodesteüB  eben  so  viele;  eben  so  dani» 
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^>  _ 

-4»i(r«-ri)frm+....  +  ^n(r«— ri)fr«=0, 
«der 

'«<SEÖV.+....+A-.(^^')'''-'+'*"''-=« 

miodestens  fi  Wurzeln   zwischen  a  und  ß.    Ist  p  sehr  grosSp  so 
reduzirt  sich   diese  Gleicbung,  wegen  rfi>rii-i  •••»  nahezu  auf 
Fsi^=Oj  %Telche   Gleichung  nur  n  — 1  Wurzeln  hat   (Nr.  5.)»    so 
dBsa  die  Gleichung  C7=0  nicht  mehr  als  n — 1  Wurzeln  ha- 
ben kann. 

Mad  sieht  leicht,  dass  man  riickgehend  auch  schliesseo  kann 
(irobei   Am»*'»*  durch  Am(rm — r|)~~(*,....  ersetzt  sind): 

hat   mindestens  eben  so  viele  Wurzeln  als 

J»(r«.— rj)-fr«.  +  ....  +  2l»(rn-r,)-?F«=:0, 
d.  Ii.  als 

woraua  Dir,  grosse  ^  folgt »  dass  C7  =  0  mindestens  m — 1  Wur- 
sein   hat«    Alles  dies  gilt  auch  filr  »1  =  1. 

TU. 

Gesetzt  es  sei 

a 

Null  fflr  all«  Werthe  von  r,  die  aus  der  Gleichung  (3)  folgen»  so 
Duss  Identisch  ^(ar)=:0  sein. 

Denn  gesetzt  es  wechsele  ^(or)  sein  Zeichen  nicht  zwischen 
a  und  ßf  so  kann  diese  Gleichung  nicht  bestehen  für  r  =  r|9  in- 
dem Fl  sein  Zeichen  nicht  wechselt  ($.  VI.  5.);  wechselt  aber 
^s)  eein  Zeichen  (m— I)mal  zwischen  a  und  ß,  so  erhält  man 
•u  der  Annahme; 


SM  D lernt «r:  Veter  äle  DmrtuUtmg  eliter  wOlUrl  fUmrUam  Ue. 
f 


f 


^(ar)[iliF|+iljr,  +  ,...  +  i<«F«.)8jf=rO.      (23) 


Sind  niin  ^i»«...»  Qm—i  die  Wurselo  tod  ^(dr)=0,  so  bestii 
man  i4,,....,  ^4«  so,  dass  i4,  F| -f  •••••f  i^mF»  Null  Ist  9k 
dp=:p|,  ••••,^a— i;  da  weiter  ÄiVx-\- ..,.•{- AmVm  hOehstena 
(m— l)mal  Nail  werden  kann  ($.  VI.  6.)»  ao  bat  man  dadvich  alle 
Woneln  von 

die  wir  afimmtlich  ungleicli  annehmen,  worana  sofort  fo^C  daai 

^(jr)[i4,Fi+....+^»F«] 

inner  dasselbe  Zeichen  behftit,  und  alao  die  Gletchnng  (9^  nicht 
nSglich  ist,  wenn  nicht  t};(:r)=:0.  Da  dies  Ar  beliebige  m  pM^ 
vnd  ^(jr)  nicht  unendlich  viele  Male  sein  Zeichen  wechseln  iuunw 
so  ergiebt  sich  hierans  unsere  Behsaptong. 

Hiernach  folgt  ans'der  Gleichang  (20),  dass  9(;r)— ^jr)=(lL 
^x)ssf(s)  sein  mfisse»  so  dass  endlich: 


ISS  flB  ^^ 


/(*)=    -?* ^,T (24) 


7^ 


bt    Die  Bedbgungen  (16)  sind  hiernach  dnrch  /(jr)  erfHllt. 


Man  kann  aus  den  vorstehenden  Entwickelungen  wobi 
in  wie  weit  Laroi^  Recht  oder  Unrecht  bat,  wenn  er  sich  ia  ssineB 
«yLe^ons  sur  ies  fonctions  inverses  des  transcsndaates" 
u.  s.  w.  S.223.  80  ausspricht:  »»Ces  d^veloppements  hybrides  et 
compos^s,  qni  ont  po  ötre  Toccassion  de  recherebes  int^essantea 
an  point  de  vue  purement  analytique»  ne  sanraient  ^tre  d'aacnne 
ntilit^  en  pbysique  mathtoatiqneu^' 
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Zum  Fermat'ichen  Lehrulu. 

Herrn  Doctor  Robert  BUn^owj 

Ob«rlelirer  ui  d«r  BttUobslo  sa  Fr^attA^t 


Es  sei  AB  (Tuf,  V«  Fig.  4.),  der  Durchmesser  des  Kreises 
ARBP,  die  Gmodlloie  eines  Recbtecics  ABCD,  dessen  H5he 
AD  gleich  der  zu  dem  Quadranten  des  Kreiset  gehörigen  Sehne 
Ist.  Doreh  O,  den  Mittelpunkt  des  Kreises,  und  J,  den  Durch- 
«dnüttspnnkt  der  Diagonalen  des  Rechtecks,  sei  die  Linie  OJ 
gesogen ,  irelche  anf  DC  im  Punkte  O  senkrecht  steht  und  den 
Kfeis  in  den  Punkten  R  «nd  P  schneidet 

D4Qn  sind  die  Tier  Punkte  B»  •/,  P»  Q  harmonische 
Pankte. 

Em  ist  nimllch  s 

«l>=5J«-/P:5=5v2-(r-5V2)  =  rV2-r. 

JB  =ÄP- JPaBar^(r-5  v2)Är  +  JvS. 

OAs  JZP4  Q/'^Sr  +  (rV2-r<r)ssr -f  rV3; 
•9  TerbiH  sich  sher: 

r— jV3:rV2— r=5r+jV2:r+rv1l# 


ul'sckea  UhrMpit. 


nnd  dalter  auch 


JP:QP=JR:QR. 


I 


Nnn  ist  DC  die  Haniioii;>4i'hc  des  l'upkles  J;  DA  die  llariaoali 
des  Punktes   .-(;  und  d.iher  ^7  od^r  AC  dio   HannoniHctie  dc^ 
Punktes  D,  ebenso  /Ji?  die  Harmonische  des  l'nnkte»  C. 

Verbindet  man  jel»!  irgend  einen  Punkt  E  dcsKreUe«  ARBP 
mit  /)  ilurcb  die  Linl«  ED,  welche  den  Durrlimvsser  AB  \a  M, 
die  DiafTonate  AC  in  .S  und  den  Kr«is  zum  ztreilrn  ftlale  in  I 
schneidet,  verbindet  uian  ferner  E  mit  C  durch  die  Unis  £C« 
nelche  den  Durchmesser  AB  in  iV  und  deu  Kreis  suai  :| 
Male  in  /'  schneidet,  iii>d  endlich  F  mit  D  äunh  Alt  Linir  FD, 
tvelche  diu  VerlSngeruiig  des  Durdiniessers  AB  in  L,  die  Di»> 
annale  ^C  In  7*  und  den  Kreia  zum  ziveiten  Mnle  lo  H  «chnel- 
det,  so  werden  die  Linien  DE  und  DF  durch  den  Krcic  oad  dts 
Diugonule  ^C  harmonisch  geschnitten,  so  dasssoHufal  D,G,S.S 
I   D,  //,  r,  F  harmonische  Punkte  sind. 

In  Folge  hiervon  muss  die  Linie  GH,  nelcbe  dia 
Verlängerung  den  Durchmessers  AB  in  K  and  DB  i* 
Y  schneidet,  durch  C.  den  Durchsehnittupankt' d«l 
Linien    S7'  oder   ^C  und    EF,   gehen. 

Die  vier  Punkte  E.  G.  H.  F.  in  tvekhen  sich  die  LinW 
DE,  DF,  CO  uud  CE  pcbnetdcv,  bcslimmen  d»a  fin  dem  Kra)«« 
AtiBP  cio^ceitcliriehariea  Viereck.  Man  Aiehe  in  demselben  da 
ßingnnalen  HE  nnd  GF,  ho  ist  ihr  ßuTchschnitlsimukl.  nie  b«t 
kaunt,  der  Pol  der  Linie  DC;  da  nun  vorher  gc/eiRl  »  ordcn  war, 
das«  der  Pol  der  Ijinie  DC  in  den  DnrchbchDltUpunkt  dei"U(f> 
tciinalen  des  Rechtecks  ABCD  nilll,  ho  folgt  daraus,  desä'dM' 
UurchscbDitts|)unkl  der  DinKonalcn  de«  Vieteck«  fiCifP 
immer  mit  dem  Darchscbnllfspnnkte  J  der  Oiaitnaalen 
dea  Rechtecks  xusammenffitlt,  wo  ,an<;b  fler  ,^onkt  i^^ 
aaf  der  Peripherie  des  Ktcises  AUBP  aogenannrn 
worden  sein  nnff- 

Da  die  Punkte  D.  lt.  T,  F  rtnerKoila  nnd  C.  //,  f.  G  and«. 
raraeila  haimuntscbe  Punkte  sind,  na  nlnd  auch  die  filTalilen  CD, 
ca.  CT.  CF  einerseil»  und  DC.  DH.  OV,  DG  andarerarito 
[  harmonUcho  Strahlen.  Ulan  siehe  die  Linie  DTi,  »rlrbn  GR  In 
i  17  und  AC  in  V  schneidet,  •bonso  CM,  Fck-ho  HF  in  A'  \ 
\  DB  in  II'  schneidet,  so  »ind  die  Punkte  D,  V.  V.  N  dnenielts 
Innd  C,  Jt,  IV.  MI  andcrerseltR  hnimxnliTbe  Puiilile.  Nun  nSa* 
|aen  ohrr  die  Linien  GL  und  •V/1  in  dem  rnlUljiniliiien  V*ersA 
%JDUGFM1.  die  DlaBnnale  DIf  In  dem  Pniikte  F  «clineideit.  i 
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den  drei  Ponkten  Z>,  V,  N  der  vierte  dem  D  lugeordnete  bar- 
Bische  Pnnkt  Ut.  Die  Diagonaleo  des  Vierecks  GMLH 
id  des  Tierecks  ANCD  habeo  daher  einen  gemein- 
hartliciien  Dnrchschnittspunkt  F.  Ebenso  durch- 
hnelden  die  Diagonalen  der  Vierecke  BMDC  und 
tiFB  einander  in  einem  und  demselben  Punkte  TF. 

In  Folge  davon  sind  sowohl  die  Strahlen  HD,  BV,  UM,  UN, 
s  die  Strahlen  HC,  HX,  HN,  HM  harmonisch.  Diese  Strah- 
B  schneiden  den  Durchmesser  AB  oder  seine  Verlängerungen 
(''denselben  Punkten,  in  welchen  diese  Linie  auch  von  den  vier 
rften  des  Vierecks  EGHF  geschnitten  wird. 

Daher  sind  die  vier  Punkte  K,  M,  N,  L,  in  welchen 
et  Dvrchmesser  AB  oder  seine  Verlängerungen  von 
.en  vier  Seiten  des  Vierecks  EGHF  geschnitten  wer- 
\tü,  harmonische  Punkte,  und  es  verhält  sieh: 

iaK:MN=LK:LN. 

Hf  wie  olien  bemerkt  wurde,  CD,  CH,  CT,  CF  harmonische 
knhlen  sind  und  CD  parallel  KL  ist,  so  halbirt  der  dem  Strahle 
CD  zugeordnete  Strahl  AC  die  Strecke  KN,  welche  zwischen  den 
WUen  Punkten  K  und  Jü  liegt,  in  welchen  KL  von  den  beiden 
plem  zugeordneten  Strahlen  CH  und  CF  geschnitten  wird ,  d.  h. 
Mist 

AK=:  AN. 
tWino  lässt  sich  beweisen,  dass 

BM  =z  BL. 
■■Folge  hiervon  kann  die  oben  abgeleitete  Proportion 

MKiMN=:LK:LN 
^  80  geschrieben  werden : 

{AB  +  AN)  -^ BM :(AB  +  AN)  +  BM 
=  Büf-  (AB^AN)  :  BM  +  {AB-- AN). 
i  1^  ist  auch 

AB  +  AN;BM=  BMiAB--  AN 

Am^BSP  +  AN^, 

Ihaber,  wie  oben  gezeigt  wurde,  BM=BL  und  AN 
H  ist  auch : 

TMl  XXXL 
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Die  in  dam  Vor^ngeg^ngeoen  abgeleiteten   Resultate 
sich  folgeD^ermassen  zusamineDfassen : 

CoDstrajrt  man  libqr  dem  Durchmesser  AB  eioes  i 
yAßBP  ds  Grundlinie  ein  Rechteclc  AB  CD,  dessen  Hub 
gleich  der  zu  dem  Bogei>  des  Quadranten  gehörigen  Sebi 
*  verbindet  dann  einen  beliebigen  Punkt  £  auf  der  Peripher! 
ses  Kreises  mit  den  Punkten  Z>  und  C  durch  die  Linien  E. 
EC,  welche  den  Kreis  zum  zweiten  Male  bezüglich  in  6 
schneiden,  verbindet  endlieh  G  mit  C  und  F  mit  D;  so 
Folgendes  Statt: 

1)  Die  Linien  GC  und  FD  schneiden  einander  imm< 
der  Peripherie  des  Kreises  ARBP.     ihr  Durchsei 
punkt  H  bestimmt  also  mit  den  Punkten  E^  G, 
dem  Kreise  etngesehriebenes  Viereck  HEGF*). 

2)  Die  Diagonalen  EH  und  GF  dieses  Vierecks  seht 
einander  Immer  in  J,  dem  Dorchschnittspunkte  de 
gonalen  des  Rechtecks  ABCD, 

3)  Die  Punkte  A,  D,  C  und  der  Punkt  N,  in  welcbei 
den  Durchmesser  AB  schneidet ,  bestimmen  das  Vi 
ADCN.  Die  Punkte  G,  H,  M,  L,  in  welchen  di« 
den  von  D  ausgehenden  Strahlen  DE  und  DF  den 
und  seinen  Durchmesser  schneiden ,  bestimmen  das 
eck  GHLM,  Die  Diagonalen  dieser  beiden  Vie 
durchschneiden,  einander  in  einem  und  demselben  Pi 
F.  Dem  entsprechend  schneiden  die  Diagonalen  der 
ecke  DMBC  und  HFNK  einander  in  einem  und 
selben  Punkte  W. 

4)  Die  vier  vqa  C  upd  D  ausgebenden  StriJilen  C£, 
DEt  DF  schneiden  den  Durchmesser  AB  in  viei 
mouischen  Punkten  N,  K,  M^  L. 

5)  Es  ist 

AB^^AN^^BM*,    (Fermat'scher 


*)  Dieser  SatsE  wurde  mir  darch  Herrn  Krüger,  Director  der 
Mbnl«  in  FraiutaAt,  mkgelhe&k»  dev  denaelbea  mit  Hufe  i^c  m 
sehen  Geometrie  bewiesen  hatte. 


Be0tM€lt:   femuk  einer  Brwelt.  der  Begriffe  t.  «mx  und  sinx-SBO 
aber  aach : 

=  AM*  -f  BM* 
=.  AIP  4-  BI^, 

d.  ha  der  Fermat'sche  Satz  gilt  aacb  für  solche  Punkte 
des  Kreises  ARBP,  welche,  wie  H,  G,  F,  innerhalb 
des  Rechtecks  ABCD  liegen. 


renach   einer   ErweiteroDg   der  Begriffe    von  cosar 

und  sin^a 

Von 

Herrn  Doctor  Beysiellj 

ler  MathematiV  an  der  FrOTinsial -Gewerbeachale  in  Grefe  Id. 


Au»  den  Gleichongen 


2        ""*~2!"*"  4!  ••• 


iiinj;  = 


e*^--£^ 

2t 


OS*  .  j:* 


"'^"'^'''Sl"" 


^ —  ihren  Entviickelungen  geht  hervor  ^  dass  za  ihrer  Feststellung 
lue  streiten  Wurzeln  der  negativen  Einheit  in  einem  Bezüge  stehen, 
tim  fliBD  auf  beliebige  andere  Wurzeln  der  negativen  Einheit  Ober- 
kigen  kann.    Es  ist  nXmlich 

V— l=Gos — -2: — w  +  tsiB — - — n 

7t  n 


tf»t»«tl      IfffurA  riHfr  Ertrelltrumf 


*  M 


n  \i 


nnd  man  kann  zur  VerkGriinng  des  Ausilturks  eine  ticitebiga  ittl 
Wursel  aiiK  4  I  oder  —I  durch  Nf  hexekhnen.  no  [^  den  Gra 
der  Wurzel  an<l  p  den  im  Winkel  vorkororaendcu  Zäliler  bed«at«a 
Man  betraclite  nunmehr  die  n  Reihen,  wplcbe  der  Aasdroel 
r-^P*  faedeulel,  vrenn  p  eine  ungerade  Zahl  bezüi'hiiel;   slfl  alud. 

..V,.      =1  +  ,»  +  ^^^'+'*'^'",... 


(1) 


.  J\':i.-i't"  .  iV»-i>i> 


Ztioächst  sieht  maii,   wenn   man  durcb  Xa  dro  «IcB  Thoit  I 
Summe  der  Ueihen  (I)  bezeichnet,  äit»i  mnu  eihsll; 


:ro=l- 


«n  (■>;.)[■■■■ 


d«nn  bei  d«r  A>!diliun  dieser  Reihvn  rallcn  alle  Ulirdvt 
ExpoDcnt  uicbt  durcli  n  Ihcilbat  i»t,   lurl,   ntil 

^Z     >«,+,-  =  0. 

wenn  a  oicht  d^fth  n  theilbar  isl.  lat  «ber  a  dufrb  n  ibdUn^ 
■o  ergiebt  sich  filr  den  obige?»  Aii»drack  Itir  jvden  ati|t«'rBd«t)  IJm 
lieolon  -  de-r  Weith  —  I  nud  für  jadrn  geraden  Qunlientwi  - 
dcf  Wcrih    f  1;  ebeniui  ergiebl  «ch  Itlr  a=0  der  Wetlb  -f-l, 

Ala!<i|>!>ti'l  man  feiner  die  eride  der  RHhen  {l)  mit  A'— i,  A 
t>««ile  mit  A-i  uimI  ho  rortf»hr<>Dd  die  fetale  tiill  7V_,ia„|j,  addi 
■i«  amlann  und  nennt  dni  nlen  Tbeü  ihrer 
■MB,  da  /r,.A'-.s:l  Ut; 


i^Vh"-' 


''  aog^gehcnen   Art  Tartf^lirBul  be«lliumc  man  die  Rritaa 

(..-.■.x».i.   nddie   dar  Reibe  oarb   Mgendo    BadMti 

I  haben:  
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Allgemeioen  kdonte  man  daher  für   die  Grosse  dr«  folgende 
rCleicdiUDg  aufstellen: 

Nach  der  Analogie,  welche  swischen  diesen  Reihen  oder  Aos- 
^drflek'en  and  den  trigonometrischen  Funktionen  sinj?  und  cosj: 
1  besteht  9  k5nnte  man  dieselben  die  Funktionen  nten  Grades  för  .r 
■mnen  and  die  trigonometrischen  Funktionen  sin^  und  cos^r  konn- 
ten alffdann  die  Funktionen  zweiten  Grades  heissen. 

Nach  diesen  Annahmen  hätte  man  sodann  n  Funktionen  nten 
Grades. 

Ea  ist  leicht  zu  zeigen»  dass,  wenn  man  n=:2  setzt,  die  tri- 
Moometrischen  Funktionen  cosj?  und  sino?  aus  der  allgemeinen 
Formel  (2)  hervorgehen;  denn  man  hat  in  diesem  Falle: 


ond  ea   ist 


\£  €Hji|i'=  j^ =cosa; 

P=o  «^ 


aad 

»^  2-ip-isVp+i*  = 2 = 2i —  =  »»"^- 


Um  näher  auf  die  Funktionen  dritten  Grades  einzugehen,  deren 
mm  drei  gisbt»  welche  mit  Xq,  Xi^  x^  bezeichnet  werden ,  bemerke 
Wkmn  aunichst  die  Bedeutung  folgender  Zeichen«    Es  ist: 


802 


3a=-l 
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—  1 


^  «..    ;     «         l  +  V-3 

^  =s  C06^-t-t  sin  a-  SS ä 


Darnach  ist: 


--^. 


5«    .,  5«    1-V- 
3^  =  co«-^+t»ln-sr= ä 


JTo  —  1  —  öT  + 


a?« 


3!  ^6!' 


i+V^. 


...  =  12?  e«2p+i' 


—  Hä,      « 


=  J(e 


+  «-*  +  « 


). 


jf,= 


■> 


«1= 


«•     X*  .  *• 


-KT  +ftr—-=ä"^^-^-0*«S+t' 


2!~6I  "^8! 


Die  drei  gefimdeDen  Grössen  x^t  ^i»  ^9  haben,  wie  die  belre 
fenden  Reiben  zeigen,  reelle  Werthe,  welche  sich  unter  folgei 
der  Form  darstellen.    Es  ist: 


Xq  =  S  («-«  +  2«*  cos  X  Vi) 

ari  =  l(— 6-*  +  €*co8a:VS  f  «•V38inj:Vj) 


(3) 


ar,  =  l(6-*  — ««cosarVi  +  «*V3sinarV;);      i 
welche  Formen  man  auch  auf  folgende  anderen  bringen  kann: 

s 

xo  «  1  («-'  +  2f*  cosar  Vi), 

j:,  =  i[-«-'+2e«CM(«VJ-i»)]. 


Ä>  =s  |[«<"-f-3^co8(xV'|— !)*)]• 


der  Be§riire  van  cotx  und  tlB«. 

Nach  derselben  Art  sollen  hier  n9cb  die  Fonktionen  vierten  Gra- 
9    deren  es  vier:    Xq,  Xi,  x^,  x^   giebt,    aufgestellt  werden. 

Za  diesem  Zwecke  bemerke  man,  dass  4p  in  den  einzelnen  Fäl- 

Im   rolgeöde  Bedeutung  hat: 


4„=1 

4«  =  -l 

4, =(1  +  0  Vi 

4.  =  (-l-,')^l 

4,=f 

4,  =  -.- 

4,=(-l  +  i)V4 

4y=i:(l-t)^;. 

Darnach    ist : 

aro  =  1  —  4,  +  8, ....  =  i-S  «^+1* 

=  {(«(i+ovi.«  +  «(-»+0V*.«  +  ««-»-"v;.»  +  «(i-ovi .»), 


*i  = 


~  J  +^....=l^'^^«^i«S+»' 


J  Q-^  «<*+''^"+-^-  «<-»+^  *  '+— r~*  «c-»-oyj 


LH  -«- 


ed-OVl.» 


)• 


«•      «•  ,  o:*® 


-^        -^       -.  l»=» 


=  i  (— te<HOv;.«  +  tu(-HOVi.*  +  ic(-i-OVi.«  +  te(i-ÖV|.*), 


■  I 


V2 


«(»-flv*.»\ 


Die  Te«ll*B  Atudfrilcke'  fiTr  dieatf  GrSMw  tiDd  fo^|M 
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^0= 2 cosarv'i,  |    ^ 

^i«=( 2 «inarv'i+ ^ — — iÄnxVi)ViJ    ^ 

V« 
3?«= g s\nxV\, 

*8=^-;; 2 9ina?Vi ^ «in^Vl  1 V4- 

Gehen  «vir  zur  AlIgemelDheit  surQck,  so  existiren  manche  An» 
logien  zwischen  ddti  aufgestellten  Funktionen  und  den  trigonon» 
trischen.  .  r 


Die  ElgenthOniliehkeit,  dass 

deoso: 


ix 
und 

dsinj; 


^-.^1 


0« 


=  cos:r, 


ix 

tritt  auch,  etwas  verändert,  bei  den  Funktionen  höherer  Grade  u 
und  nimmt  folgende  Gestalt  an: 

Für  irgend  welchen  Grad  ist  f&r  9  >  0 

iXq 

ftir  yssO  und  die  Funktionen  ttten  Grades  ist 

Um  das  Erste  zu  zeigen,  ist 

1     p="— i 
n    p=so 

and  (üt  den  zweiten  Fall  ist: 

«0  =  --^    u%+i*=— -J?    iV-z,«i«  e^«p4.i« 


BXo  1    «'^^t**  ,      «r 


■        .      ■    .  , 


ätr  B9§rilf€  wm  cM4r  und  9lmx^  805 

Nach  diesen  allgemeinen  Betrachtungen  ist  für  die  Funktion 
de«  dritten  Grades: 

ftri  dxi  dxo 

■nd   diese  Eigenschaften  lassen  sich  aus  den  reellen  Ansdrflcken 
(S^  lierleiten;  denn  nach  jenen  Formeln  ist 


s  s 


wXmo 


^    ^=  l(— r-*  -  l6*cosapVl  +  U*V^38ina?VJ 


+  ««V|sin;rVl  +  Se*cos;rV!) 


=  l(— e-«  +  e^cosarVi  +  e»V3sinarV{)  =s  arj ; 
ferner 


^  =  1  (e-*  +  i«*  cos  arV  !  +  li^V  SsinarV  J 


—  ««V|sinj?V5  +  t«*sinj?VJ) 


=  J  («-'+2€*cos«V  })  =  aro; 


eadncb 

•5^  =  ;(— e-'  +  6«cosarVi  -  e*V  SsinorV  J)=--ara. 


Ebenso  lassen  sich  die  für   die  Funktionen  vierten  Grades 
beetebenden  Gieichongen 

fljTg  8j?f  dxx  dxQ 

li=^'   ^=^»'   "5J=*^'   "SF^""*«    « 

SOS  den  Ansdrflcken  (4)  derselben  herleiten;   denn  mao  b 
denselben : 

(e«V4  +  r-*V4  .       ^,      ^*Vi— e-*V4  v  '  . 

—5 — »'"^v; 2 — ' 
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+ Y— c«jxt4  + ^-g «faiJ^lj 


s «inxV}=«^; 


ferner 

•g^=^^ 2 »'n^V4+ 2 co»^ViJV4  =  ^j 

sodann 

8j?,      ./e'Vi+r-'Vi    .         ,  .  e*vl  +  e-*vi 

"sr=K — ^ — «•o^v4+ — 2 — ^^"^* 

+ 2 «o«a:Vi 2 «ioäV  i  1 


COSJTV  1  =  ^09 


endlich 


-äJ==( 2 co8j:V4 ^2^ Bxnx^\^Vi=-^. 

Die  Richtigkeit  der  obigen  Sätze  hätte  sich  sowohl  im  Alige- 
meinen, als  auch  in  den  besonderen  Fällen,  leicht  ans  den  betreffen- 
den Reihen  herleiten^  lassen. 

Nach  der  Giei'chang  (2)  hat  man  fiir  einen  beliebigen  Gnids . 

(5) 

«,  =  i  (iV_i  e«>'  +  iV_,  «*.'....  +  iV_s,+,  e*tii-i*>. 


1  ' 

11 

Ans  diesen  n  Gleichungen  kann  ihan  lolgendft  n  andffrn  tHdsB: 
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(6) 


+  i«W-iai +2V^,-l«d^,+^ihl-l»x,....+^«l.-l"-»ar•-l=«^l 


Aus  diesen  Gleichangeo  kann  man  n  —  1  andere  bilden,  welche 
nicht  mehr  den  ursprünglichen  Auadnick  x,  sondern  nur  noch  die 
Fviiktloiien  Xq,  Xi..,,Xu'*i  enthalten.    Man  erbill  dieselben  fol- 


Bfnltiplizirt  man  sämrotlicbe  Gleicbangen  mit  einander,  so  er- 
hält  man 

Erhebt  man  darauf  die  erste  Gleichong  in  die  Potenz  Ni,  die 
xvreite  hi  die  Potenz  N^  u.  s.  f.»  die  ftte  in  die  Potenz  tl^m-i»  so 
erhält  man: 

«/r,«#.^/«r.«#...,  ^ii?V,«i#-:  e»(^.*+^.'+ •••+^W-i)  ==  1, 

vod  man  sieht,  dass  man,  in  dieser  Art  fortfiihrend,  n-.-l  Glei- 
ctrangee  bilden  kann,  in  welchen  x  nicht  mehr  vorkommt 

FOr  die  trigonometrischen  Funktionen ,    fBr  welche  n  =  2  Ist, 
gehen  die  Gleichungen  (6)  Ober  in 

cos  d:  +  2isinar  =  «*i*, 

cos  jp -f  2b  sino?  =  e^*; 

welche  sich  in  die  bekannten  Gleichungen  umformen  lassen : 

cos  X  +  tsin  J7  =  e**. 


cos  a:  —  t  sin  o: = «-**. 


entspringt  durch  Multiplikation  die  Gleichung 

cos*ar  +  sin'o;  =  L 
Fflr  die  Funktionen  dritten  Grades  lief<brn  die  Gleichungen  (6) : 

Xo  +  ^1  +  V-«t=«'»*; 
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deren  Produkt  auf  die  Gleichung  ftibrt: 

4 

ao*— a?!*  +  x^  +  ZxqXxX^  =  1. 

Um  die  zweite  Gleichung  ohne  x  zu  erhalten»  pbtenzlre  mmn  dW 
oberen  Gleichungen  der  Reihe  mit  Sj,  3,  und  3^.  Dies  liefert» 
wenn  man  das  Produkt  aller  Gleichungen  nimmt: 

3  +  V^     _i.-l±V^    n'-*^ 
(«1)+ 2 ^^^ 2 ^^ 

Es  ist  mir  trotz  vieler  angewendeten  Mittel  bis  jetzt  nicht  gelun- 
gen» diese  Gleichung  in  eine  Gleichung  reeller  Grossen  za  ver- 
wandeln. 

Fflr  die  Funktionen  vierten  Grades  liefern  die  Gleichoogen  (6) 

^o  +  ^i^Ti  +  4i«a!i  + V^»=^*'* 
^o  +  43ari+V'^  +  V^8  =  «*»'» 

Die  Multiplikation  dieser  Gleichungen  kann  man  sieb  durch  fol* 
gende  Betrachtung  erleichtem. 

Es  ist 

4i=(Ui)V4  und  45  =  (-^l-t)V4; 

demnach  liefert  das  Produkt  der  ersten  und  dritten  Gleichung 
e<>=1.    Ebenso  ist 

4a  =  (-l+i)Vl   und  47  =  (l-t)Vl; 

also  liefert  das  Produkt  der  zweiten  und  vierten  Gleichung  wie- 
derum e®=l. 

Die  erste  und  dritte  Reihe  geben 
and  ihr  Produkt  liefert 
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oder 

Die  iweite  uod  vierte  Gleichang  entstehen,  wenn  man  in  der 
dritten  nnd  ersten  — ^t  statt  t  setzt,  und  müssen  deshalb  als  Pro- 
dukt liefern: 

Demnach  ist  das  Produkt  aller  vier  Gleichungen: 
(aro* +ari  j:,  — ar.«)«  +  (a:,«  +  2aroar, — ar,»)«=:  1 , 
vrelehee  In  die  beiden  Gleichungen  serßillt: 

aro*-f  SaTiOTs  —  ar2*=  1 , 
ar3*+ 2aroa?g— a:i*  =  0- 

Schreibt  man  lur  die  vier  obigen  Gleichungen 

so  erbSlt  mao  die  GleichuDg 
oder 

und»  weil  sowohl  AC  als  BD  gleich  1  ist: 

^(^B)<=1, 

AD{ABY^\; 

wel^e  Gleichang  in  Hinsicht  ihrer  ZurackfÜhrung  anf  reelle  Grfissen 
dtoselbe  Scfawlerigfcdt  darbietet,  wie  Jen«  bei  den  Grössen  3.  Grades. 


SlO  B€tfMM€li:    Versuch  einer  Brmetienmg 

EDdlicb  erbftit  man  noch  die  Gleiciiung 

\ 
deren  Richtigkeit  sich  aue  den  beiden  rrdhereq  GleiehnngeD  AC^l    I 

and  BD  =  1   herausstellt. 

Die  Formeln 

cos  (x  -t-y)  =  eos^r  cosy — sinxsiny 
nnd 

sin(jr-f  y)  =  fitln^cosy -f  cos  J?siny 

lassen  sich  ebenfalls  fOr  die  Funktionen  böherer  Grade  anCsttfUen; 
denn  man  erbilt  aus  den  Gleichungen  (6): 

•  •«••*••  • 

(Xo  +  Ntn-'lXi  ....  iV««-l"-*  JTn-l)  (y©  +  ^««-1^1  •  •  •  •  iV««-!»-»  y«.l) 

führt  man  die  Multiplikation  in  der  ersten  dieser  Gleichungen  aue, 
so  erhält  man: 

Aus  der  Zusammensetzung  dieser  Ausdrücke  kann  man  die  der 
folgenden»  welche  man  erhält,  indem  man  (är  19^  i  N^f  N^,..4. 
setzt»  ersehen. 

Addirt  man  nun  sämmtliche  Gleichungen  und  nimmt  den  nten 
Theil  der  Summe»  so  erhält  man   * 

(^ + y)o  =  ^oyo  —  ^1  y«-i — ^^yn^t ....  ar«.i5i ; 

durch  Multiplikation  der  auf  einander  folgenden  Reihen  mit  iVL^ 
iV.) • . . . iVL-an^.!  erhält  man»  wenn  man  wieder  addirt  und  den 
nten  Theil  der  Summe  nimmt» 


l 
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Es  ist  nicht  schwierig,  die  folgendeo  Formeln  la  bilden,  and  man 
erhält : 


Jede  dieser  Gleicbapgen  bat  auf  der  rechten  Seite  n  Glieder. 

Um  die  Formeln  IHr  die  FanktioDen  von  .r+y  Hir  die  ersten 
Grade  so  bilden »  besiehe  man  die  l>etreffenden  Formeln  aaf  diese 
Grade.     Man  erhält  alsdann  fär  s  =  2: 

Dercb  Addition  beider  AnsdrOcke  erfifiebt  sieb  nach  dem  Halbiren : 

(^ + y)o  =  ^oyo — ar,yi , 

welches,  in  die  übliche  Form  fibertragen,  die  Formel  giebt: 

cos  (j?  -|-^)  =  cos  X  coBy — sin  x  sin  y. 

Maitiplizirt  man  die  erste  Gleichung  mit  2.i,  die  zweite  mit  2-^, 
aod  nimmt  sodaon  die  Hälfte  ihrer  Summe,  so  ergiebt  sich: 

sin  (jr-l-  f)  zzi  cos  x  Biny  +  sin  x  cosy. 
Für  die  Funktionen  dritten  Grades  ergeben  sich  die  drei  Formeln: 

(*  +  y^ =««aro  -  a-|3^— ^^, , 

(^ +ä)i  =*oyi  +«^1^0— ^K«y». 
(« + y)i =^«oy« + ^1^1  +  a^ayo- 

FOr  die  FsnfclieBen  des  vierieo  Grades  esdlieh  hat  mas : 

(^ +y)f  =«  «Mfi  +  *iyo — ^tys — «sy«» 
(*+y)«=»*oys  +  ^iyi  +^«Mro-^iyj» 

(*+ y)s  =»«'oy,  +  ap,ya  +  ar^  +  x^^o- 


Von    diese»    Formeln   lassen  sich  sahlreiehe  Anwendungen 
1^:  vsA  deaee  felgends  hier  efaMa  Plate  Aadea  mdgea. 


S12  Beif$M§iir    Venuck  einer  Erweiterung 

Par  die  Fmiktionen  dtittm  Grades  erhält  »m: 

(2x)i  =  ixofici  —  x^^, 

wenn  man  x  (üt  y  einsetzt. 

Setzt  man  ferner  2x  für  y  ein,  so  erhält  man: 

« 

(3j:)i  =  3(aro*^i  --  XqX^-^Xi^x^ , 
(ßx)^=iZ(jXf^i^-\rX^x%  —  XiX^. 

Setzt  man  ferner  in  den  Gleichungen  der  Fonktionen  für  j;  -f  Jb 
d;=:— jp  und  yssx,  wodurch  a;-f  ^  =  0  wird»  und  bedeakt,  datf 
Xo^'-Xi^  +  x^^  +  ixQXiX^^:!»  und  dass  Oo=l>  0|  =0,0^=^0 
ist,  so  erhält  man : 

(—  x)o  =        Xq^  +  XiX^, 
( —  ^)l  =  —  ^«*  —  ^0*1 » 

Hierdurch  werden  die  Werthe  folgender  Reihen  gegeben: 

Ä*     j:*     o:* 
(— ar)j  ^dTi  —  XqiX^  ^^  2r     6!      S  ***' 

Aus  den  gefundenen  Formeln  flQr  die  Funktionen  von  2x  und 
—  X  stellen  sich  leicht  folgende  Formeln  zusammen :  ' 

(2x)i  —  (—  x)i  =     3xqX^  , 
(2ar)»— (-«),=     3a:aa:,. 

Aus  den  Formeln  fiir  die  Funktionen  vierten  Grades  von  it-^g 
entwickeln  sich  fiir  die  Funktionen  von  2x  folgende  AosdrMnit  • 
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(2ar)|  =  2ir,^i  —  Sarahs , 

•  (2jr)s=s2;ro^s  +  jti*  —  a?t*=4aroa:«, 

(2ar)a = 2aroar,  +  ixix^. 

Aas  den  anfllpglich  aufgestellten  Reihen  ersieht  man,  dai^s  ftir 
fi  vierten  Grad  ist: 

Die  Formeln  filr  dieFanlction^p  ,vori  :r-f  ^  geben,  wenn  man  in 
selben  ^  =  — j:  nnd  j:-f^=0  setzt,  vermöge  der  Gleichungen 
*  -f-  2ar|^g  — a?j* =1  nnd  x^^  +  *2a:o^<2  —  arg ■  =  0  richtige  Resul- 
\9,  denn  man  weiss,  dass  Oo=l»  Q|=ü,  O^^ü,  Og^O  int. 


•  I 


Seftst  Biau  — -y  fOr  :y,  so  erhält  man: 

(«— ,V)a=     .^o^—JTiyi +0^.2^0 +aJiy,, 
(^— lf)8  =  ^-2^0.^3  +.^iya  -^tSfi  +^^0- 

Cnillich  sind  einige  eigenthuinliche  geometrische  Beziehungen 
ti  den  Fnnktionen  dritten  und  vierten  Grades  zu  bemerken. 

Man  bat  Air  die  Funktionen  dritten  Grades 

f 
X  X  ' 

X  X 

x^  =  ;(«-J^  — «f«co8  jri/J  +  c«V38inarV  i); 

inkt  man  nun  irgend  einen  Winkel  ai=xVl,  ao  lassen  sich  diejeni- 
n  Tbeiie  dieser  Funktionen,  welche  ;iicht  e~*  enthalten,  folgen- 
r  Maasen  constrnireil.   'Btan  nehme(Taf.  V.  Figo.)  an,  ßAC  sei 

X 

»ich  ^tf  Qod  ^B  bei  einer  beliebig  gewählten  Einheit  e*,  so 
bftlt  man,  wenn  man  das  Loth  BD  von  B  auf  AC  föllt,  die  Linie 
D  io  df^  "Tbelle  tbeilt  und  zwei  diesef  Theile  anf  AE  nimmt 

'  X 

21 
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Macht  man  nun  den  Winkel  BCA:^(Sß^  und  conntriiirt  Öl»er  EC 
ein  «leichseitiges  Dreieck  EFC^  so  hat  man 


und 


EF=:  lie^eoBxVi  +  e^^/SsinorV  J; 

M  X 


was  man  leicht  ermessen  kann,  wenn  man  die  Linie  />!#  irnralM 
EF  zieht,  deren  Länge  ist 


£>Ä=DC=f?=^^^i^. 


1 


K«innte  man,  ohne  die  Einheit  zu  kennen, «—'  ao«  e^  constmirMU 

80  iiesen  sich   die  Grössen  Xq»  Xi,  or«  construiren;  denn«  wem 

e"* 
man  AE  um  -r  verlängert  und  von  dem  daun  erhaltenen  End 

punkt  eine  Parallele  mit  EF  zieht,  so  ist  diese  um  -ir-  kflner 
als  EF  und  stellt  alsdann  Xi  wirklich  dar ,  so  wie  die  Linie  to» 

ß  bis  zum   Endpunkte  von  Xi   in  der  Linie  BC  um  -^  länger 
als  BF  ist  und  also  x^  wirklich  darstellt.  ' 

Bei   zwei   Winkeln  a  und  a\  welche  sich  nm  2n  anterscbfi* 
den,  sind  die  Dreiecke  ^iS6^  ähnlich;  denn  wenn 

ist,  und  man  durch  x*  den  zu  a*  gehurigen  Werth  von  x  bezeidi* 
uet,  so  hat  man: 


xJ=z 


i[e    V3    ' +2ei^*^ * €09(271  + xVD] 


und  ebenso: 


4^ 


xi'=:i(-e   Vt       +e^»^«cos«VJ+«v»^V3alna'V}), 


xa'  =  \(e   vs  -  —  eVt^«cos«Vl  +  «V»+iv3sln«Vl). 


_  15— 


ifor  Betritt^  tan  €s»%x  und  mnx. 
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An 


AUdanD  kann  man  die  von   e    v»        unabhängigen   Glieder    wie 

frfiher  construiren,  indem  man  AB  nicht  mehr  gleich  e*»  sondern 

gleich  eV*   <  macht     Denict  man  sich  wiedemm  Rir  diese  Con- 
•tmetlon  das  Dreieck  ABC  (Taf.  V.  Fig.  5.)  gewählt,  so  sind  Xo' 

und  a%  am  gleiche  StOcke  kdner  als  Xq  und  x^^  weil  e  vs 
kleiner  Ist  als  e^*,  und  Xi'  ist  parallel  mit  Xi  und  grösser  als 
dasiielbe,  also  der  I/mle  EF  näher  gerfickt.  Denkt  man  sieb  den 
Winkel  u  um  nnendlichmal  in  gewachsen,  so  verschwindet  die 
Potena  mit  negativem  Exponenten  von  e,  und  man  hat  mithin  in 
den  Linien  AE,  EF  und  FB  diejenigen  Linien,  welchen  sich 
die  Grossen  Xq^  Xi»  x%  nähern,  wenn  a' =:2m9V-t-<<  l^t,  und 
im  dorch  alle  ganaen  Zahlen  bis  sur  Unendlichkeit  wächst  und 

Stellt  man  ein#  Tabelle  anf,  indem  man  den  Winkel  a  von 
Noll  ansgehend  i^mer  um  30^  wachsen  lässt,  so  ergiebt  sich: 


11 
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0« 


30** 


f»'* 


'900 


120« 


J50« 


180« 


210« 


240« 


270« 


300« 


330« 


360« 


390« 


Xq 

1 
3 

X 

er-*  +  e« 


3 


e-*"-6V3 


e-*— 2e^ 


r-'  — «äyS 


»-'—#»« 


3 

X 

€-*  +  e«i/3 


3 

£~^  +  g^  V3 

3 


0 

X 

—  e-*  +  eV3 


—  e—  +  2e* 


_..._    ...    ^ 
3 


— e 


—X 


—  ^— X  — 


X 


3 

X 


3 


X 

M 


I      :. 


+  e*VZ 
3         . 


—e-'  — «2^3 


—  «-JF— P« 


3 


— e 


— X 


—  e~*  +  e 


X 


e-'  +  « V3 

3     '"^ 


«-^+2«» 

3 

X 

-«  +  e»V3 

3 

■ 

»— X 


►-X  _  ^« 


3 


6"*— c^%  3 

3 

X 

3      " 


«-*— 6*^3 


€-*  —  «* 


"3" 
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Dte  aargesftellten  Wertbe  finden  ihre  geometrteclie  ErkUrang, 
renn  man  sich  durch  den  Punkt  A  (Taf.  V.  Flg.  S)  drei  Axen 
UV\  KF',  WW  unter  60<>  Grad  legt.  Die  Linien  x^,  x^,  x^ 
bilden  D&mlich  eine  gebrochene  Linieu  in  welcher  Xq  in  UV  WM 
und  acx  und  x%  den  Axen  VV,  WW  parallel  sind.  Die  Linie 
«0  ist  nan  positiv,  jenacbdam  sie  auf  Aü  oder  auf  AV'  abge- 
tcageo  werden  muss.  Ebenso  Ist  Xi  positiv  oder  negatlvp  jenach- 
dem  sie  nach  der  Richtung  AV  oder  AV'  liegt  und  x^,  wenn 
sie  nach   A IV  oder  A  W  gerichtet  ist. 

Ferner  zeigt  die  aufgestellte  Tabelle  manche  interessante 
Eigenihfimlichkeit.  So  sind  lür  die  Winkel  QO^  und  240^  die 
Grossen  opq  und  x^  einander  gleich,  weil  bei  diesen  Winkeln  die 
Linie  EF  und  also  auch  Xi  parallel  mit  AB  ist.  Bei  120^  und 
300^  sind  jto  und  Xi  einander  gleich,  aber  entgegengesetzt,  und 
für  diese  Winkel  föllt  AB  mit  BC  zusammen. 

Sodann  kann  man  vermittelst  dieser  Tabelle  sich  über  den 
Lanf  der  drei  Tunktionen  in  den  ersten  vier  Quadraten  einige  Auf- 
klArnng  verschaffen. 

^o  geht  vom  Positiven  cum  Negativen  Aber  zwischen  den 
Werthen  90*^  und  120^,  es  bleibt  sodann  negativ  bis  270^  und  geht 
xwischen  den  Winkeln  27i)0  und  300^  wieder  zum  Positiven  Ober. 

:ri  geht  vom  Positiven  zum  Negativen  über  zwischen  den 
Winlceln  12(F  und  150^  und  bleibt  sodann  negativ,  bis  es  zwischen 
den  l^inkeln  330^  und  360^  wieder  zum  Positiven  übergeht. 

ap^  geht  vom  Positiven  zum  Negativen  zwischen  210^  und 
240^  aber,  und  ist  sodann  negativ,  bis  es  zwischen  390^  und  420^ 
wieder  zum  Positiven  übergeht. 

Fassi  man  sunftcbst  den  Winkel  ins  Auge,  für  welchen  ^o=0 
itft,  nnd  nennt  denselben  /?,  so  ist  aus  der  Tabelle  ersichtlich, 
dass  ia0»>/?>90<>ist. 

Zur  genaueren  Bestimmung;  den  Winkels  ß  wähle  man  die 
Reibe  fflr  Xq^  welche  irich  in  folgenden  Ausdruck  verwandeln  Insst: 

Dieser  Ausdruck  liefert 


(^A*  =s  60  4_  V  -Mm-  m + mü  > 
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uod  da  ß  ifritfcheo  W^  und  190^  liegen  miiss,  so  darf  omui  i 
das  untere  Zeichen  der  Wursef  anwenden  und  erhilt  somit: 


ÄV  =  60— V^28eÖ+ 720  Ä ; 


läset  man  das  Glied  720 /Z  der  Wnrzel  fort,  «o  erhält  man, 
der  Subtrahend  verkleinert  wird,  ein  grSseres  ttesultat  als  n 
erhalten  sollte  und  kann  also  schreiben: 

(^)-<«.-v^=(^y. 

■ 

wonach  der  durch« die  Gleichung: 


(M='^-'^^ 


zu  berechnende  Werth  von  y  grOsser  als  ß  ist.     Die  Berechni 
dieses  Werthes  ist  folgende: 


10^2880  = 


demnach  i^t: 


3,4593925 

2)l,729fWÖ3 
911 

"55 
49 

~M 
32 


53,(Mi5Ö4  =  V^288ü 


y 

9P» 


48' 
34" 


i,()(h>378 
:  1,588250 

0,OI39ß3 

o;oooB5 

:0,000ia5 

aofMooo 


y  = 


V'B.3:M3rtv^a 


9 


lo^6,:W436=     0.8016986 

41 

0,801702t 

3)Ö,2«72:W2 

log  V3  =    0,2385607 

log  2=    0,3010300 

0.2047649 

7438 

'211 
190 

.210 


y=91«48'34">/3 


1, 1502378: 
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Durch  die  Reihe  fllr  x^,  nelche  in  deo  Auedruclc  übergeht: 

indet   man   ferner  einen  Werth  d,    welcher  zwischen  M^  und  ß 
liegt;  denn  es  ist:  J 

9 

Die  Aiit*rechnung  des  Werthee  d  ist  folgende: 


aleo 


*            2 

f 

log(->=:     0,7781513 

3)0.2593838 

• 

logv3-     0.2385607 

-Ot30IOMO 

« 

0.1969146 

1  ^573073  =  a 

8943 

«=1.573673 

2Ö2 

90»=  1^570796 

193 

O,d02K}7 

90 

«}'=:O.00M18 

83 

O,O0(BS9 

9 

S3''=:O,O00257 

d=<iO»9'53"</J 

Es  liegt  mithin  ß  swiechen  91'>  48^34''  und  90<>9'  5;^''. 

Um    den  Winltel  ß  (genauer  zu  betttiniineiiy  berechne  man  Xo 
für  deo  Winkel  910  48^ 

,      .  .«:^9I»48'  9l«==l,588iö0 

,.      .  48'=0,01396;l 

i, 602213 

3,204426 


ar  = 


V3 
Maw  berechne  ziieritt  den  Atindruck: 
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t  ■ 


ji.    ■  . 


—  .4  =  2e*  cos  91*>  48'  =  -  2e««in  1»  48' , 


log  ^= log  2-1-  log  sin  P48'  -h  ^'^^^ 


2loge  =  Ä,  log:r-|-log(loge)— Iog2=:log0, 


1 


Iog3,204426 = 0.505/467 

27 

8 

log  V3= 0,2385607 

logx=(p6718U5; 

Iog(loge)  =  log0,4342945=0,6377798- 1 

45 
log  2 =0,3010300 


0,6039438—1 
343 

1 

95 

86 

log2  =  0,3010300 

1 

logsin  1048'  =  04970784-  2 

log«  =  0,4017388 

01M8472 
374 

—0,1584:; 

•      98 
82 

160 
164 

, 

0.4017388=0 


•  •   •  ■  I 


Nunmehr  berechne  man  e~*  =  C,  dann  ist  logC=  — a;|ogr: 
man  setze  jrloges/),  so  hat  mao  log x -flog (log <).=  log /^ 


logx=:0.2671895 

log(loge)=0,6377843—  l 

0,9049738—  I 
9097 

41 
38 

30 
32 


1  -1 

-0.8034776      =logC 

0,1966224»  1 
078 

146 
138 

8Ö 
83 


«-'=:0.15722S3. 


äir  BtgTlffe  von  vo*x  und  *mT, 
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E«  Ist  mithin  x«  f^  den  Winicei  U10  48'  =— U,U012Uä9.  als*  ist 
91048'>/J. 

Ebenso  barechn«  man  X(,  Tür  9I<*47': 


«Jl« 
47' 


1,588250 
0,013672 
1,601922 
3,203844 


Iog3,203844s?  0,5066694 

54 
4 

logVa=0.238S607 

loga;=:  0,2671 106 
log  (log  •) = 0,6377843—  1 

log2=s  0.3010300 

0,6038649  - 1 
8586 


log2=:  0,3010300 
log  «in  1'47' = 0,4930398—2 
g»  0.4016668 

0,1967366—1 
336 

200 
194 


63 
64 

90 

86 


0.4016658= J? 


0.1569407 = 2e*co8  9l*>47' 


log«: 

log  (log«) 


0.2671106 

;  0.6377843 

0,9048949 
8940 


9 
5 

4Ö 

38 


«-«=0.15722768 


I         •*.• 


1  -1 

0.8033317 

0,1966683—1 
6495 


=i?iP. 


188 
166 

-2» 
221 


t 


.IfithlB  ist  To  flir   den  Winicel  91«  47' =0,0003361.  also    ist 
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Der  Wiuk«l  (}  Ut  mithin  auf  eine  Minute  feoaa  berechnet 
Melch  91047'. 

Auf  sehr  ähnliche  VVetae  findet  man  iiir  da»  ^Ef.'dee  Winkelt 
149041': 


26^co8  {xVl—W) =0,04996080 
e—  =0,04897000, 

mithin  Ut  Bxx  für  den  Winkel  149^41'= 0,0009806  und  auch  die- 
ser Winkel  Ist  auf  eine  Minute  derjenige,  flir  vrelcben  Xi  =0  wird. 

Man  kann  sich  nach  dem  Froheren  eine  Idee  fiber  den  allge* 
meinen  Gang  der  Funktionen  otq«  Xi  >  ac%  bilden,  ivenn  man  x  von 
—  00  bis  -\<xj  wachsen  Ifisst. 

Die  Funktion  Xq  ist  fdr  :r=— oo  positiv  od  vnd  nimoit  mit 
wachsendem  x  stets  ab,  bis  dieeelbe  für  den  Winkel  or=:jpV; 
von  91^47'  gleich  Null  wird  und  Ins  Negative  übergeht.  Bei  die- 
sem stetigen  Abnehmen  erreicht  sie  ßlr  ar=0  den  Werth  1;  sie 
Ist  mithin,  wie  auch  die  Reihe 

zeigt,   für  alle  negativen  Werthe    von  x   grOsser   als  1.    Aach 
daraus,  dass  für  j;=:0  die  beiden  ersten  DifferenzlalquotlentBi 
— x^  und   ^-Xi    gleich  Null    sind,*der  dritte   jedoch    —  j;^  dei 
negativen  Werth  — 1    hat,  sieht  man,  dass  der  Werth  1  für  j«» 
bei  :r  =  0  weder  ein  Maximum   noch  ein  Minimum  ist,  und  daü 
Xq  fär  wachsende  Werthe  von  x  im  Abnehmen  begrifen  ist    Fir 
positive  Werthe  von  x  nimmt  also  Xq  ab,  bis  es  hei  dem  vorge- 
nannten Werthe  von  x,  welcher  dem  Winkel  atr^xVl  von  WO^ 
entspricht.  Null  wird,  und  nahe  bei  arV*  =  a=2I0^  und  zwar  b^ 
einem  etwas  grosseren  Werthe  dieses  Winkels  sein  Minimum 
reicht.     Von  da  ab  beginnt  Xq  zu  wachsen  und  geht  bei  eil» 
Werthe  von  Xy  welcher  um  weniges  kleiner  ist  als  der,  welcb^^ 
dem  Winkel  a=270<>  entspricht,  durch  0  zum  Positiven  über.    D^^ 
Gang  von  x^  bleibt  nunmehr  für  grossere  positive  Werdie  vtf^^ 
X  periodisch  und  zwar  in  folgender  Wrise:     Bei  den  Werth^'* 

von  X,  welche  den  Winkeln  a=2iii^-f  o"f  c  entsprechen»  wo 


ein  kleiner  positiver  Winkel  ist  und  m  alle  ganzen  Zahlen,  4 
0  und  00  bedeutet,  und  wo  ferner  der  Winkel  e  mit  wacl 
m  Mbnimmt,  geht  Xq  vom  Positiven  zum  Negativen  durch  NoU 


äer  Befiilte  mm  omjt  und  •!■«•  3S8 

Bei  «ll»D  Werthea  Ton  x^  «reiche  den  Wiokeln 

«=(2m  +  l)«+|-« 

entsprecheii,  findet  flir  Xq  ein  Uebergaog  vom  Negativen  zum  Po- 
isitiveu  durch  0  statt. 

ßel  allen  Werthen  von  :r,  welche  den  Winkeln 

enfaipfechen»  hat  x^  ein  Maximum  und  diese  Maidma  wachsen 
mit  m,  indem  sie  Rlr  ein  unendlich  grosses  m  unendlich  gross 
w0ro€ni« 

Bei  allen  Werthen  von  x,  welche  den  Winkeln 

et  =  2m7s  4-  lö^  4-  € 

entspreeheo»  hat  Xq  ein  Minimum  und  diese  Minima  nehmen  mit 
wachsendem  m  ab,  indem  sie  f&r  ein  unendlich  grosses  m  unend- 
lich negativ  werden. 

Die  Funktion  Xi  ist  Cur  einen  negativen  unendlicheu  Werth  von 

X  negativ    unendlich   und  wächst,   da  ihr  Differentialquotient  x^ 

flIr  negative  Werthe  von  x  stets  positiv  ist,  flIr  derartige  Werl  he 

von  X  beständig,  bi«^  sie  bei  ^=0  den  Werth  Null  erreicht  und 

ms  Positive  flbergeht.     Wächst  x  von  0  an,  so  wächst  auch  a?|, 

Us  es  bei  dem  Winkel  «=91^47'  sein  Maximum  erreicht.    Von 

^  ab  nimmt  Xx  ab,  bis  es  für  das  x^  welches  a=  149^41'  ent- 

ipricht,  durch  Null  ins  Negative  flbei^eht.    Von  da  ab  nimmt  auch 

^  dnen  periodischen  Gan«;  an,  indem  es  für  die  den  folgenden 

Winkeln  von  a  entsprechenden   Werthe  von   x  folgende  Rigen- 

•chatten  hat. 


d  a=(2m-f  I)^-f  b^-f  ^  g^ht  x^  aus  dem  Negativen  durch 
NoUxiim  Positiven  fiber. 

Bei  «=:2iii9r-f  S^r — t  geht  Xi    aus  dem  Positiven  Ins  Nega- 
^t  fiber. 

-.-  a=^Sm9r-f  o -f  £  erlangt  es  seine   Maxiroa,  ^welche  mit 
*  wachsen  und  für  m  gleich  unendlich  positiv  unendlich  sind. 

it 
Bei  a=s(m-f  Ij^i^-I- o— <  erlangt  es  seine  Minima,  weiche  mit 

^Mksffedem  m  abnehmen  und  fjfr  m  gleich  unendlich  negativ  un- 
«AÄsiüd. 


824  BepsMeii:    Vertuch  einer  EnteUerun§ 

Bei  diesen'  Betrachtangen  ist  wiederum  £  ein  kleiner  positi- 
ver Winlcely  welcher  mit  wachsendem  m  abnimmt  m  geht  durck 
alle  ganzen  Zahlen  von  0  bis  oo. 

Die  Funktion  jt^  endlich  ist  fiir  :r= — oo  positiv  unendlich  ond 
nimmt  f&r  alle  negativen  Werthe  von  x^  da  ihr  Ditferentialquofleiit 
Xx  negativ  ist,  ab,   bis  sie  für  x  gleich  Null  den  Werth  Null  er- 
hält.    Bei  diesem  Werthe  geht  sie  jedoch»  da  ihr  erster  Dife- 
rentialquotient  Null  und  ihr  zweiter  gleich  -{-i  ist,  nicht  los  [Ne- 
gative über,  sondern  der  Werth  Null  ist  ein  Minimum  und  dii 
Funktion  x^  wftchst  bis  zu  ihrem  Maximum,  welches  fir  'd^  ^   i 
Werthe  von  a==  149^41^  entsprechende  x  eintritt.     Von-  noo  m 
geht  auch  x^  periodisch  fort  und  seine  besonderen  Werthe  M  * 
folgende : 

Bei  a:=i2m+\)it-\-lin'-B  geht  es  ans  dem  Negativen  iiw 
Positive  durch  Null  fiber. 

Bei  a=2m7E-f  UTE-t-e  geht  es  vom  Positiven  ins  Negative 
über* 

Bei  a=2m9r-f  S^r  —  €  hat  es  ein  Maximum  und  diese  Maxiaa 
wachsen  mit  m  und  sind  f&r  m=QO  positiv  unendlich. 

Bei  o  =:  (2m  -f-  l)n  -t-ln  +  $  hat  es  ein  Minimum  und  diete 
Minima  nehmen  mit  wachsendem  m  ab  und  sind  fiir  m=ao  ne- 
gativ unendlich. 

in  diesen  Formeln  ist  m  jede  positive  ganze  Zahl  mit  Eia- 
schluss  der  Null  und  e  ein  Winkel,  welcher  sich  mit  wachfeendett 
m  der  Null  nfihert. 

Wie  die  Funktionen  dritten  Grades,  so  lassen  auch  die  Faoh^ 
tionen  vierten  Grades  eine  geometrische  Deutung  zu. 

Man  hat  f&r  die  Funktionen  vierten  Grades: 

e'V4  +  e-'V4 
Xo  = 2 cosorVl, 

Xi  =s  ( — —^ sinarv;  + ^ cosxVi  JVl» 

j:»  = 2 smxVl, 

xg  =  I 2 sinarVi '■ —  2 ^^^^f /W.. 
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Uäd  dfese  Facktionen  lur  einen  spitzen  Winkel  o=a?V9  zu 
nfftruiren,  zeichne  man  den  Winkel  a  als  BAC  (Taf.  V.  Fig.  6.) 
id  nenne  seinen  Schenkel  ^A  e^j  was  geschehen  kann,  da  noch 
»ne  Einheit  gewählt  ist. 

Da  Bon  tß'  nir  a>0  grOsser  ist  als  er^,  so  giebt  es  In  der 
doie  Ab  einen   Punkt  Z>,  welcher  näher  an  B  als  an  A  liegte 

«  class  AD^= — ^ —  und  BD=z — 5 ist.  Denkt  man  die- 
len Punkt«  SU  dessen  AufGndung  man  jedoch  zunächst  die  Ein- 
beit  leichnen  mGsste,  construirt  und  zeichnet  sodann  die  heiden 
rerhtwinkligen  Dreiecke  ADE  und  ABF,  deren  Katheten  In  die 
Richtung  AC  fallen  oder  rechtwinklig  auf  AC  sind,  so  hat  mau 
umäehst 

jtq  =  — ^ —  cos  a  =  AE, 

Zieht  man  darauf  die  Linie  BC,  welche  tnit'AC  einen  Winkel 
roB  450  bildet  und  fallt  von  E  das  Loth  EG  auf  BC,  von  F  das 
Loth  FH  auf  EG  und  zieht  von  H  eine  Parallele  mit  ßF,  welche 
BCiu.J  trifft,  so  ist  E£l==j:i,  iiJ=::a^  und  JB=^x^. 

Wächst  der  Winkel  a  um  2n,  so  vergr^is^rt  sich  s«,  jedoch 
Udbt  das  Dreieck  ABC  dem  in  Taf.  V.  Fig.  6.  ähnlich;  ^nr 
kr  Punkt  />. nähert  sich,  da  e~~°  im   Verhältni«s   zu  e"  kleiner 

'  ^^  ff      ■  ■  I         ,         •      I 

'ml,  der  Mitte  von  AB.  Für  den  Winkel  "2inn+a,  wo  m  un- 
'»illich  genommen  wirc],  hat  endlich  D  die  Mitte  von  AB  erreicht* 

Ffir  alle  Winkel  a  zwischen  Null  und  ^tc  passt  die  angegebene 
^RStruction  der  Linien  Xq,  ja^,  ar^und  x^p  wenn  man  sich  durch 
tB  Linien  gelegt  denkt,  welche  AC  unter  45<>,  90^  und  135** 
dineiden,  und  die  Funktionen  nach  diesen  betreifenden  Linien 
i«8t.  Indem  man  sie  positiv  nimmt,  wenn  sie  in  diese  Linien, 
id  negativ,  wenn  sie  in  ihre  Verlängerungen  fallen. 

Cm  den  allgemeinen  Gang  der  Funktionen  vierten  Grades 
stzustellen,  betrachte  man  diet^elben  zunächst,  während  der  Win- 
'I  a^zxVi  von  Null  bis  2n  wächst.  Die  Funktion  x^  verschwin- 
it  rar  a=sgO»  und  fOr  a=270<>.  Die  Funktion  x^  verschwindet 
r  a=0,  a=180<>  und  a  =  360o.  Die  Funktion  Xi  verschwindet 
der  Nähe  der  Winkel  I35<>  und  315^  Bestimmt  man  diese 
'Inkel  näher,  so  findet  man  dieselben  auf  Minuten  genau  zu  I35<^3(H 

IKe  Funktion  x^  verschwindet  In  der  Nähe  des  Winkels  225^ 
^d  wenn  man  diesen  Winkel  näher  bestimmt,  so  erglebt  sich  fOr 
Mielbra  224059^ 


dStÜßeifsseil:    Verweh  einer  Erweit,  der  Begrlfe  v.  eosx  «mef  •ms. 
AusaerdeiD   verschwinden   noch    Si    und  s^  für  den  Winkd 

Fflr  x^,  welches  zunächst  ober  360^  in  der  Nähe  von  405*, 
ist  flar  diesen  Winkel  «-'  so  klein  im  Verhältniss  zu  e^^^dass  es 
auf  die  siebente  Stelle  dieser  GrOsse  nur  noch  durch  Scbilsuiif 
einen  Einfluss  hat. 

Da  die  Funktionen  vierten  Grades  so  susamnieiihängen»  dass 
die  eine  der  Diiferentialquotient  der  nächst  folgenden  ist,  ao  lässt 
sich  leicht  bestimmen,  wo  die  Maxima  und  Minima  deniellieii 
liegen,  während  der  Winkel  a  in  einem  der  vier  ersten  Qnadraa- 
ten  liegt. 

Ffir  Winkel  a,  welche  grOsser  sind  als  2^,  lassen  sich  fol- 
gen de  Gesetze  über  die  Funktionen  vierten  Grades  aufstellen. 

Die  Funktionen  Sq  ^^^  *^s  verschwinden  stets,  wenn  der  cosa 
oder  der  sin«  gleich  Null  sind. 

Die  Funktionen  Xi  und  or«  verschwinden,  wenn  tga=:  •—  1  oder 
=  1-1  ist.  Dieses  Gesetz  gilt  nicht  genau  und  zwar  verschwindet 
xi  bei  einem  etwas  grosseren,  x^  bei  einem  etwas  kleineren  als 
dem  angegebenen  Winkel»  jedoch  ist  der  Untershied  der  wkkB- 
eben  Winkel  von  dem  angegebenen  nicht  über  einige  Sekunden. 

Wiederum  lässt  sich  leicht,  vermöge  des  frfiher  entwickeitsii 
Gesetzes  der  Diiferentialrechnung,  fiir  die  Funktionen  Tieften  Gra- 
des die  Lage  der  Maxima  und  Minima  ftlr  dieselben  bestimnien. 

Uro  den  Gang  der  Funktionen  vierten  Grades  für  negative 
Werthe  von  x  kennen  zu  lernen,  ist  es  nur  nuthig  zu  bedenkeiw 
dass(-~.T)o=sdro«  (— ^)i  =  -«i*  (— ^)a=«»  und  (— ar)g=— ar,ist 


Srkiecki9r:    Vom  Srümmtm^skalbm^n^r,  327 


Vom    Krümmung»  -  Halbmesser. 

Von 

Herrn  Dr.  Schlechter 

am  Cini<H2it^rsu{^lich  BadiHchen  f^yiuiiBdiuiii  tu  Bruchcal« 


Es  sei  ABC  (l^af.  V.  Fig.  7.)  irgend*  eine  in  einer  Ebene 
liegende  beliebige  Carve;  nrenn  sich  nnn  eine  gerade  Linie  mn  so 
am  die  Cnrfe  bewegt,  dass  sie  stets  tangirend  ist,  ohne  eine  Be- 
vregaeg  naeh  mn  machend,  so  wird  jeder  Punict  p  der  geraden 
Linie  mn  eine  Icrnmme  Linie  tfPiU  beschreiben  von  folgender 
Eigeothamlichkeit : 

-Jeder  anendlich  kleine  Theil  pg  dieser  Linie  steht  in  jeder 
Li^e  auf  mn  senkrecht;  denn  dieses  kleine  Linieneiement  hat  In 
P9  dienelbe  Richtung,  wie  ein  unendlich  kleiner  Kreisbogen,  der 
v«ia  A  aas  besehrieben  worden  wäre,  nnd  dieser  wird  um  so  mehr 
nsit  der  KrAmroung  der  Curve  übereinstimmen,  je  kleiner  er  ge- 
nonmen  wird.  Mithin  ist  pm  and  gm  senkrecht  auf  dem  anend- 
lich kleinen  Linlenthell  f^g  and  jede  Tangente  der  Carve  ABC  ist 
auf  eineai  entsprechenden  Linientheile  senkrecht. 

Bekanntlich  wird  die  Curve  ABC  Evohite  und  pgpiU  EtoI- 
vünte  genannt. 

Vfh  haben  non  gesehen,  wie  die  Evolventen  aus  den  Evoluten 
«rxeugt  werden  nnd  es  wfire  jetst  unmittelbar  die  Aufgabe,  sa  sei- 
ften, wie  ans  den  Evolventen  die  Evoluten  gebildet  werden. 

Da  die  Tangenten  der  Evoluten  allemal  senkrecht  auf  den 
Evolveaten  stehen  ^  so  werden  alle  Durchschnitte  der  Normalea 
snr.  Evolventen  Punkte    der  Evoluten  sein.    Constrolrt   man  also 
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anendlich  viele  Normalen  zur  Evolventen,  eo  erhält  oian  in  Mteti 
£rer  Folge  die  Punkte  der  Evoluten. 


I 


Aus  dem  bisher  Gesagten  geht  noch  hervor,  dasa  weDo 
durch  zwei  aufeinanderfolgende  unendlich  nahe  liegende  Pnokte/ 
und  q  zwei  Normalen  pm  und  qx  zieht  der  Punkt  A  der  Dvrcft- 
schnitt  der  Normalen  als  Mittelpunkt  eines  unendlich  kleinen  Kraif- 
bogens  betrachtet  werden  kann,  der,  mit  dem  Radios  ^p=il^  be- 
schrieben, dieselbe  Krümmung  hat,  wie  ein  unendlich  kleiner  TM 
der  Evolventen.    Der  Kreisbogen  mit  dem  Ualbmess'er  Ap^A^ 
beschrieben  heisst  KrQmniungskreis   dieses   Bogens  (circalos  cv- 
vaturae);    der  Punkt  A  Krümmungsmittelpunkt   und    Ap  Krfi» 
mungsbalbmesser.    Zwei  Kreise  sind  überall  gleichgekrümmt  Vm 
zwei  beliebigen  Kreisen  ist  der  am  stärksten  gekrümmt,  der  d« 
^  kleinsten  Durchmesser  hat.    Je  grosser  der  Durchmesser  wird,  je 
mehr  nähert  sich  die  Kreislinie  einer   geraden  Linie.    Wird  der 
Radius  unendlich  gross,  so  wird  die  Krümmung  0  nnd  die  Kreit-' 
linie  eine  gerade  Linie. 

Bei  anderen  Curven  ändert  sich  die  Krümmung  von  Punkt  n 
Punkt  und  es  kann  um  so  mehr  jeder  unendlich  kleine  Theil  ab 
Kreisbogen  angesehen  werden.  —  Hieraus  folgt,  dasa  die  Krun- 
mungsbalbmesser  einer  Curve  in  ihren  verschiedenen  •Punktes  in 
umgekehrten  Verhaltnisse  mit  der  Grösse  der  diesßa  Pookten 
entsprechenden  Krümmungen  stehen. 

Denken  wir  uns  im  Räume  eine   beliebige  Curve  and  stellen 
uns  vor,  sie  sei  in  unendlich  kleine  Thei&e  geiheilt  wid  man  deflkt 
sich  nun  an  jeden  unendlich  kleinen  Theil  eine  Tangente  gezogesi 
so  entsteht  eine  Fläche,'   welche   zwei  gleiclie,  entgegeBslehendt 
und  dorch   die   krumme    Linie    selbst   getrennte  Netae  hat    Die 
krumme  Linie  selbst  kann  als  Rückkehrkante  be2ei9hnei:  werdaL 
Irgend  eine  tangirende  Ebene  an  diese  Fläche  geliegt  enthält  ofea- 
bar  zwei  sich  schneidende  Tangenten.    -Jede  dieser   swei  Til- 
gen ten  hat  aber  ein  Linienelement  mit  der  Corve  gemein  nnd  es 
liegt  »daher  zwischen  je  zwei  Punkten  ein  unendlich  kleiner  Linies- 
theil,  der  als  Kreisbogen  (Krümmungskreis)  aus  dem  Durchschmtt 
der  Tangenten  beschrieben  werden    kann.     Der  Durchschnitt  der 
Tangenten  ist  der  Krfimmuugsmittelpunkt  und  die  Entfernong  vos 
Krfimmungsmittelpunkt  bis  zur  Curve  eines  Linienelements  Int  der 
Krümmungshalbmesser. 

Bei  einer  ebenen  Curve  wird  jeder  Krflmnniogshälbaiesser 
v<om  zunächst  vorhergehenden  g<>schniltcn  und  die- Reih«  dtoser 
Mittelpunkte  iHt  die  Evolute. 
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B«i  den  doppelt- ,  zn^eifach  u.  s.  w.  gekrflniniten  Linien,  bei  Cur- 
veo  fÜ6i»,  die  im  Räume  lie^ren,  tieften  zwei  auf  einander  folgende 
KrflsimungBroittelpunkte  in  zwei  verschiedenen  tangirenden  Ebe- 
Nik  Die  Normalen  liegen  ebenfalls  in  verschiedenen  Ebenen,  schnei- 
dea  «ch  also  hier  nicht  i^genseitig ;  denn  wenn  diess  geschehen 
tollte  >  so  könnte  es  nur  im  Durchschnitt  zu-eier  auf  einander 
folgenden  tangirenden  Ebenen  geschehen ;  da  aber  dieser  Durch- 
seihst   Tangente   zur    Curve  ist,   so  ist  diess  unmöglich. 


Deroiufnlge  haben  alle  Curven  in  jedem  ihrer  Punkte  wirk- 
fidi  nur  eine  einzige  Krümmung  *),  nur  einen  Krifmnmngsmittelpunkt 
nd  Dor  ehien  Krflmmungshalbmesser. 

Eine  Kreislinie  kann  offenbar  auch  dadurch  erzeugt  werden, 
iidem  man  eine  Linie  als  Axe  (Pollinie)  annimmt  und  auf  dieser 
ivei  feste  Punkte;  durch  diese  zwei  Punkte  zwei  schneidende 
Uuen  fflhrt  und  alsdann  das  System  dieser  zwei  geraden  Linien  sich 
00  am  die  Axe  drehen  lässt,  dass  ihr  Durchschnitt  fest  bleibt,  so 
beochreibt  der  Durchschnittspunkt  beider  Linien  den  Umfang  eines 
Die  Pollinie  geht  durch  den  Mittelpunkt  der  Kreisfläche. 

'%aS  sei  irgend  eine  Curve  von  doppelter  Krümmung.    Denkt 

sidk  nun  im  Berfihrnngspunkte  a  irgend  einer  Tangente  eine 

■eokrechte  Ebene  gefQhrt  und  ebenso  auf  einer  sehr  nahe  liegen- 

deo  ß  eine  zweite,  so  schneiden  sich  beide  Ebenen  in  einer  geraden 

Linie,  welche  als  Axe  des  Kreises    betrachtet  werden  kann,  von 

welchem  der  unendlich    kleine    Bogen  aß  ein  Theil  ist,   so  dass, 

wenn  man  aus  a  und  ß  iSenkrechte  auf  die  Axe  errichtet,  sich  diese 

b  einem  Punkte  treffen  müssen,    und  dieses  ist  der  Mittelpunkt 

des  Kreises,  von    welchem  Bnt^en  tiß  ein   uueudlich  kleiner  Theil 

ist;  fiberhaupt  werden  alle  Punkte  der  geraden  Linie  als  Pole  des 

Bogen«  betrachtet  werden  kunneii.    Alle  Linien  von  der  Axe  nach 

wß  gezogen  sind  gleich  und  bilden   gleiche   Winkel  an  derselben. 

Will  man  daher  die  Krümmung  bestimmen,    so  muss    der  Krüm- 

mangshalbmesser  und  die  Lage    des  Krümniungsinittelpunktes  in 

der  Pollinie  im  Räume   bekannt    sein.     Wiederholt    man   dieses 

Ver&hreD,  so  erhält  man  die  ganze  Curve. 

Dia  erste  senkrechte  Ebene  wird  die  zweite,  die  zweite  die 
dritte  n.«.  w.  schneiden.  Verbindet  man  die  Durchschnitte  je  eines 
KrOmmungshalbmessers  mit  seiner  Pollinie,  so  bilden  die  Punkte 
■Mig  auf  einander  folgend  die  Evolute  der  Curve. 


^» 


•(-t^l  M.S.  abrigeiM  meino  Abhandlung  in  ThI.  \XX.  Nr.  XL.  Wie  der  Herr 
MAHSSr  die  Sache  veritanden  witten  will,  acheint  nicht  zweifelhafg  in 

G. 

Thtf  XXXI.  ^ 


SSü 
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Aus  diesem  ftAtt  hervor,  ilues  sicli  die  ebenen  krumn*)!  IJ> 
iii«n  von  denen  JnfipcUer  Krümitiutig  uur  dailnrcli  unterscheide^ 
daes  die  erstem  aJle  ihre  Krünmiuiigen  in  einer  I^bone  fai 
Hübrenddem  bei  Turven  im  Raum«  die  Ebenen  der  KrümmuBf 
unauniörlicb  wechs»lu.  Es  w  ird  also  uoter  „KniinniunHshalbineBMf^ 
bei  allen  Curven  ohne  Autmuhme  «teta  dasselbe  in  der  Tbat  !)«■ 
icichnet. 

Es  soll  nun  xunächsl  bewiesen  tverden,  dass  siuh  ilte  Krfln 
miingsbalbniesser  der  Kef;elschnitte  verhalteu,  wl« 
ille  Cuben  ihrer  Noriiiatlioie. 

Es  sei  o|3  (Tal".V.  Fig.S.)  irgend  eineCurve;  j-rf  ein  nneBÄefc 
kleines  Liiileneletnent ;  911t  und  ty  Tanjieiilen  na  den  Enilfinnktei 
desseltteti:  yta,  ä<i>  Normalen  zur  Curte;  also  f»  soiiLreckl  auf  lyi- 
ipJ  senkrecht  auf  Jo> ;  m  ist  dann  der  Krümm uni^smittf^lpunla; 
a>y=^iaderKrilmmang8halbineaNecundy^der  KrÜuimungsliteU.  f 
kann  also  mit  dem  R«dius  yia  Bogen  fä  aus  w  baeehridMa 
«rerden. 

i^x  sei  die  Abgcisoenltnie  Tür  recbtivinkligeCoordinatcn;  yB=:f  j 
yi  =  a.  0er  Bogen  zu  ^ytx^=a  und  xa  ^iiipx=i  Tür  dm  R*^ 
diu«  I.  Dann  ist  BAgen  a>=ii  — 6  ebenl'alls  fdr  den  tladiiul,  aitj 
es  verhält  sich 

p:l  =  o'-a — fi, 


Da  der  Bogen  a — b  offenbar  sehr  klein  ist,    sd  kann  aavb 
n  — 6^tg(n  — 6>  gesetxt  tverden:  dahct  audi 


^H-lg«i.tyA. 


iK(«-4)        «g«-i)r* 


'         Iga-tgi     ' 

E«  sali  nun  lanXchel  die  EllipM  und  die  )lyp«ifa«J  | 
ut  werden.    Die  Coordlnalen  für  y  aelen  x  and  g  tom  MiltBl|mnht 
t  genommen.    Die  halbe  griMse  und  LJelno  Aie  i»»l«it  mit  aosA 
'  -{«leltiiel,   an   ist 
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*    « 


las  obere  Zeichen  unter  dem  Wurzelzeichen  geh5rt  der  Ellipse 
md  dAB  autere  der  Hyperbel  an.  WSchst  nun  x  um  die  unend* 
Beb  kleine  GrStfse  h  und  die  entsprechende  Zunahme  von  y  ist 
gr»  ao   ergibt  sich: 

■od  wenn  man  die  höheren  Potenzen  von  g  ausser  Acht  lisst,  so 
folgt  hieraus: 

Ea  aei  ]fii=j^9  tassx,  emsar-f  A,  fiuf=?y-f  jT-    Zieht  man 
«■B  7^11  1f^»  «o  ist  )/=A  und  ^/=s^;   dann  ist  olenlMir 

tf«  =  A«  +  .^«.    tf=V"Ä«+p. 
Vir  ^  den  Werth  eingesetzt  gibt: 

V\^  ,  /^        g«A>~ 

V'dbA«a*(a«— Jr«)  +  /3»ar«A* 

AAr±3^^5+^ 

Es  iat  aber  auch    -^=:^  =  tg//^;  ferner  ist  ^^£ic=^/y^=a; 
•oodt  tga  =  ^-    Den  Werth  filr  g  eingesetzt  gibt: 

ß  -—x 

v/     A 
DeMgleichen  ist  ^ätp%^Z.yJf=^h.   also  ^s=-=:tg6,  folglich 
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I 

also 

A 


tga-tg6  =  |-- 

*aLVl:(««-a:«)    V±(a*-(»+A)^J' 

nnd  in  bequemerer  Form: 

ß  ««At 

*«— *«*=*«'(««-:r«)Vl:«^-:r*)*  • 

Setzt  man  nun  die  Werthe  von  er,  tga  und  tg6  io  die  Glei- 
chuDg  ffir  p,  80  ergiebt  sieh 

'" ,^  «'* 

Nach   geburiger  Redaction   und   weil   A  gegen  x  als  iinendliek 
kleine  GrSsse  verschwindet,  so  ist 

^=  ^g 

Nach  der  Lehre  der  Kegelschnittlinien  ist 

also  aach 

Da  wir    aber   beweisen    wollen,  dass  sich  zwei  KrÜnraiangt« 
halbmesser  Terbalten  wie  die  Guben  ihrer  Normalen,    so  sei  Ar 
einen  andern  Punkt  der  Curve  q^  Qi\  R»  ^i.und  r,  r^.    Hieraus    { 
folgt  die  Proportion: 


somit 

«:fts=VTft^:VÖ^JT?- 


i 
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Man  hat  aber  für  die  Normallioie  (N)  die  Formel 


alao 


•omit  auch 


snd  folglich 


also 


somit  auch 


f  =VB?. 


"yjyggs 
^—    a/3    •"    |5* 


^:^=iV»:iVi». 


Um  z^  zeigen,  dass    dieser    Satz  auch  filr  die  Parabel   gilt, 
saefaeowir  deo  Werth  des  KrOmmungshalbmessers  filr  diese  Cur?e. 
Die  Coordinateo  seieo  vom  Scheitel  genommen.    Die-  Werthe  fflr 
\    swei  sich  unendlich  nahe  liegende  Punkte  der  Curve  für  die  Coor- 
dinaten  seieo  x^  y  und  x-\-h  und  y-f-^* 

Nennen  wir  den  Parameter  p,  so  ist 

y^yTpx   und  ^  +  5^=  Vp(a;+*), 
«Hier 

«nd  somit  auch 

g^y/  px  +ph  —  STpx. 
Fflhrt  man  die  Wurzelausziehung  für  Wpx+ph  aus,  so  folgt 

fblglicb 

—     P^        Ayy 
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demnach  ist 


c 
Da 


▼       "^  Apx  If  4a?  If      4ar 


•o  bt  auch 


Sofort 


M^iV^- 


*.-.^=,^-iV^=»aL(^-    ») 


_  ^ 


4   '  x^T^^' 

Mithia 


9  — 


»V^OtiVfiVifr) 


Nach  gehSriger  Redoction  und  wenn  man  h  als  unendlich  kleiM 
Grosse  gegen  x  verschwinden  iSssf,  so  erhSIt  man 

^  2V^p 

Nun  ist  die  Normale  der  Parabel 

also 

somit  auch  für  einen  andern  Krümmungshalbmesser 

«1-   p%- 

Also 

Bei  einer  andern  Gelegenheit  mehr. 


■  •■1 
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LTabellarische  Berechnung  der  reducirten  binären  kobi- 
flehen  Formen  and  Rlassification  derselfien  für  alle 
mccesuTen  negativen  Determinanten  ( — D)  von  D=Z 

bis  D  =  2000. 

(Fortietzung  der  AbhaodioDg:   ,, Versuch  einer  Theorie  der  homo- 
genen Fanktionen  des  dritten  Grades  mit  zwei  Variabein/* 

Archiv.  Thl.  XVII.  Nr.  I.) 

Vom 
Herrn  Dr.  F.  Arndts 

PriTStdloMnten  an  der  Univertität  so   Uerliu. 


Eine  binäre  kubische  Form  f=^(a,  b,  c,  d)  von  negativer 
Determinante  ( — D)  soll  fortan  reducirt  genannt  werden,  iveiin 
ihre  Charakteristik 

9  =  (^,  Ä,  C)  =  (2(M-ac),  bc-ad,  1{ce--bd)) 

raie  redueirte  quadratische  Form  ist,  d.  h.  wenn  (bios  in  Rflck- 
•icht  auf  die  numerischen  Werthe)  B  nicht  >  M,  C  nicht  <^ 
ist  Han  hat  gesehen,  dass  jede  binäre  Inibische  Form  in  eine 
mit  ihr  eigentlich  aequivalente  redueirte  Form  verwandelt  wer- 
den kann. 


A  der  Reduction  einer  kubischen  Form  von  positiver  De- 
temÜBaote  kann  die  Reduction  der  Charakteristik  ebenfalls  die 
Norm  abgeben,  und  wir  hal>en  aus  diesem CrdRchtspnnkte  bereits 
den  Smtz  erwiesen,  dass  für  jede  beliebige  Determinante  die  ent- 
npiechenden  kubischen^  Formen  in  eine  endliche  Menge  von^las- 
wrfUlen.    Die  Anzahl  der  reducirten  Formen  ist  bei  pösiti- 
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Ter  DeterminaDte  unendlich  gross,  aber  es  existiren  allgemeii 
Formeln  in  begrenzter  Anzahl ,  in  welchen  sie  alle  enthalten  sii 
oder  eine  begrenzte  Menge  von  Systemen ,  so  dass  jegliche  Fomj 
in  jedem  derselben  zur  Berechnung  aller  übrigen  Formen 
Grundform  zu  Grunde  gelegt  werden  kann.  Die  Wahl  der  Kia»] 
senrepräsentanten  wurde  von  der  Ermittelung  der  jedesroaligitj 
einfachsten  Grundform  abhSngen.  Indem  ich  aber  diese  Ci 
tersuchung  noch  nicht  habe  zu  Ende  führen  können,  abgeschreckt^ 
zugleich  durch  den  grossen  Aufwand  von  Rechnung,  und  zu  der| 
Ueberzeugung  gelangte,  dass  bei  positiver  Determinante  noch  eiae 
Reduction  der  kubischen  Formen  anderer  Art,  welche  ihreKbssi- 
fication  bedeutend  erleichtern  muss,  existiren  mr»ge,  so  beschriaks 
ich  mich  einstweilen  auf  die  Formen  von  negativer  Detennioantfl^ 
Dieser  Fall  i8t  tladurch  ausgezeichnet,  dass  die  Coeffieienteo  der 
reducirten  Foimen  in  bestimmte  endliche  Grenzen  eingesehlos* 
sen  sind. 

Diese  Grenzen  sind  einer  zweifachen  Bestimmung  (Xhig,  de- 
ren eine  blos  von  der  Determinante,  die  andere  von  der  Charak- 
teristik der  Form  abhängig  ist.  Die  letztere  giebt  bedeutend 
engere  Grenzen,  und  wird  bei  der  Berechnung  der  Tabelle  mass- 
gebend sein.  Die  von  D  abhängigen  Grenzen  ergeben  sieb  aus 
folgenden,    leicht  zu  entwickelnden  Formen: 

[2  J  (a«rf + 263 — 3aftr)2  +  a^D = 4(66  -  ac)* 

oder    (6^-iiÄ)2  +  «2/>=i^», 

[3J  (c^a + 2c» — 36crf)«  +  fPZ>  =  4(cc  -  6rf)«      , 

oder   (cC- rfÄ)*  +  //«/>  =  iC'», 

[4]  {cA  ^  bB)^  +  h^D  =  \AH1, 

[5|  (6C—  cBy^  +  c«/>  =  iAC^. 

Nach  [2]  ist 
•  a^D^lA^,    fernen  A^ViD, 

da  (A,  B,  C)  ein^reducirte  Form  ist,  folglich 

=//  16l> 


«*/>*"^Ui)»W»    oder    «^^"If 


i 
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Nach  [4]  ist  b'^D'ZlA^C,  aber i^C bekanntlich  ^JA  folglich 


kitbio 


, 


b*iP~tA*n^~i.\D^, 


Ans  a*D~Z\A*.    tPD     \C*  folgt  durch  Multi|tlication 
(ad)«/>»^i/l»C'^i(J)»Z)»,    also  ad'^^  ~. 


=s  aIKD 


.  Aaf  äholiche  Art  findet  man  mittelst  [4]  und  [5]  bc  ^  \  -sf 
(blos  io  Rflcksicht  auf  die  numeriscbeu  Werthe). 


ie  Ausdrflcke 


[«1  »<Vl7-'     *<V"2f' 


=  ./16/)  =4/16/> 

■ 

xeigeo,  das«  a,  6,  c»  d  In  bestimmte«  endliche  Grenzen  einge- 
nchlossen  «ind.  Die  hier  filr  die  Produkte  ad^  bc  aufgeiteltten 
Grenseo  sind  fibrigena  doppelt  so  klein  als  die  neuerdings  von 
Heroiite  angegebenen,  welcher  findet: 

arf<(S)V/>,    6c<«)Vä 

(Sar  riotroductlon  des  variables  cootinaes  dana  lä 
th^orie  des  nombres  in  Crelle's  Journal  ThL  41.  p.  215.) 

Diese  Principien  würden  uns  schon  in  Stand  setzen»  die  re- 
ducirten  kabischen  Formen  filr  jede  gegebene  negative  Determi- 
nante in  berechnen.  Ich  werde  diese  erste  Methode  an  dem 
Beispiel  />x=180  erläutern. 

Zuerst  stellt  man  alle  reducirten  quadratischen  Formen  fiir 
Hss  180  auf,  so  dass  die  Süssem  Glieder  positiv  und  gerade  sind, 
dae  Mittelglied  positiv  ist  (oder  null).  Mau  hat  ISO +  iP=zAC, 
falgBch  sind  fiir  B  nur  gerade  Werthe  zu  nehmen;  und  da  be- 
kaBDtlieli 


SS8  Arnäi:  TmbeU.  Berwkn.  der  reäue.  Hnär.  kmUieä. 


«o  ist  B^0,2,  i,Q;    i4C=180,  184,  196,  216  resp.     FOr 
sind  die  geraden  Theiler  von  AC  zn  nehmen,   so  dass  ingM 
C  nicht  <^  wird.  Auf  diese  Weise'findet  mau  als  redudrte  Foraei 

(2,  0,  90);   (4,  2,  46);    (6.  0,  30);   (10,  0,  18);    (12,  6,  18); 

(14,  4,  14). 

JNuD  sLod  sa  jeder  dieser  Formen  als  Charakteristik  die  eot^ 
chenden  kubischen  Formen  zu  entwickeln. 

Was  Eoerst  diejenigen,  weiche  das  Mittelglied  Nait  balM 
betrifft,  (A,  0,  Q,  so  sei  ji*  das  grSsste  gemeinschafffiehe  Maai 
won^A,  Cf  p  und  q  die  möglieben  Werthe  der  GleiehoDg 

und  die  gesuchten  kubischen  Formen. werden  sein: 

/A         A  C  C  \ 

(M.s.  Versuch  einer  Theorie  etc.  Art.  26.).   Wendet  man  diese  allgi 
meine  Theorie  auf  die  obigen  Fälle  an,  so  bat  man: 

9<H-45p«=l,    /i  =  0,    9  =  1  fOr  die  Form  (2,  0,  90); 
V^-f  Sp<=3  »r  (6,  0,  30);    S^^-f  ^-l  ^^  (10,  0«  18). 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  gestatten  keine  Lösung,  sa  (2t0f  §9 
aber  gehört  die  Form  (0,  l,  0,  —45). 

Die  übrigen  Formen  anlangend ,  kann  man  sich  zwar  der  te 
Art  22.  entwickelten  Methode  bedienen,  doch  wird  naa  am  Bi- 
facbsten  auf  folgende  Weise  verfahren. 

In  Bezug  auf  die  Form  (4,  2,  46)  ist 

^  =  y»  =  32 
"    <    D    <  18Ö' 

daher  kann  a  nur  =0  sein,  und  da  bh  —  ac  =  2,  be  —  üdpX 
cc  — 5<f=3  23,  so  kommt  66=::  2,  was  unmöglich*  Jede  CiianM|[ 
ristik  (4,  fi,  C)  Oberhaupt  kann  vernaphlässigt  werdep,  mm^ 

/>>32;rst  ■-.''■  ,7; 

Betrachten  wir  die  Form  (14,  4,  14),   so  ist  |<t*^> 
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^  =  1372=^  28 
"    <i8Ö'<  ^46' 

Mgüch  a=:0,  1,  2»  wo  aber  der  Werth  a=:0  sogleich  wegftllt, 
dm  M-— ae=:7  sein  soll.    Da  ferner 

ft*=?5^  =  i061. 

SO  kann  6  nur  0,  itl,  db^»  ±3  sein«  wo  aber  wegen  cc—bd=-7 
der  Werth  6  =  0  wegf&llt.  Es  bleibt  also  a  =  l,  b^±l,  ±% 
±3,  md  a=:2,  6=dh1f  ±3-  (Der  gerade  Werth  von  b  ftllt  weg 
w^^n  66  —  ae^=^  7.)  Die  Wertbe  c  und  d  ergeben  sich  aus 
66^-ae=:7t  6c — adzziiy  cc — bd^=7.  Man  findet  nun  keine 
Werthe,  welche  diesen  Gleichungen  genügen. 

Endlich  ist  die  Form  (12,  6,  18)  zu  betrachten.    Hier  ist 

««^^  =  1,2;    6*  =  106I  =  0,i:l,  ±2,  ±3; 

also 

a=l,  6=0,  ±1,  ±2,  ±3  und   «=2,  6=0,  ±2. 

Man  findetJiur  a,  6,  c,  d=2,  0,  —3,  —3  und  =2,  2,  -1,  -4 
soilssig. 

Demnach  sind  die   reducirten  Formen  flir  die  Determinante 
—  180  folgende: 

(0,  1,  0,  -45);    (2,  0,  -3,  -3);    (2,  2,  -1,  -4), 

wobei  Indess  sü  beachten,  dass  mit  jeder  dieser  Formen  (a,  6,  e,  d) 
Boch  drei  andere,  durch  blosse  Veränderung  der  Vorseicheii  ro-> 
saklreBde,  nlinlich 

(a,  —6,  c,  — d);   (— a,  6,  — c,  d);   (— a,  —6,  — c,  — rf) 

n  voiMiideo  sind. 

Nach  dieser  Methode  hatte  ich  die  Berechnung  der  reducir- 
ten Formen  bereits  durchgeführt  ?on  I>=3  bis  I>=200,  als  diese 
Bochnmig  mich  eine  andere  Methode  entdecken  liess,  nach  wel- 
dwr  die  Bestimmung  der  Reducirten  mit  ausserordentlicher  Leich- 
§^mtt  bis  auf  sehr  hohe  Determinanten  fortgeführt  werden  kanii. 
flb  Ibersdiroittt  sogar  alle  Schranken,  wenn  sich  mehrere  Kräfte 
fUnliien»  und  ich  hätte  der  Tabelle  noch  eine  viel  grSssere  Aas* 
^sknng  geben  kOnnen,  wenn  meine  Amtsgeschäfte  und  ander- 
tfieoretische  Untersuchungen  Aber  die  kubischen  Formen 

dio  dasn  n5thige  Müsse  gestatteten.    Diese  Methode  werde 

wm  entwickeln. 
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Wir    betrachten    den  Complex  der    reducirten  qaadratisciiM| 
Formen  (2il,  i?»  2tf),    indem  il  einen  constanten  Werth  bebdl 

£=.0,  1,  2»  3, ....  Ü  sein  kann,  tf^Ü  sein  muss.    Da  ^LTZUP 
ist,   80  haben  a  und  D  beeftimmte,   von  Ü  abhängige  GreoM^ 

folglich  hat  auch  tf  =    •   .^ —  eine  Grenze«  und  man  sieht«  da« 

jedem  bestimmten  ü  eine  endliche  Menge  von  Wertben  der  Griii»! 
sen  a,  b,  c,  d,  By  (i,  D  entsprechen  muss.    Es  wird  die  Grtaf  |il 
ü  also  bei  der  tabellarischen  Berechnung  massgebend  sein.    F» 
ner  hat  die  Determinante   D  auch    eine  untere  Grenae.    Dsivir 
Ds^iM—BB  erlangt  den  möglichst  kleinsten  Werth  f&r  g— jPrritf 

dies  Minimum  ist  also  SU*«  und  da  DT^BOSS  ffir  il^a6fr{rd«8» 

wird  man«  um  die  Tabelle  bis  />=2000  zu  berechnen«   bei  dem 
Werthe  il=25  abbrechen  dürfen. 

Es  ist  nun 


Ferner  ist 


folglich 


a«;^^',    />^3iP.    folglich    a«~iJ«. 


bW;^iA^.C':^lA.tD'^lAD, 


b^'^lA,   oder    i^TjÜ. 


Wenn  6  positiv  ist«  so  iSsst  sich  keine  engere  Grenze  debee» 
wie  der  Caicul  lehrt;  dagegen  kann  die  Grenze  verengert  werdee» 
wenn  b  negativ  ist.    Mau  hat  nämlich 

(2&J— a»)«  +  aa/>  =  4il»«    />^3IP« 
folglich 

(2iil — aB)^  4-  3ii«il*  ^  «». 

Betrachten  wir  B  als  positiv«  wie  es  hier  hinreichend  ist,  so  e^ 
langt  offenbar  b  den  grSsstmögllchsten  negativen  Werdi  für  Bss^ 
(auch  a  soll  positiv  sein);   dies  giebt 

4Ä«il«  +  3a«iP^4iia  oder   6»=il— fa« 
Vermittelst  der  Grenzen 
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« 

[7]  fl«^!Ä,    6«^il  — Ja«  (för  uegative  6) 

TJÜ  (für  positive  b) 

bestimme  man  in  Bezog  auf  den  gegebenen  Wertb  von  ü  die  ver- 
sdiiedeDen  Werthe  von  0,6,  und  scblie^se  diejenigen  aus,   Itir 

«reiche  c=:*(M-r-il)  keine  ganze  Zahl  wird*).    Nachdem  a»  6,  c 

«.  eaf  dieee  Weise  bestimmt  worden  sind,  stelle  man  engere  Gren- 
len  f&r  B  fest.  Von  welcher  Gnlsse  man  schon  weiss,  dass  sie 
nriechen  0  und  Ü  incl.  liegen  niuss. 

Es  ist  d=—(bc-'B)f  ferner  muss  cc— -M=-(6i?— cil)7'Ä 
•ein,    daraas  folgt  bBZ^{a  +  c)£l.    Man  erhält  demnach  leicht 

[8]  Ä^~-il  (für  negative  b) 

r^— V— il   (fÖT  positive  b). 

Da  aber  B  nur  die  Werthe  0,  1>  2,  3,  ....Ü  annehmen  kann,  so 
wird  man  hiernach  bei  negativen  b  den  Fall  a-fc>0,  bei  posi- 
tiven   b  den  Fall  a  -t-  c^b  sofort  ausschliesseu.    Für  den  Fall 

6  =  0  giebt  die  Bedingung  cc — bW^M^  ecZ^£l  oder  ü^a';  un- 
ter Voraussetzung  dieser  Bedingung  darf  B  jeden  Werth  der 
Reihe  0,  1«  2«  3, ....  Ü  annehmen. 

Zwischen  den  angegebenen  Grenzen  von  B  suche  man  den 

kleinsten  Werth  von  B(B^),  für  welchen  f/= eine  ganze 

Xahl  wird;  die  successiven  Werthe  von  B  werden  die  arithme« 
tische  Progression  B^,BO+a,  B9  +  2a,....  bilden,  ihnen  ent- 
sprechen resp.  die  Werthe  rfo=-^""    ^  d^-1,  d9-2,  dP-S, 


Dem  Werthe  d9  entspricht  ferner  der  Werth  £^=:ec— 6<2^,  und 

die  successiven  Werthe  von  £  sind  HP,  £"^+6,  a^+2b,  t^-^U 

wie  leicht  erhellt.     Da  endlich  D  =  iÜÜ  —  BB,  so  ist 


*)  Des  Fall  a^O  werden  wir  weiterhin  betrachteü* 
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t 

der  aoßnglicbe  Werth  too  D.  Folgt  />'  aninittelbar  aaf  D,  i 
hat  man 

iy-I>  =  4jÄ(tf'  — tf)  — o*-2iiÄ  =  ^Ä-«*-'2«Ä; 

folglicb : 

D'  ^D  =  46il— aa - 2iiÄ, 

/>*'—  /)'=46il-3aa— 2iiB, 

Z)^— Z)*  =  46il— öaa-2flB. 

u.    a.    w. 

Da  diese  Werthe  eine  ProgreasioD  mit  der  constanteii  DilerflV 
—  2aa  bilden,  ao  bilden  die  aacceaaiven  Wertbe  von  D  eine  arifr 
metiache  Reibe  der  zweiten  Ordnung,  und  sind  biernaeb  lakM 
SU  berechnen. 

Naeb  dieaen  Prineipien  ist  die  zweite  Tabelle  berecboet  Ii 
der  letzten  Verticalcolomne,  welche  nach  den  die  Werthe  voa  h 
reprfisentirenden  Indices  0,  1,  2,  3,  .«..il  abgetbeilt  ist«  fiadd 
man  die  sänimtlichen  Werthe  von  D,  welche  den  jedesmaligei 
Werthen  von  B  entsprechen  IcOnnen.  Der  erste  Wertb  voaD 
(Do)  linker  Hand  marklrt  den  entsprechenden  Werth   B^^  aid 

wenn  man  f  =  — (B — B^  macht,   so  findet  man  in  der  viertes 

it 

und   fünften  Verticalcolumne  die  jedesmaligen  Wertbe  von  d»  C 

Wo  die  Breite  des  Papiers  nicht  ausreichend  war,    sind  die  des 

Wertben  B  =  10,  II,  12,  etc.  entsprechenden  Werthe  von  Di* 

die  folgende  Horizontalreibe  unter  den  Wertben  BsO,  1 ,  2,  el& 

resp.  eingetragen*). 

Wir  haben  noch  den  Werth  a  =  0  zu  betrachten.    Da  i  p^ 

sitiv  genommen  werden  darf,  so  hat  man  6=Vil;'c=T7j»  ib*"* 

ganz  sein,  also  B=0,  VÜ.  2Vil VilVil=il,  und  c=0»L 

2,  3, ••••  Vü  resp.  Man  findet  diese  c  in  der  ersten  Vertical* 
columne  der  ersten  Tabelle.    Bezeichnet  man  den  kleinsten  Werft 

von  C ,  welcher  nicht  <  ü  und  —^  (cc  —  (f)  zu  einer  ganzen  t^ 
madit,  mit  (P,  so  ist  offenbar 


*)  Wir  hoffeo,   data  auch  im  Druck  Alles  in  den  Tabeflen  da^ 
Midi  §elb$t  versl&odUch  «ein  wird.  CL 
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ro  t  eiae  posHive  ganxe  Zahl.  Die  vierte  Colonme  iat  nach 
len  sacceesWeD  Werthen  €=0»  !•  2,  3,....  abgetheilt  nnd  ent« 
bUt  die  entsprechenden  Werthe  der  Deterniinante.  Dieselben 
bilden  in  jeder  Horizontalreihe  eine  gewöhnliche  Progression  mit 
der  Dilerens  4ilVil,  da 

/>  =  411«  —  fiÄ  =  4il(tf«  +  €Vil)  —  ÄÄ  =  /)«  +  ieJ^VA 

ist 


Sind  diese  Tabellen  berechnet»  so  schreibt  man  die  succes- 
iWen  Werthe  von  D  ^  3  und  =.  0  (mod.  4)  auf  von  Z)  =  3  bis 
D= 2000s  nnd  trSgt  die  aus  den  Tabellen  gezogenen  Werthe  der 
hm  f=(a,  6t  e,  d)  und  ihrer  Charakteristik  q>=:(2M,  B,  2tf) 

t  o  der  gehiirlgen  Stelle  ein.     Mit  jeder   gefundenen  reducirten 

^  Itra  f=z(a,  t,  c,  d)  sind  drei  andere  zu  verbinden ,  n&mlieb 
die  briden  Entgegengesetzi^n  (a,  —  6>  c,  d);   ( — a,  6,  — e,  d) 

(    nd  die  contrSre  Form  ( — m,  —6,  —e»  —  d),  wie  wir  schon  oben 

\    kemerkt  hal)en. 

I  Dies  ist  der  erste  Theil  der  Arbeit.  Der  zweite  bezieht  sich 
Mf  die  Klassification  der  reducirten  kubischen  Formen.  Die 
al^emdnen  Principien,  nach  welchen  diese  vollstreckt  wird,  sind 
hder  Abhandlung  >»  Versuch  einer  Theorie  der  homogenen  Funk- 

^  teto  des  dritten  Grades  mit  zwei  Variabein''  aus  einander  geisetst 
IW  Uebersicht  wegen  stehen  hier  die  Resultate. 


I 


t  Betrachten  wir  zuerst  die  Formen  /=  (a,  6»  e,  d)  von  der- 
nHmi  Charakteristik  ip-={A,  B,  C).  Wenn  B  nicht  verschwin- 
det, so  sind  alle  Formen  dieser  Art  in  der  Tabelle  bereits  ent- 
klten.  Wenn  aber  B=:0  ist,  so  bat  man  mit  jeder  Form  der 
Tabelle  die  Entgegengesetzte  (a,  — 6,  c,  — d),  oder  auch  (— a,  b, 
— e»  d)  zu  verbinden.  Die  in  der  Tabelle  aufgestellten  Formen 
liid  DiBi  weder  identisch»  noch  contrfir,  daher  machen  sie  in  den 

Allen  -7  »3  *)  immer  verschiedene  Klassen  (Art  14).    Fflr  den 

■,      AD 

.   Fall  ^=4,  d.  i.  D=nfl,  ist  die  Bedingung  Hr  die  Identität  der 

Oaaien: 

f^(a,b,e,d), 

-     ^  .  *i*-cfi      .  cA-^bB     .  dA—cB      ,  dB^eC 


*)  fl  ist  daa  grötste  geoL  iMaati  von  X,  10,  €• 
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Z.B.  bei  />=:676  inden  sich  in  der  Tabelle  zur  CbarakterMik 
(26,  0,  26)  die  reducirten  Formen 

(2,  -3,  -2,  3);    (3,  2,  -3,  -2), 

mit  denen  also  die  entgegengesetzten 

(2,3,-2,-3);    (3,-2,-3,2) 

zn  Terbinden  sind.  Man  findet  die  beiden  ersten  Formen  in  die- 
selbe Klasse  geborend,  mitbin  auch  die  beiden  letzten«  wihread 
die  Formen  (2,  —3,  —2,  3),  (2,  3,  —2,  —3)  in  Terschiedeoe 
Klassen  geboren. 

.  Smd  die  Gbarakteristiken  vreder  identisch,  noch  en^gejcenge- 
setzt,  so  können  die  kubischen  Formen  nicht  derselben  Klasse 
angehören.  Die  Identität  der  Klassen  erfordert  ferner,  dass  die 
Charakteristik  q>=i(A,B,  C)  entweder  eine  Aneepsform  ist 
oder  gleiche  äussere  Glieder  hat. 

Im  ersten  Falle  ist  ß=±lA.    Im  Art.  39.  wurde  die  Bedin- 
gang  D=^nfl  berücksichtigt     Ich  werde  aber  zeigen,  dass  d» 
ser  Fall  hier  gar  nicht  vorkommen  kann.    Setzt  man 

A=mA'.    2B  =  mB',    C  —  mC, 

so  ist  . 

4/>s:m«(42l'C'-Ä'»), 

folglich  wegen   D=zm^: 


A'c-(^y=u 


nnn  ist  aber   B'  =  i:A' ,   folglich 

Y(2c'--y>  =  '*   T=*'  ^'=^'  ^'  =  *'  ^=^'"'  ^='"'  ^^l"- 

q>  =  (2m,   +»1,  f/i). 

Diese  Form  ist  aber  keinä  Reducta ,   da  C  <  2I  ist. 

Ebenso  kann  der  Fall  Dz=zm^  nicht  vorkommen,  wenn  die 
Charakteristik  q>=^(A,  B,  A)  ist.  Denn  setzt  man  A^zmAf, 
2B=mB',  so  kommt,  wegen  D^m^:  4+B^=i4A'^;  nun  ist  äbef 

2B'^A,  also  B'^^A',  4J'«^4+i4^  ^'«=j/^=l, 

folglich 

fi'=0,    qp=s(fn.0,  m), 
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■reicher  Fall  Achon  ausgeschlossen  i^t.    Es  sind  also  (Art.  30;  die 
Bedinf^uugeo  für  die  Identität  der  Klassen  : 

>  BM  r    uenn  die  Charakteristik  anceps  ist, 

, ,    i     wenn  die  Charakteritstik  i'leiche  äussere  Glieder  hat. 

Z.  B.  Z>=147,  g)  =  (l4,  7,  14) 
(1,-2,— 3,-1);  (1,3,2,-1);  (2,-1.  -3,-2):  (2,3,  1,-L>); 


U.      '2.  -3,      1);  (1,-3,2,1);  (2,      1,-3,     2);  (2,-3,1,2); 

(3,1,-2,-3);   (3,2,-1,-3). 


(3,-1,  -2,3);   (3,-2,  -1,3). 
UasseD:  (1,  ±2,-3,  ±1);  (2,  ±1,  -3,  ±2);  (3,  ±  1,  -2,  T3). 

Man  bemerke  im  Allgemeinen :  Filr  jedes  Z)  ^  0  (mod.  4)  findet 
mao  in  der  Tabelle  der  reducirten  Formen  stets  die  Form 
(0,  ],  0,  —  i/>)  mit  der  Charakteristik  (2,  0,  iD);  sie  macht  mit 
ihrer  Entgegengesetzten  stets   eine  Klasse.     Ebenso  findet  sieb 

/O.  I.  l.  -^^\ 
bei  jedem   />^ 3  (mod.  4)  die  Form    I  />4.1  )  >  <lic 

\      2,  1,  —2~       / 

mit  ihrer  Entgegengesetzten  ebenfalls  nur  eine  Klasse  ausmacht. 

Es  wSro  hinreichend  go\Tosen,  bei  jeder  Determinante  nur  die 
primitiven  Klassen  zu  berechnen,  indem  die  derivirten  Klassen 
sieb  aus  den  primitiven  fiir  kleinere  Determinanten  durch  Alulti- 
plication  mit  einem  Factor  ergeben  ;  doch  sind  die  derivirten  Klassen 
mit  aofgestellt,  da  sie  sich  von  selbst  ergeben. 

Eine  Form  /*=  aa:' +  3Äar*^  +  3ca:^^  +  «/y ^  =:  (// ,  ä,  r;,  d)  heisst 
■Imlich  primitiv,  wenn  a,  6,  c,  d  relative  Primzahlen  sind, 
dagegen  derivirt,  wenn  diese  Zahlen  ein  grüsstes  gem.  Maass  \k 
haben;   die  primitive  Form,  au^  der  sie  abgeleitet,  wird  sein: 

f*'     f*'     ^'     fi/"" 

BeMichnet  man  die  Determinante  dieser  letztern  Form   mit  Dq, 
so  ist 

TAcil  XXXI.  ^2:^ 
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Z>  =:  —  a«rf«  +  3««c« — iac^ — 4db*  +  Qabcd , 

+<:-)C-)G)CJ 

folglich  D  =:  (i^Dq,  Hieraus  sieht  man,  dass  deriFirte  Fornwi 
nur  bei  denjenigen  Determinanten  vorkommen  können ,  weidi 
durch  ein  Biquadrat  tbeilbar  sind. 

Ffir  jeden  Werth  von  D  giebt  es  primitive  Formen;  solch 

sind  nämlich  (0,  l,  1, j — )  und  alle  daraus  durch  die  Ssk 

stitution  a,  ß,  y,  d  mit  der  Systemdeterminante  -f '  resultirendei; 
oder  (ßf  1,  0,  — ID)  und  alle  daraus  auf  dieselbe  Art  resultire» 
den,  jenachdem  Z>^3  oder  D^O  (Mod.  4)  ist. 

Die  primitive  Form  fz=:(a,  b,  c,  d)  ist  eigentlich  oder  ni< 
eigentlich  primitiv,  jenachdem  a,  36»  Sc,  d  relative  Primzakki 
sind,  oder  den  grössten  gem.  Factor  3  haben;  im  letzten  Fat 
mOssen  a  und  d  durch  3  tbeilbar  sein ;  folglich  u  erden  b  und  i 
nicht  zugleich  den  Factor  3  haben.  Z.  B.  die  Form  (3,  —I,  —4,  -4 
von  der  Determinante  — />  =  —  607  ist  eine  uneigentlich  primitiff 
Form. 

Uneigentlich  primitive  Formen  kann  es  nur  geben,  weno  D 
durch  3  tbeilbar  ist;  in  diesem  Falle  giebt  es  aber  auch  wirklidi 

/)— 3 

solche,  z.  B.  (0,  1,  0,  — i©  und  (0,  1,  1, j— ),  wie  Idcfcl 

erhellt.  Für  Z)  =  0  (mod.  3)  giebt  es  möglicberiveise  keine  eigeafc* 
lieh  primitiven  Formen.  Z.B.  >venn  />  =  15  ist,  so  lehrt  die  Tk* 
belle  der  reducirten  Formen,  dass  jede  Form  von  der  Deterffli" 
nante  —15,  fz=:(a,  b,  c,  d),  durch  die  Substitution  a,ß,f,ii 
wo  ad^^ßy=:l,  sich  auf  eine  der  Formen 

(0,1,1,-3),    (0,-1,1,3),    (0,  1, -1, -.3),    (0,-1,-1,* 

zurückfuhren  iKsst,  welche  sämmtlich  uneigentlich  primitiv  M 
und  bekanntlich  ist  das  grösste  gem.  Maass  von  a,3b,9e,^ 
dem  grössten  gem.  Maass  von  0,  3,  3,  —3,  etc.  gleich,  dabr 
ebenfalls  =3. 

Die  Ordnung  einer  kubischen  Form  bestimmt  aich  daüsk 
ob  dieselbe  eigentlich  primitiv  oder  uneigentlich  primitiv  ist,  (Hh^ 
endlich  nach  der  Art  Ihrer  Ableitnng  aus  einer  primitiv«!  A^ 
voa  kleioerer  Determinante, 
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lat  D^^^IV^  wo  D'  darch  kein  Biquadrat  theilbar  ist,  und 
iDd  Xy  t',  t',....  die  sämmtlicheri  Theller  vod  e  (die  Einheit  aus- 
eschlosseo)»  so  werden  die  sänimtlichen  nicht  primitiven  Klas- 
eo  zur  Determinante  -^  D  aus  den  sämmtiichen  primitiven  Klas- 

en  SU  den  Determinanten  — -^, j^9    — -^4 »  etc.   abgeleitet 

«in. 

Wenn  man  in  der  Tabelle  der  kubischen  Klassen  bei  einer 
Detenninante  nur  Repräsentanten  mit  dem  Anfangsgliede  oder 
■üt  dem  Endgliede  null  findet,  so  folgt  leicht,  dass  dann  durch 
[ede  Form  von  dieser  Determinante  die  Zahl  null  dargestellt  wer- 
ten kann,  oder,  anders  ausgedrückt»  dass  dieselbe  einen  ratio- 
iilen  Factor  hat.    Dies  gilt  z.  B.  von 

Z)  =  4,  7,  8,  II,  12,  15,  19,  20,  24,  etc. 

Es  ist  aber  auch  sehr  wohl  möglich,  dass  ein  Klassenrepräsen- 
feut,  ohne  dass  eines  der  äussern  Glieder  null  ist,  einen  ratio- 
nalen Factor  hat.  Es  wäre  zweckmässig,  bei  jedem  Uepräsen- 
hoteo  diesen  Factor,  wenn  er  existirt,  anzumerken.  Fände  man 
fer  eine  Determinante  — D  alle  Klassenrepräsentanten  mit  einem 
lafionaien  Factor  behaftet,  so  wiirde  man  die  Wurzeln  aller  ku- 
hscheo  Gleichungen  a2'-f362^ -|- 3cz-f  c£  =  0,   fiir  welche 

Z) = — a«rfa  +  36«c2— 4ac» — Adb^  +  Qabcd , 

dorch  Ermittelung  der  rationalen  Wurzel  bestimmen  können. 

Ich  lasse  hier  noch  eine  aus  der  Theorie  der  kubischen  For- 
iien  geschöpfte  Methode  folgen,  eine  rationale  Wurzel  der  Gleichung 

a2»+36:«  +  3c2  +  rf  =  ü 

H  bestimmen  und  sich  von  ihrer  Existenz  zu  überzeugen. 

Ist  z:=-  eine  solche,  indem  a  und  y  relative  Primzahlen  sind, 
•0  kommt 

Ott»  +  3Äa«y  +  3cay«  +  rfy»  =  0 , 

d.  k.  die  Aufgabe  reducirt  sich  darauf,  die  Werthe  von  or,  }^  zu 
laden  (zwei  gegen  einander),  mittelst  welcher  die  Zahl  null  durch 
die  Form  /=(<!,  b,  c,  d)  dargestellt  wird.  Wir  dürfen  annehmen, 
dua  f  eine  primitive  Form  ist. 

Macht  man  ad  —  |3y  =  l,  so  wird  /*  durch  die  Substitutionen 
'1  f»  f»  d  in  eine  mit  ihr  eigentlich  aequivalente  Form  mit  dem 
Aibngsgliede  null  verwandelt.  Diese  Form  sei  f*=z(0,  b\  c'^  d') ; 
Akal  mit /*  einerlei  Determinante  (»-/>).  Setzt  man  nun  ß-iku 
4Mt  ^1  i  \'  ky  statt  y,   so  verwandelt  sich  /'  in 

(0,  *',  c'  +  Wk,  rf'+Sc'fc  +  Wk*), 


348  Arndi:  Taöeli,  Bere€kn.ätr  reduc.  binär,  kubi»ck* 

wie  man  leicht  fiodet,  und  es  kann  k  ao  bestimmt  werden »  dass 
c' -\-2b'k9  absolut  genommen,  zwischen  den  Grenzen  0  and  1/ 
incl.  lief;t.  Nun  bat  man  D  =  W^c'^-r^b'U' .  folglich  ist  6'*  eil 
Theiler  von  />.  Oflfenbar  genflgt  es  auch,  6'  als  poc^itiv  anu- 
seben,  wenn  man  nur  zuletzt  mit  jedem  gefundenen  System 
a:=r«,  y=y  das  System  a:  =  — «,  y= — y  verbindet.  Hieraoi 
ergiebt  sich  folgende  Auflösung  unserer  Auft^abe. 

Es  sei  6'^  jeder  Theiler  von  D  (ö'  positiv), 

c'=0,   ±1,   ±2,   +3,....  l(^'-l),    6'; 

iV  = jTj —  (eine  ganze  Zahl); 

/*'  =  (0,  b',  c' ,  d')  der  Complez  {Sl)  aller  auf  diese  Weise  resvl- 
tirenden  Formen.  Sucht  man  \u  Sl  alle  mit /*  eigentlich  fiquiväleBle 
Formen  (F)  und  bestimmt  alle  jedesmaligen  eigentlichen  Trans- 
formationen aus  f  in  F,  nSmIich  a,  /?,  y,  6,  so  erhält  man  alle 
gesuchten  Darstellungen  ar  =  o,  ^  =  7« 

Beweis.  I.  Da  F=(0,  A\  c',  d')  aus  /durch  die  Substi- 
tution  a,  ß,y,  d  hervorgeht«   so  findet  sich 

««3  +  36a«y  +  3c«y«  +  rfy»  =  0, 

wie  es  sein  soll. 

II.  Alle  Darstellungen  sind  verschieden.  Gesetzt,  man  ftnde 
zwei  gleiche,  resultirend  aus  den  Transformationen  a,  ß,  y,  il 
«»  ß'»  y»  ^';   80  hätte  man,   da  ad — ßy=zl,  aö' — /J'y=l, 

die  Formen»  in  welche  f  durch  diese  Substitutionen  Gberglnge^ 
wären  somit 

/'"  =  (0,  A',  c'+Wk,   rf' +  3c';t  +  3A'it«)  =  (0,  6',  c",  d"), 

c^-c'^O  (mod.L>Ä'), 
gegen  die  Annahme. 

III.  Es  wird  keine  Darstellung  fehlen.  Denn  durch  jede  ezisti- 
rende  Darstellung  gelangt  man  durch  die  entsprechende  Traos» 
formation  von  f  zu  einer  mit  f  eigentlich  aequivalenten  Fora  f^ 
von  der  Art,  wie  die  im  Complez  i2. 

Nehmen  %rir  jetzt  an,  dass  in  (Sl)  zwei  verschiedene,  mit  / 
zugleich  eigentlich  äquivalente  Formen 
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/'=(o,  Ä',  c',  rf'),  r=(o,  Ä^c^d'') 

rorkommen,    und  sehen «   vrafl  daraus  folgt.   —  Da  diese   Formen 
aoch  nirter  sich  eigentlich  äquivalent  sind,  so  ist 

(1)  0  =3Ä'a*y  +  3cV  +  <iV> 

(2)  b"  =  b'u  {ad  +  2ßy)  +  c'y  (ßy  +  2««)  +  d^^ , 

(3)  c^  =  6'|3(/Jy  f  2«^)  +  r/S(aö  +  2;?/)  +  d'yö^, 

(4)  1   =a6—ßy. 

Nach  (l)  kann  zuerst  y=0  sein.    Unter  dieser  Voraussetzung 

ist  aber  nach  (2)  b''=b*a,  folglich,  da  6^  b"  positiv  sind,  a=:l, 

6*=6'.  «=1,  folglich  nach  (3)  c''  =  26'/J  +  c',  Z*' =  (0,  6',  c'+26'/?, 

d'  +  3c'/3-f36'/?/7);  aber  diese  Form  findet  sich  mit  f*  nicht  zu- 

l^eich  im  Complez  i^^,  da  in  demselben  keine  zwei  Werthe  von 

tf  nach  dem  mod.  W  congruent  sind,  daher  7=0  unzulfissig. 

kt  y^0>  so  kommt  nach  (1)  und  (2): 

36'a*  +  3c'«y  +  d'y«=:0,    26'«  +  c'y=-6''; 
ferner  ist  6'«(3c^-4A'ifO=/)»   folglich 

Da  3/>  ein  Quadrat  ist,  3/>  =  e*,  so  ist  €  =3e^  \D=zi^,  folg- 
Beh  />  durch  3  theilbar,  und  \D  eine  Quadratzahl.  Ist  diese  Be- 
dingung nicht  erfQllt,  so  gieht  es  in  (Sl)  entweder  keine,  oder 
•  ine  mit/  eigentlich  aequivalente Form  f\  und  da  in  diesem  Falle 

offenbar  —^  «ilcht,  =3  sein  kann  (m  das  grusste  gem.  Maass  von 

tu 

S(66 — ae)p  2{bc^ad),  2(ec  — A<2)),  so  giebt  es  nur  eine  eigent- 
Bebe  Transformation  aus  f  in  f,  folglich  auch  nur  ein  .System 
▼on  Werthena;=J:a,  y=±y,  welche  A**y)=fl^'  +  -'  +  rfy'=0 
machen.    Hieraus  folgt: 

Wenn  \D  keine  quadratische  ganze  Zahl  ist,  so 
bat   die  Gleichung 

«»  +  362«  +  3ci  +  rf  =  0 

entweder  keine  rationale  Wurzel,    oder  eine. 

Es  iSsst  sich  dieser  Satz  aber  nicht  umkehren,  d.  h.  wenn 
JI^O  (mod.  3)  und  \D  ein  Quadrat  ist,  so  braucht  die  obige 
bibisebe  Gleichung  nicht  lauter  rationale  WuTxeXu  lu  Vi^««^* 
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Man  kann  den  nSnilichen  Satz,  welchen  auch  Logendre  is 
der  Thdorie  des  nombres  Tome  IL  p.  120.  erweist,  aoii  dea 
Ausdrucke  von  D  als  Function  der  drei  Wurzeln    der  Gleichoog 

/*=  a2>  4- 362^  4- 3cz -1^  #2  ==  0 

herleiten.    Sind  diese  Wurzeln  o),  na',  m",  so  kann  man 

/•=  a(?—  od)  (i*  +  fnz  +  n) 

setzen  y  und  erhält 

36=5a(i?t — od),    3c  =  a(n — mm),    rf  =  — nww, 

27Z)=-27a««+ 816*c«—  108ac»— lOSctt«  +  Wiabed, 

folglich  durch  Substitution 

27 D  =  o*(m«— 4»)  (»«  +  111»  +  n). 

Nun  ist   —  m  =  flo'  -f  üd'^    n  =  cd'o»^^  ,   folglich 

27/)  =  o*  (w  -  »0*  (» — Q^)«  (»'  —  «•)»» 

woraus  der  Satz  folgt. 

Zwei  einfache  Fälle  verdienen  noch  beachtet  zu  werden. 


Ist  l^.  D  durch  kein  Quadrat  theilbar»  so  hat  man  notbwe 
dig  6'  =  1,    rf'=i(3c'*— />),   also,   da  D  ungerade  ist,   c'  = 

rf'  =  — i(/>-3),   /'  =  (0, 1,  1,-^^^),    die   einzige    Form  ir^ 

Complex  Slf   welche  zugleich  eine  Reducta  ist.     Findet  niao  ic^ 
diesem  Falle  noch  andere  Klassenformen  bei  D,    so  kann  keiB9 
derselben  einen  rationalen  Factor  haben. 

2^.    Ist  ID  ganz  und  durch  kein  Quadrat  tbeilbar,  so  kann  i^ 
=rl  oder  =^2  sein;   im  ersten  Falle  kommt  /*^  =  (0,  1,  0,  — ]/9- 
Im  andern  Falle  ist  d^^UZc'^  —  lD),  von  den  Werfhen  c'=9» 
±1,  2  sind  0,  2  unzulässig,  da  sie  ID  durch  4  tbeilbar  macben, 

folglich    c'=±l,    d'=l(3^lD),   r=ziO,  2,  1,  -—^)  oder 

/>— 12  4— -D 

=  (0,2,-1, ^22")'"»*^«''*^^"*'^*®"®^'''  9>=(8,  ±2,  --gH» 

welche  fSr  DITCS  eine  Reducta  ist.     Wenn  also  ID  dareh  kein 

Quadrat  tbeilbar  ist,  so  muss  jede  mit  einem  rationalen  Factor 
behaftete  kubische  Form  von  der  Determinante — D  entweder  mit 
der    Form    (0,  1,  0,  —4/))»    oder   mit   einer   der   drei   FonM 

(0,  1,  0,  -l/>),    (0,2.1,--—),    (0,2,-1,-^*) 

eigentlich  aequivalentsein,  jenachdem  ID  nicht  =3(mod.8)  oM 
=3(mod.8)  lät 


y 
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Veber  einen  merkwürdigen  allgemeinen  Satz  von  den 

Cnrven. 


Voo 

Herrn  Doctor  Föllery 

Lehrer  an  der  ReaUchole  in  Saatfeld. 


Lehr$ais. 

Zieht  man  in  einer  beliebigen  Corve  eine  Sehne, 
se  Ist»  wenn  die  letztere  oDendlich  klein  wird,  das 
Terhältniea  des  Flächeneegmente  za  dem  Dreiecice» 
welches  von  der  Sehne  und  den  daza  gehurigen  Tan- 
genten gebildet  wird,   wie  2:3. 

Beweis. 

Es  ist  nicht  schwer,   fflr  bestimmte  Conren  —  ich  erinnere 

nnr  an  die  Parabel  —  das  Verhältniss  eines  Flächensegments  za 

dem  dasQ  gehörigen  Tangentendreiedce  anzugeben.     Wird  aber 

die  Anfgabe  allgemein  gefasst,  dann  Ifisst  sich  das  weittragende 

■  Cierfist  der  höheren  Analysis  nicht  mehr  gut  entbehren. 

Es  seien  —  am  den  FUcheninhalt  des  Dreieclcs  MTN  (Tat  VL 
Fig.  I.)  bestimmen  zu  kOnnen  —  die  Coordinaten  des  Punktes  M 
gleich  4^»  91;  und  die  des  Punktes  N  gleich  or^,  y^;  dann  sind 
die  Gleichungen  der  Tangenten  an  den  Punkten  M  und  N  resp. 


and 


3f  -  Jfi  =  /"(*«)  («—*^  • 


r(«k)=^  niMl  r(^  =  ^  bedeutet 


TMIXXXI. 


90 


46e 


f9tt€T:    i^€$€r  ti0$ti'  fit€rktßMf9ti0€H 


Aus  dienen  beiden  Gleichungen  rolg;t  nun  (iQr  den  DorcfMebaitti- 
punkt  T,  dessen  Coordinaten  x,  y  heissen  mSgen,  das« 


und 


y- 


Demnach  ist  der  FMcheninhalt  des  Dreiecks  Jlf7iV: 

2 

oder,  wenn  man  ausmnitiplicirt, 

^t  Cva—y) — y^  (^a— ^)  +yj?a— yt^ 

Dieser  Ausdruck  geht  bei  weiterer  Transformation  Gber  in: 
woraus  sich  erglebt,  dassr  Dreieck  MTN  gleich 

(y2--y)  (^1 —^2)  +  (^«— >g)  (ya— yO 

2 

Ist     Substituirt  man  nunmehr  die  Werthe  vop  y  und  «,  so  folgtl 
endlich,  dass  Dreieck  MTN  gleich 


% 


.1 /:'(«!  )-A«^i 


Di«  FKcfce  iiri»2VQ  bt  allgemein  gleich 


/         *3fS« 


+  c. 


*  =  *t 


Da  aber  das  Integral  wiederum  ein^  Funktion  von  x  ist,  so 
man  auch 

JlfPNQ  =  ^«)4C 


mi^fmminm  9tU%  warn  äe»  CBf^äfL  •  4Al 

MtBOi.    BoMlt  M:  dtoiiFIfebe  MPNQ  -^  mü  HOdibioht  auf  die 
Gren«bAfetiipmaog  — ,  gleich 

aod  folglich  das  Segment  lHmN,  vräs  hier  nur  allein  berficlcsich- 
tigt  werden  aoll,  gleich 


9(^-9<*o-ö!tiJ^i^=^»^ 


we 


(yi+y«)(^»-^i) 

2 


i 


,    das  Trapea  MPNQ  bedeutet. 

Es  ist  also: 

I 
i 

^    öeg.iifmit     ^29(^^-2g»(a:4)-(3f^+^a)(^a-^i)iir(^i)-n^a)l 

Da  nao  der  Avfgabe  gemäss  das  eben  aneedenttite  Verh&ltniss 
bei  verschwindender  Sehne,  also  im  Unendlichkleinen»  festgestellt 
werden  soll,  so  ist  es  nOthSg,  beide  Theile  dieses  Bruchs  zu 
differentiiren  y   wodurch   das   wegen  der  Allgemeinheit  der  Curve 

j  nIdbC  ausfährbare  Integral  im  Nenner  ron  Selbst  wegfüllt,  Ihdeln 
dann  g>(x%)  wieder  in  f'(x^  und   (p(xi)  in  f'(a:i)  übergeht»   was 

>  aatfirlicb  die  Untersuchung  an  und  für  sich  in  keiner  Weise  ab- 
lodert,  weil  nach  der  Theorie  des  UnendUcbkleinen  das  Fl&cben- 
Segment  —  auch  unendlich  klein  —  immer  ein  Segment  und  daS; 
Dreieck  immer  ein  Dreieck  bleibt. 

.  Bei  der  Differentiation  ist  es  voftheilhaft»  die  Coordiaateii 
ehes  dieser  Punkte,  z.  B.  a:^y  y^,  als  constant  anzusehen,  weil 
dadurch  die  Resoltate  um  Vieles  v^rerinfacht  werden.  Man  hat 
•ifek  also  di^  ganze  Sache  so  zu  deakenr  als  ob  der  Punkt  Jm 
l  iiDIfief  uSber  an  N  heranrucke  und  endlich  im  Unendlichkleinen 
.'  mit  N  Zusammen  falle,  wobei  yi  in^^"*^^  ^i  >"  ^2  übergeheil  wird. 

WCitde  man  jetzt  in  die  obige  Formel  jfi  =  y%  und  x^  =  x^ 
setsen,  sb.iSrgftbe  eich:  \       •       ^  • 

JiMTN^  _0 
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■ 

Ea  tat  abo  dieaar  Anadraek  h»  ttace  an  dUbranfBi**.  bia  « 
nach  SabstitatioD  von  y^  ss  y^  und  .«^  =:  «^  —  nicht  mehr  a  BaC 

Die  erate  Differentiation  giebt  nnn: 

welcher  Auadruck  filr  yj^y^,  j;|=j;g  den  unbestimmten  W< 
X  liefert 

Die  zweite  Differentiation  giebt:  • 

)  -3(j:^-ar.)/'(;g.)rC«k)~(*.~^.)'n^i)Aa;«)  >  ^ 

was  io  gleicher  Weise  (&r  j/i=^y%  und  0:1:=^?»  das   Resa 
A  liefert 

Dasselbe  ist  auch  noch   nach  der  dritten  Differentiation 
Fall,  welche  den  Ausdruck 


8(*i-*i)Aa^r(*i)-3r(j't)A*i)-^*.-*i)/'('i)r(*i: 

+  (y.-yi)/"'(«i)  +  (y.-yi)  («a-^i) /'"'(^i) 

^»'(«,){2v(«i)-2v(ar,)  — (yi  +y,)(*«-ari)l 

-3(«,  -«i)r(«i)r(*i)  +  r(*i)  ir  («o  ~r  («*)  1 

giebt 

Erst  die  vierte  Differentiatioii  fttrt  sa  dem  Resultat: 
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-4r(«i)r(ar,)(«i-«,)-8(vr,-*,)r(*ir''(«.)+<r(«i)r(*i) 

'+r(*i)r(«i)-2(«»-«i)/"(«,)r"'(*i)-(*i-a^v(«*)/''(*i) 
+  ^rc^i)  r(*i) + r(*i)  i  /"(«i)  -  a*i)  i + a*i)  n*i) 

weldi«8  ffir  yi=9^  und  0^1=0;«  sieb  aaf: 

ninati,  worau«  erhellt,   daee  eich  das  Segment  Eum 
m  2:3  verhält. 


•  I        . 

■  .  ■  1  1  •  1  ■  ■  l 


'  r-. 


\ 


f 


. .  \.i 


■  i'^-  ■  \ 


1    I 


• 


'  \ 


•  •  i  « 


Ueber   den   in   der   vorhergehenden  Abhandlang  voa 
Hefrn  Doctor  VoUAf   bewiesenen   aHgemeinen  Stb 
\      .      J  .,-       Taii  den  €af Ten.  -^   .'         ' 


i 


;   . 


Von 

'      *   ^itt  fleVausgebei*. 


Der  in    der  vorhergehenden  Abhandlung  von  Herrn  Dodor 
Voller  in  Saalfeld   bewiesene  ^ftllgemeine  Satz   von  den  Giff" 
ven  hat  mich  sehr  interes^rty  indem  derselbe  eine  neue«  jeikfl- 
falls  sehr  merkwürdige  Gränze  von  sehr   allgemeiner   GQltigkeit 
näthiveldet,  und  gewiss  setneti  Th%n  dazu   beitragen  wird,  i» 
Gränzen  •  Theorie  —  und  ihrer  Anwendung  —  ihre  s6  ^ngem^ 
grosse  Bedeutung  (lir  die  gesammte  Mathematik  immer  mehr  vsA 
mehr  zu  sichern,  und  jeder ,  ohne  Zugrundelegung  dieser  Theorie 
in  ihrer  völligsten  Strenge,  ganz  unwissenschaftlichen  Behandloof 
der  Analysis  und  Geometrie  in  ihren  höheren  Theilen  immer  mehr 
und  mehr  die  Spitze  abzubrechen.     Auch  ist  dieser  Satz  unstrei- 
tifi^  fOr  die  annähernde  BerechnuASt  der  von   beliebig  gekruroroteD 
Curven  umschlossenen  Flächenräume  von  Wichtigkeit,  und  weiset 
zugleich  in  der  von  Herrn  Doctor  Völler  ihm  gege.benen  Form 
als  einer  streng  nachweisbaren  Gränzen- Bestimmung  sehr  gut  den 
Grund  auf,  warum  man  bekanntlich  schon  längst  sich  mit  Vortheil 
zur  nfiherungsweisen   Bestimmung  der  Grösse    solcher  Flächeo- 
rfiume  einer  parabolischen  Berechnung  bedient  hat,   worauf  auck 
Herr  Doctor  Völler  selbst  gleich  im  Eingange  seines  Aufsatzes 
hindeutet.    Ich  danke  daher  Herrn  Doctor  Völler  recht  sehr  ßr 
die  Mittheilung  des  Satzes,  und  glaube,   das  Interesse,   welches 
ich  an  demselben  genommen,   nicht  besser  an  den  Tag  legen  n 
können,  als  dadurch,  dass  ich  sogleich  nach  Empfang  der  vorhe^ 
gehenden  Abhandlung  einen  anderen  Beweis  für  denselben,  den 
ich  im  Folgenden  mittheilen  werde,  gesucht  habe,  welcher  sich 
vielleicht  noch  etwas  mehr  der  neueren  Behandlungs weise  eoleher 
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■ 

■^gemeinen  Sätze  von  den  Gräoun  unmittelbar  durch  die  mit 
■mi  Reste  vervoiletändigte  Taylor' «che  Reihe  anscklieast, 
lieh  wohl  noch  etwae  kflrzer  und  einfacher  zum  Ziele  gelangt, 
nadorch  aber  keinesvrege  dem  Wertbe  der  von  Herrn  Doctor 
r  Sil  er  gegebenen  Ableitung  Abbruch  geschehen  soll  und  kann, 
Ijifni  ich  vielmehr  der  H^leinung  bin,  dass  diese  Ableitung,  neben 
iPPB  nnmittelbarcn  Werthe  für  i\e\\  Beweis  des  in  Ketle  stehen« 
|||l, Satzes,  zugleich  ein  sehr  gutes  Beispiel  für  die  Bestimmung 
tß  mbestimrot  zu  sein  scheinenden  Werthe  der  Functionen  von 

Wotm  jT  liefert«    Ich  gehe  nun  zu  dem  Beweise  des  fiagiiehen 

selbst  über,  wobei  ein  Jeder  die  Figitr  ganz  in  derselben 
wie  in  dem  Aufsätze  des  Herrn  üoctor  Völler  sich  leicht 
entwerfen  kann. 

Han  denke  sich  eine  beliebige,   ganz  in  einör  Ebene,    die 
als  Ebene  der  xy  angenommen  werden  mag,   liegende 
}tf    deren    Gleichung  Rir   rechtwinklige   Coordinaten   wir   im 
nnen  durch 

- y^m 

Anen  wollen.    Ein  beliebiger,  aber  bestimmter  Punkt  dieser'' 
^  i^y)  ^der  A>    Lassen  wir  nun  x  die  beliebige  Verän- 
Ax  erleiden,  wodurch  in  Folge  der  Gleichung  1)  die  Ver-- 
lg  Jy  von  y  herbeigeführt  wird,  so  werden  die  Coordinaten 
^'^x,  y+Ay  einen  zweiten  beliebigen  Punkt  Ai  unserer  Curve 
imen.    Legen  wir  nun  durch  die  Punkte  A  und  Ai  Berüh- 
an  die  Ciirve,   so  sind  deren  Gleichungen,   wenn  wir  jetzt 
^.  yerinderlichen  oder  laufenden  Coordinaten  durch  jr,  t)  bezeich- 
\g  nach  den  Lehren  /1er  höheren  Geometrie  bekanntlich : 


Ir'^'f-  V—f{a:+Ax)=f'(x+Ax).{x-(x 


-I-Jx)l 


Ist  nun  A^  der  Darcbschnittspunkt  dieser  beiden  BerOhren- 
I,  so  werden  dessen  Coordinaten,  welche  wir  der  Kurze  wesen 
darch  x,  V  bezeichnen  wollen,  aus  den  beiden  vorstehenden 
langen  auf  dem  Wege   algebraischer  Elimination   bestimmt 
mOsseh,   wodurch  wir,   die  beiden   in  Rede   stehenden 
ingen  unter  der  Form 

^^f(x)^r(x).{X-(xi-Ax)]+r(x).Ax, 
V—A^+Ax):=:f'(x+Ax).\X'-(x  +  xA)\ 

rilend«  f&r  die  Coordinaten  jr,  p  sogleich  die  folgenden  Aus- 
0  erhalten : 


4M  Krumen:   iMer  dm  in  der  9§rUr§§kmidm  AHmMmm  wm 

llVir  wollen  jetzt  den  Fläcbeninlialt  des  Dreiecks  AAiA^  dmk 
JD  bnd  den  Flicbeninhalt  des  von  der  Sehne  AAi  abgesekiitti' 
neu  Cnrren- Segments  durch  5  bezeichnen,  nnd  diese  beifa 
FIficbenrftume  jetzt  zu  bestimmen  suchen. 

Zu  diesem  Ende  wollen  wir,  wozu  wir,  ohne  auf  weitere  & 
linterungen  uns  einzulassen,  was  hier  nnnötbig  ist,  jedeoUb 
Immer  berechtigt  sind,  grosserer  Bestimmtheit  wegen  aonehMib 
dass  die  Punlcte  A,  Ai,  A^  eine  solche  gegenseitige  Lage  hAm, 
dass  man  sich,  um  von  dem  Punicte  A  durch  den  Punkt  J|  n 
dem  Punkte  A^  zu  gelangen,  nach  derselben  Richtung  hin  bewe- 
gen muss,  nach  welcher  man  sich  bewegen  muss,  um  vod  des 
positiven  Theile  der  Axe  der  a:  durch  den  Coordinatenwinkel  (qr) 
hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Aze  der  y  zu  gelaogea 
Dann  ist  nach  einem  bekannten ,  im  Archiv.  Tbl.  HL  S.  263.  betrle- 
senen  geometrisdien  Satze: 

woraus  man  mittelst  leichter  Rechnung 

oder 

2D  =  li;-(y+^y)Mar-|jr-(:r+^ar)My, 
oder  ^ 

also  nach  2)  und  1): 
4)  .  .  .  2D=z{f'(x+  Jx).Ax-Jfix)]\x^(x+Ax)]        • 

findet. 

Femer  ist  nach  den  Lehren  der  höheren  Geometrie  ond  dff 
bekannten  Formel  för  den  Flächeninhalt  des  Trapeziums  ofeobar: 


f(x)dx'-i&y+Jy)Jx 


5)  .    .    . 
oder 

6)  .  .  2«=2  /*'^    '  f(x)dx^\f(x)+fix+Ax)]Ax. 


Bern  Dr.  fiiier  dewiesemem  M§emeiHm  Sau  m»  ifen  Curpm.  457 
Ans  4)  and  6)  erbftlt  man  auf  der  Stelle : 

X 

Nach  dem  Tay  lor* sehen  Lebrsatieist  non,  wenn  q  nnd  (^|  wie 
gewöhnlich  gewisse  positive,  die  Einheit  nicht  flbersteigende'GrOs- 
een  beseichnen:  ^ 

also: 

f(x  +Jx)'^f(x)  =/•(« + (h^x).  ^a? ; 
vnd  folglich  nach  der  ersten  der  beiden  Formeln  3) : 

Well  femer 

ist f  SO  ist  nach  dem  Vorhergehenden  offenbar: 

9)f(x+Jx).Jx'-'Jflx)=z{/^(x+QiJx)'-'ir(X't-QJx)].Jx^; 
nnd  sogleich  erhellet  aus  dem  Vorhergeheoden  auch,  dass 

10)  fix)  +  /ix+Jx)^2flx)+f'(x).Jx+V(x-i-QJx) .Jx* 
ist. 

Setxeu  wir  jetzt  allgemein 

11)  ......     ff(x)9x=2F(x), 

seist 

12)  •    .    .    P'^'^' fix)dx=iF(x+Jx)-'F(x), 

m 

abo,  weil  nach  dem  Taylor'scben  Lehrsatze 

H* + J*)  =  F{x)  +  F'ix) .  Jx  +  \F'{x).  Jx* + \F''ix-^9^x).Jx* 

Mi 
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Nun  ist  aber  Dach  }l):^  ' 

F(^)=Aar),    P'(x)=^r(x).    F-'(x)=A*); 

woraus  sich  nach  10)  Auf  i*t-  3teUe 
13)    .    .    2y   '     '  f{x)dx—\f{x)i-f(,x+^a:)]Jx 

ergiebt* 

Ao8  7),  8),  9),  13)  «rbaUen  wir  jetzt   nach  gehSriger  Sik- 
stitution  der  AusdHiGke  8^,  9)>  J3)  in  7)i 


also: 


) 

Qdx) 


oder 


^  's''^'r(x-tQ^jx)'ir'(x+Qjx) -  m^+()^j:)' 

LSsst  man  jetzt  Jx  sich  der  Null  nfihern,  so  nfihem,  weil 
Q»  Qi9  Q%  positive,  die  Einheit  nicht  übersteigende  Grussen  siod» 
die  Grössen  f"(x+QJx),  fix-^-Qi/fx),  f"(x  +  Q2^x)  sich  sämmt- 
lich  der  Grenze  fix)  immer  mehr  und  mehr  und  bis  zu  jedes 
beliebigen  Grade,  und  es  ist  also  nach  obiger  Gleichung,  imncr 
anter  der  Voraussetzung,  dass  Jx  sich  der  Null  n&hert: 

_.  z>  ,  rM  (\^\)r(x)    .    ,.  />_,  i^i   , , , 

■ 

folglich : 
IS) Llm^  =  J, 
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welches  der  von  Herrn  Doctor  Voller  bewiesene  allgemeine  Sati 
voo  den  Cnrven  ist. 

Es  ist  zo  erwarten,  dass  dieser  Satz  zu  weiteren  Anwendun- 
gen Gelegenheit  und  Veranlassung  geben  wird. 


Uebangsao^aben  für  Schuler. 


Von  Herrn  Alexander  Löffler  so  Kralcau. 

1)  Es  i§t  zu-bc^weiseo^  dass  die  tiefsten  Punkte  aller  aus  der 
Gleichung  y^ae«+/**-|-Äe-(«+M  durch  Variation  von  a  und  ^  bei 
coDstahteh  a  und  h  ientstieihenden  Kurven  in  einer  geraden  Linie  liegen. 

2)  Welches  ist  die  -UrohüUungslinie  aller  Curven,  die  durch 
Vfiriatipo  ,des  Parameters  /^  aus  obiger  Gleichung  entstehen? 

•  "■■■■,'■'■■■,  • "        ■     .. 

Von  Ufrro  Prufe«for  Friedrich  iMann  an  der  Kantontfchule  xn 

I  I  a  '  ,  ■  ■     ■  .  ,  _        « 

Franenfeld. 

.  .  ]|)  Ist  ^  die  längste  Seite  eines  spitz-  (Taf.  VI.Fig.2.) 
pder  stumpfwioheligen  (Taf*  VJ.  Fig.3.;  Dreieoics  ABC»  so  kann 
qifn.  o4euba|^  durch  >B  innerhalb  des  Winkelraumes  ABC  vw^\ 
Richtungen  BU  und  jBF  sq  ziehen,  dass  Winkel  ^/^F  =  Win- 
kelJCJ?  und  Winkel.  CJS^Crp Winkel  BAC  wird.  Construirt 
iqAii  njun  ein  Rechteck«,  welches  die  längste  Dreiecks* 
Seite  ^C  zur  einen  und  den  Abschnitt  UF  zur  andern 
Seite  hat,  so  gibt  dasselbe  durch  seinen  Flächeninhalt 
an,  um  wie  viel  das  Quadrat  Aber  der  längsten  Drei- 
ecksseite AC  kleiner  oder  grosser  sei  als  die  Summe 
der  Quadrate  über  den  beideq  andern  Dreiecksseiten 
AB  npd  BC. 

%)  Ruft  man  auf  den  beiden  andern  Drejecksseiten  AB  und 
BC  die  Allschnitte  BE  und  BD  dadurch  hervor,  dass  mau  von 
den.  Eckei^  il  und  C  Senkrechte  auf  die  gegenGberstehenden  Drei: 
•cksseiten  (Tar.VI.Fig.2.)  oder  deren  Verlängerungen  (Taf.  VI.Fig,3.) 

füllt»  so  gilt  der  S^tz: 

I  ■  

becKteck  aus  der   Iängi«ten  Dreicck^seite  AC  und 

•  ■iii      .'■,.     '."' 

dam  |tnf  ihr  liegenden  Abschnitt  HF  gleich  Rechteck 
ans  der  zweiten  Dreiecksseite  AB  und  ihrem  Abschnitt 
19^  i^riis  dfeiA  Rtochiccik  aus  Her  dritten  i$e1te  ^C  und 
dtf4'^f4%geil1;fl|^en  iAhschhitt^fi^^ 


{ 


AMI  JfitoMiCM. 


iBcellen. 


Ueber  die  neuesten  optischen  Arbeiten  und  Untersadnagsi 
des  Herrn  Ministerial-Raths  ▼.  Steinbeil  in  Mfincbei. 

Von   dem   Heraoigeber» 

Der  grossen  Wichtigkeit  der  nenesten  optischen  Arbritsa  Im 
Herrn  Mlnisterial-Ratbs  ¥.  Steinbeil  in  Mfincben,  und  dei  grü" 
sen  Interesses  wegen ,  welches  dieselben  gewähren ,  sagleiclinit 
Rficksicht  auf  die  grossen  Fortscbritte  der  wissenschaftlichen  al 
praktischen  Optik,  welche  dieselben  Tersprecben,  lasse  ich  Jh 
folgenden  Auszüge  ans  den  Gelehrten  Anzeigen  der  Kö- 
niglich Baierischen  Akademie  der  Wissenschaften  li 
Mflnchen  und  aus  der  Allgemeinen  Zeitung  hier  alidnidnib 
um  diesen  so  hCchst  verdienstlichen  Arbeiten  eine  muglichst  groMe 
PubllcitSt  zu  geben  und  die  Leser  des  Archivs  auf  dieseÜNm  wd- 
nierksam  zu  machen.  G. 

I. 

Ueber  Verbesserung  der  Objective**) 

(Vor  rag  des   Herrn   Miniiterial - Raths  C.  A.  SteinheiL) 

Wenn  ich  erst  heute »  nach  einer  Unterbrechung  von  mdM- 
ren  Jahren»  wieder  die  Aufmerksamkeit  der  geehrten  Ciasse  ii 
Anspruch  nehme,  um  Qber  den  Fortgang  meiner  optischen  UDli^ 
suchungen  zu  berichten,  so  findet  diess  in  dem  Umstände  seiM 
Erkl&rung,  dass  eine  grosse  Masse  von  Erfahrungen  gesanuMÜ 
werden  musste,   um  den  Punkt  kennen  su  lernen,  auf  den  dii 


*)  Aue   den  Gel.  Anselgen   der  K6nigl.  Baierieehen  Akademie  im 
msseoselisftM  in  Munchea  Hf.lift.  «adSft.  leM  beiendeti  ek^siiwAt 


txik   h( 


>  Opttb  gei^ennartlg  steht,   if«ll  erat  von   dicMin  am 

tienan  mit  Errotg  bcrbeif^eführt  tvorden  kann. 

Ich  glaube  jcIkI  der  sehr  geehrten  Vemommlung  ein  Erg 
lüfts  vorlegen  eu  künnen,  wa«  «inen  neuen  Abschnitt  in  der  Utap- 
txik    hcrbeUdbren    dürrte,     indem   ich  Mitlei  tiefunden    habe,    die 
ibler  des  Objeclivea  in  hliberer  Ordnung  uufzuheben.     Um  aber 
Resultut  in  Zusaiiimenhang  mit  den  bisherigeu  Forlschrit- 
der  Optik  zu  biin);e»,    sei  es  mir   gestattet,    die  auccessiven 
lesserungen  des  Objeutives  auf  allgemeine  üesithtspunkte  lu 
bringen. 

Alle  wesentlichen  Verbeaserungen  des  Fernrohres  nsren,  be- 
wasst  oder  unltewuset,    stets  nur   darauf  gerichtet,    seine  Länge 
tu  vermindern.     Denn  die  Fehler  aller  Art  im  Bilde  einer  einfachen 
pasitlren  Glaslinae    klnnen  beliebig   klein  gemacht   und  unter  dio 
BiDpGnd  lieh  keil  des  Auges  gebracht  werden,   wenn  die  Oeffnang 
)li*»er  Linse  «uf  das  enitprechend«  Mass    reduzirt  wird.     Diesen 
einfachste  Fernrohr  bekilmmt  aber  schon  fflr  einige  Zoll  Oeffnung 
mw  »o   ungeheure    Länge,    dat>s   alle    praktische    Anwendbarkeit 
^■H^IrL     Eine  neue  Epoche  fOr  dJe  Dinptrik  trat  daher  ein  durch 
^^^B^ond's  Erfindung  des  acbroniBlische»  Olijectives.     Aber  alle 
^HKnem    Dollond'schea    Fernrohre    haben    noch    mehr   als   di« 
^^Kppftlt«  Lunge  der  Fraunhofer'schen,  und  mtlssen  diese  hab( 
W4<(m   die  Angniär- Abneicbungen    im    Bilde  gleich  gross  werd 
»flUeu.     Das  Fraonh  ofer'sche  Ohjectiv  bildet   daher   einen  wq-* 
•entliehen  Fortschritt  im  Vergleich  mit  den  englischen.    Dies  wq| 
len  nir  näher  begründen.     Es  Ifi^st  sich  nämlich  zu  jeder  positiv« 
Crannglaslinse  eine  negative  Flinlgluslinse  ßnden,  welche  r 
—  Im  gennhnllcben  Sinne  des  Wortes  —  ein  achromatisches  Objei 
*r  bildet,  d.  h.  irelcbe  zwei  Strahlen    von   mittlerer  BrechharkeHf 
und    einen    dritten    von    anderer    Brechbarkell,     die    parallel 
Aze  des  Objectives  einfallen,  in  einem  Punkt  in  der  Aze  lusamJiS 
mennihrl.     Ist    nun  einer   dieser  mittlem  Strahlen  der   Axe   rfeiT 
ObJecti«s  unendlich  nahe  der  andern  an  den  Kand   des  ObjectivC  J 
gelegt,  und  mnn  untersucht,  immer  unter  der  Voraussetzung  sphi-'  J 
riseher    ßestnllen    und    homogener    Brechung   der   Mlosarten,    i' 
Ltge   dieser  Strahlen  mittlerer    Brechbarkeit  zwischen   Axe   v 
Rand,  so  treffen  sie,  n-ie  man  ein  bestimmtes  OeffnunEismsss  r 
Objectire-s  Hhersc breitet,   nicht  mehr  mit  dem   Durchschnitte  t 
Axen-    und    Randstrahts   zusammen^    sondern   sie   schneiden   dl«^ 
Axe  frfliier  nnd   es  hüngt  jetit   nur    von  der  Gestalt  der  Crowo-  I 
ffitaiinma  ah.  nie  grons  diese  Abweichung,    die,    wie  Gaui 
zeigt  liAt,    In  I   der  Oeffnung  ihr  Mazimam  hat.    Cib«rbaupl  i 
den  «all.    Dtcnc  Afawcicbnng  ksito  daher  aU  da«  Oettaangun 
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eine»  OKfVcttvcB  bfftraiiblel  werden.  I)«in  dfi'gtIbiBl 
Oeffniitif;  Tür  ein  I)npjiel«bjeclW  nlrd  4iej«ni^  »ftia.  l«l 
diese  Al)«<;ichii|ig  ein  Minimunt  wird.  Die  ahfiotute  tir~>«s«.  welche 
sie^r'reU'hen  darf,  liKngt  von  der  verlangten  Vergfils««njng  ob 
xmä  muBs  stets  so  ßewililt  werben,  dass  der  durcb  du«  Okalw 
vtl-grilsscrte  Anünlärreiiler  nicht  -IS"  oder  (Tie  Emprindricblcclt  itt 
Agges  tiberstei^t.  Hierau«  erkISrI  eiuh,  wesslialb  klein«  P«ra^ 
r<ihre  v erbat (niss massig  [{rrisaere  OelTnriiii;en  ula  pros««  er&Agei 
Fraunliorer  war  es  vorliehulten,  diest-n  ZiiKaniiiicntianic  20  Kt- 
kennen.  Sein  Objectiv  beruht  iiii^bt  auf  den  Bedingungen,  di« 
Herschel  u.  A.  zu  Grunde  legten,  sundern  lediglicb  daraur.  Um 
der  Axe  |iar«llel  cin^tlleoden  ätiithlen  mttllorer  Brecttl(wk*it  'm 
einem  Punkte  zu  vereinigen,  oder  nur  eokb«  Abwelobungen  «1 
fllaluireo,  die  mit  Rflcbaicht  auf  die  Vcrgrvsserung  UDler  det 
Grenxe  der  Sensibilität  des  Auges  bleiben.  Ho  k«i 
■w^e,  Frnunhofer'e  Objectiv  bat  die  grö«e<ttiir>|tlWbsie  0«ft 
mum  oder  sein  Ferurobr  ist  bei  gegebener  Oeffnong  m-tglicliBt  luirat 

untersucht  man  nun  In  Fraurlhofer's  Objecth  ancb  dÜ 
Lage  der  Strahlen  einer  andern  ßret-bbarkeit  oder  den  t,oy 
ten  farbiger]  Slrnhl,  so  IHsst  sich  dieser  nur  in  einem  Panktä, 
njit  den  mittlem  .Strahlen  vereinigen.  Bewirk!  m.iti  x.  B.  dlw 
Vereinigung  für  i  der  Oeffnung  des  Objectlves,  su  scbneklel 
brbige  I{.-in()9trabl  ^pGtur,  der  larbige  Axenslrahl  früher  itU  <i4 
mittleren  die  Axe,  und  da  ilber  alle  Elemente  des  Objecflvet 
reite  dlspontrt  int,  bleibt  keine  niilglicbkett,  anch  diesen  Absr 
ganse  OefTnung  des  Objective«  mit  den  mittlem  Slrahien  si 
men  sa  bringen. 

Dieser  Fohlet  des  Fraunhofer'schen  Objectivoa  oder,  wer 
man  will,  des  besten  müglichen  Uo|)[ieliibji.-ctive]>  bi>«»t  sich  ni 
auf  Koelen  der  Oeffnung  vertmndetn.  Gauaa  bat  xwar  ein  Ol 
jectiv  berechoot,  nclrben  {lardllel  zur  Axe  eiiiralleadc  Stniilf 
am  Rand  und  in  der  Axc,  und  xwar  von  zweierlei  BrecbbarkeUi 
oW  vier  Strahlen  in  einem  Punkte  vereinigt.  Fr  lelgt  aber  selbsfa 
dass  dann  eins  helrHchtliche  Ahweichunft  für  die  Strahlen  in  j  ifi  ^ 
Oeffnung  «inirilt.  WoDle  man  diesie  veraeh windend  I  ~ 
was  «ick  stete  erreichen  Ibb^l.  da  die  Abweichung 
dialMcb  mit  der  OcOnung  abniaimt,  «o  ivürde  UHstoe, 
vernitnde.(t,  da«a  auchi  abgesehen  von  andern  CebeUUnill 
Ceoelniclion  der  Frannbofcr'st-ben  nett  sadiiitande. 

Eine   Veebeasening   gegv»    Aam   Frannhsfer'ivcb« 
re  HMtmch    nur   iladureb  cn  erri^ichen,    da««  man  dea 
rahl  aber  die  ßaiize  Uefluung  »  den  «irilen  titmblen 
nbu«  dnbvi  ein«  Abw«khunf  für  die  {  Süablen  entotabcn  «a  t 
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•m,  was  nttflrHch  mehr  al«  iwei  Linaeo  erfordert  SoHfe  aber 
sogleich  die  Oeffnung  betrficbttich  grOaaer  werden  als  bei  Fraan- 
bofer«  80  miiaste  gleicbzeitig  die  Abweicbung  der  }  Strahlen  mit 
denen  des  Randes  und  der  Axe,  und  zwar  iiir  zweierlei  Brech- 
barkeit gehoben  werden,  was  die  Annahme  von  vier  Linsen  bedingt. 

Diese  Aufgabe  habe  ich  nan  gelöst  durch  ein  Objectiv,  wel- 
ches aus  zwei  Crownglas-  und  zwei  Flintglas -Linsen  besteht. 
Dieses  Objectiv  vereinigt  Strahlen,  welche  parallel  zur  Axe  ein- 
fallen, fBr  zweierlei  Brechbarkeit  am  Rande,  in  S  und  In  der  Are, 
also  sechs  Strahlen.  Es  kann  betrachtet  werden  als  bestiehend 
aas  einer  Crowngla^linse,  deren  Farben-  und  Gestaltfehler  in  drei 
verschiedenen  Abständen  von  der  Axe  aufgehoben  werden  durch 
ein  nachfolgendes  negatives  Objectiv,  was  aus  zwei  FlintgLlsem 
ond  einem  Crownglas  zusammengesetzt  ist.  Das  negative  Objec- 
tiv hat  jedoch,  eine  weit  grCssere  Brennweite,  als  die  Crownglas- 
linse.  obschon  die  Fehler  in  beiden  gleich  gross  und  nur  im  Zeichen 
entgegengesetzt  sind.  Farben  und  Gestalt  sind  sonach  bei  die- 
sem Objective  in  höherer  Ordnung  gehoben ,  als  bei  den  jetzigen  *). 
Setzt  n^an  die  Oeffnung  \  der  Brennweite,  so  treten  wieder  Alf^ 
weichungen  noch  höherer  Ordnung  hervor  zwischen  Rand  und  }  ond 
■wischen  }  und  Axe.  Aber  sie  betragen  nicht  0^.2  Bogensekunde 
vnd  sind  daher  Rfr  eine  SOOmalige  VergrCsserung  erst  an  der 
Grenze  der  Wahrnehnibarkeit  des  Aoges.  Sollte  die  VergrOsse-« 
hing  stftrker  werden,  so  mdsste  die  Oeffnung  kleiner  sein.  Ein 
Fernrohr  von  3  Zoll  Oeffnung  wird  mit  diesem  Objective  nur  IS 
Zoll  Lfinge  bekommen.  Ein  4zrilliger  Refraktor  wird  2  Fuss  lang, 
während  er  jetzt  S  Fuss  lang  ist.  Das  Bild  aber  dieser  neoen 
Fernrohre  unterscheidet  sich  von  dem  der  jetzigen  dadurch  we* 
sentlich,  dass  man  auch  beim  Schwanken  mit  dem  Auge  keine, 
farbigen  Bildersäume  bekommt»  da  da^  Objectiv  halb  verdeckt 
werden  kann,  ohne  dass  Farben  sichtbar  werden.  Ich  branche 
nicht  erst  darauf  aufmerksam  zu  machen,  welche  Vortheile  aus 
der  Benutzung  dieser  Fernrohre  fQr  die  Messinstrumente  hervor- 


*)  Wollte  mao  da«  negadve  Olyecliv  blos«  an«  iwei  Liofea,  Crown 
nad  Flint,  conttruiren,  ao  könnten  entweder  oor  die  mittlem  Strahlen  in 
I  oder  nur  die  Farben  mit  Axe  und  Rand  vereinigt  werden,  immer  un- 
ter der  Vorauttetxong ,  daaa  die  Ch}atalt  der  poaitiTen  in  compenairen- 
dea  Crownglaalinae  willkührlich  bleibt.  Letsterea  iat  durchaoa  nöthig, 
an  nicht,  wie  Ganaa,  auf  wenig  T^anelwerthe  beschrankt  so  werden, 
deren  Brauchbarkeit  dnrrh  anderweitige  Rucksicliten  oft  problematisch 
bleibt.  So  aber  ist  stets  eine  ganxe  Reihe  von  Objectiven  roof^lirh,  von 
w<alcbea  jede«  aäronitilchen  Bedlngangen  entaprieht.  Unter  diesen  mnsa 
dann  daiyenlge  f^ewfthU  werden ,  waa  da«  gröaate  Oeflnongamaea  bekoamil. 
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gehen  werden.    Denn  mit  der  optischen  Kraft  wiehel  hekaniflirt 
die  Cienanigiceit  der  Meseang. 

Allein  es  sei  mir  gestattet,  hier  noch  mit  einigen  Worten  der 
Anwendung  dieses  Princlpes  auf  Milcroskope  sa  erwShnen. 

Im  Allgemeinen  kann  man  sagen ,  dass  durch  Verkünungder 
Brennweiten  die  FernrShre  nur  an  Anwendbarkeit  gewinnen.  Gm 
anders  verhält  es  sich  aber  bei  den  Mikroskopen.  Hier  ninat 
die  Wirkung  caet  par.  direkt  mit  dem  Oeffnungsmasse  su.  Bi 
Mikroskop  von  20^  Licht  ISsst  keine  Spur  von  dem  erkennen ,  wm 
bei  40^  Licht  mit  derselben  VergrGsserung  sichtbar  wird.  Aber 
unsere  besten  Mikroskope  von  100  bis  150^  Licht  lassen  so  W- 
trftchtliche  Gestaltfehler»  dass  sie  su  organischen  Untersuchnogm 
•  schlechterdings  untauglich  sind.  Nach  demselben  Princip  wie  M 
den  Fernröhren  kann  Ich  nun  Mikroskop -Objective  constndrem 
welche  aus  swei  vierfaclien  Objectiven  bestehen  und  nicht  m 
die  Gestalt-  und  Farbenfehler  in  drei,  sondern  in  flinf  verschie- 
denen Abst&nden  von  der  Aze  aufheben.  Wird  nun  sngieich  bei 
solchen  Objectiven  der  absolute  Massstab  vergrcissert,  so  d^i 
dieselben  nicht  wie  jetzt  1  Linie,  sondern  10  Linien  OeSnunge^ 
halten,  so  wird  der  Beugongsfehler  lOmal  kleiner  und  die  spbi- 
rischen  Gestalten  werden  bei  derselben  absoluten  Fehlergreue 
lOmai  genauer.  Es  ist  zwar  die  Durchfiihrung  dieser  neuen  Hi* 
luoskope  noch  eine  erhebliche  Arbeit,  aliein  sie  steht  nicht  in 
Vergleich  zu  der  ersten  hier  gelieferten,  und  so  hoffe  ich,  der 
sehr  geehrten  Classe  die  ausgefQhrten  Instrumente,  Femrohr  vbA 
Mikroskop,  bald  vorlegen  zu  können. 

Schliesslich  erflQlle  ich  eine  angenehme  Pflicht,  indem  ich  an* 
f&hre,  dass  diese  umfangreichen  Rechnungen  nur  unter  meiner 
Mitwirkung  von  meinem  Sohne  Dr.  Adolph  Steinheil  dorcb* 
geführt  wurden. 


Sitzung  der  mathematisch -physikalischen  Classe  der 
k.    Akademie    der  Wissenschaften    zu   MQncben    voa 

12.  Juni  18S8*). 

1)  Herr  Ministerialrath  Dr.  Stein  heil  legte  der  Classe  eb 
Teleskop  vor,  welches  durch  Silberspiegel  auf  Glas  wirkt 


*)  Ao«  den  Gelehrten  Aoseigen  der  k.  Akademie  der  WliisaMhiftw 
Bd.  XLVL  Nr.  m. 
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ond  ancb  darin  neu  ist,  das«  die  apbäriscbe  Abn-eicbung  des 
grossen  Spiegels  durch  ein  negatives  acbromatisirendes  Objectiv 
streng  geboben  ist  Der  Telieskopspiegel  bat  3  Pariser  Zoll  freie 
Oeffnung  und  nur  18  Zoll  Brennweite.  Das  compensirende  Ob- 
jecti?  greift  2  Zoll  vom  Brennpunkte  aus  gegen  den  Spiegel  in 
den  Lichtconus  ein,  und  bewirkt,  dass  von  hier  aus  das  Verbält- 
niss  der  Vereinigungsweite  zur  Oeffnung  wie  12:1,  also  eben  so 
wird«  wie  es  jetzt  bei  Fernrohren  oft  hergestellt  wird.  Dadurch 
geben  die  nun  üblichen  Okulare,  ungeachtet  der  bis  jetzt  noch 
nie  erlangten  Kurze  des  Instrumentes,  dennoch  dieselben  Ver- 
grdsserungen,  als  wenn  der  Teleskopspii^gel  36  Zoll  Brennweite 
hätte*  Unmittelbar  hinter  dem  Correetions-Objectiv,  was  9  Linien 
Oeffnung  bat  und  verkittet  ist,  steht  der  kleine  Planspiegel  in 
direkter  Verbindung  mit  dem  Okularträger,  der  sich  längs  des 
Rohres  in  Mikrometerschlitten  bewegt.  Dieses  Teleskop  entspricht 
vollständig  den  Erwartungen,  die  Uerr  Steinheil  in  einem  Schrei- 
ben an  Director  Peters,  den  Herausgeber  der  astronom.  Nach- 
richten, aus«pricht,  wie  in  Nr.  1138.  dieser  Zeitschrift  zu  lesen 
ist  Der  Lichtverlust  des  nach  Lieb  ig 's  Methode  versilberten 
grossen  Spiegels  beträgt  nur  9  Procent.  Die  Dicke  der  Silber- 
Bchichte  ergibt  sich  nach  Messungen  mit  einem  neuen  Stein- 
beil'sehen  Sphärometer,  der  3  Milliontel  einer  Linie  noch  deut- 
lich zeigt,  zu  ein  dreissigfausentel  Linie.  Durch  die  Silberschichte 
sieht  man  das  Sonnenbild  wie  durch  ein  blaues  Moderationsglas 
ala  scharf  begrenzte  Scheibe,  und  es  lässt  die  gieichmässige  In- 
tensität des  Sonneobildes,  durch  alle  Theile  des  Spiegels  betrach- 
tet, erkennen,  dass  sich  die  Dicke  der  Metallschicbte  wohl  nirgend 
am  ihren  zehnten  Thell  ändert.  Es  bildet  daher  der  Metallflber- 
lag  des  Giasspiegels  mit  der  polirten  Glasfläche  eine  Aequidistante, 
die  nirgend  von  der  Gestalt  des  Spiegels  mehr  als  ein  dreimal 
honderttansentel  einer  Linie  abweicht  und  somit  auch  bei  den 
strengsten  Anforderungen  an  Gestalt  der  Flächen,  selbst  fffr  die 
grSssten  Instrumente  genügen  würde.  Was  die  Reinheit,  Farb- 
losigkeit  und  Schärfe  des  Bildes  dieses  Teleskopes  anbelangt,  so 
übertrifft  es  darin  die  allerbesten  Achromaten  so  eminent,  dass 
der  erste  Blick  keinen  Zweifel  lässt.  Namentlich  ist  dadurch  der 
Eindruck  sehr  angenehm,  dass  auch  beim  Schwanken  des  Auges 
keine  Spur  von  Farbe  sichtbar  wird,  während  alle  Feinrohre  der 
Welt  farbige  Säume  zeigen,  sobald  der  Lichtbüschel  die  Pupille 
nor  theilweise  trifft,  da  kein  Achromate  ein  unsymmetrisches  Ver- 
decken des  Objectives  erträgt.  Dieses  Teleskop  wird  sich  also 
anch  ganz  besonders  zu  Heliometern  eignen. 

Ceberbaupt  ist  die  Tragvrdte  dieses  nenen  optischen  Prin- 
sipM  noch  nicht  absosehen,  da  mit  einem  sehr  geringen  Aufwand 
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von  mechanischer  Arheit  ganz  vollendete  Bilder  erzielt  #erdeiu 
Diese  stehen  zwar  jetzt  in  der  Helliglceit  bei  gleicher  Oefoung 
noch  etv^as  (Vettel)  gegen  die  Achromaten  znrilck.  Allein  sie 
kSnnen  dagegen  bei  sehr  kurzen  LSngen  eine  nngemein  grosse 
optische  Kraft  erhalten.  Herr  Stein  heil  ISsst  jetzt  ein  6zull^ 
Teleskop  dieser  Art  ausföhren,  was  nur  33  Zoll  lang  ist,  leicht 
getragen  and  am  Fenster  benutzt  werden  kann,  und  in  der  Wir- 
kung einem  Refractor  wenigstens  gleich  kommt ,  der  8  Pubs  Bremi- 
weite  hat  und  nur  auf  Sternwarten  benutzt  werden  kann.  Bedenkt 
man  fiberdiess,  dass  diese  Instrumente  bei  gleicher  Leistung  woU 
nicht  die  Hälfte  im  Vergleich  zu  jetzigen  Achromaten  kostea 
werden  und  dass  sie  diesen  an  Dauerhaftigkeit  nicht  nachstehen, 
da  durch  das  Glas  die  genaue  Gestalt  ftlr  alle  Zeiten  erhalteo 
wird,  neue  Versilberung  aber  nicht  mehr  MOhe  kostet»  als  das 
Reinigen  des  Objectives,  was  auch  jährlich  vorgenommen  werdei 
mnss,  so  scheint  durch  die  Anwendung  der  Silberspiegel  den 
Freunde  der  Astronomie,  so  wie  dem  ll^Ianne  des  Faches,  der 
Gehrauch  mächtiger  Instrumente  nnter  allen  Verhältnissen  ermög- 
licht zu  sein.  Herr  Steinheil  verspricht  schliesslich ,  der  Classe 
demnächst  ein  katadioptrisches  Mikroskop  vorzulegen,  was  nach 
ähnlichen  Prinzipien  wie  dieses  Teleskop  berechnet  und  con« 
striiirt  sei. 

2)  Ebenderselbe  hat  in  Folge  einer  Anregung  des  Herrn  Pro- 
fessor Seidel  und  mit  Genehmigung  des  hohen  Ministeriums  für 
die  mathematisch -physikalische  Sammlung  des  Staats  ein  4zulli- 
ges  parallaktisch  niontirtes  Fernrohr  anfertigen  las9en,  was  mit 
einem  neuen  Okularphotomcter  versehen,  bestimmt  ist,  die  Hellig- 
keitsmessungen  der  Sterne  bis  zur  7.  Grussenklasse  zu  ermeg- 
lieben.  Dieses  Instrument,  welches  Herr  Steinheil  der  Classe 
biemit  vorzeigte,  soll  an  Herrn  Professor  Seidel  auf  3  Jahre 
zur  freien  Benutzung  übergeben  werden,  um  denselben  in  den 
Stand  zu  setzen,  seine  schonen  und  nutzlichen  Arbeiten  in  der 
Photometrie  des  Himmels  auch  auf  kleinere  Sterne  auszudehnen, 
als  das  bisher  benutzte  Instrument  von  Herrn  Stein  hell,  was 
nur  13  Linien  Oeffnung  bat,  gestattete. 

Diesem  Photometer  liegt  die  Idee  zu  Grunde,  je  zwei  Sterne 
durch  Zuziehung  eines  dritten,  der  während  der  zwei  Verglei« 
chungen  seine  Helligkeit  nicht  ändert,  zu  bestimmen.  Hiedurch 
ist  es  mSgllch  geworden,  ohne  auf  die  Elimination  der  Helligkeit 
des  Grundes  zu  verzichten,  auf  dem  die  beiden  Sterne  ersehei- 
nen, den  Apparat  in  eine  blosse  Okularvorrichtung  umzugestalten. 
Oiese  läset  sich  an  jedem  Fernrohre  anbringen ,  womit  die  Schwie« 
fkelt  eaifemt  Ist,  die  bisher  beatuiA,  ^ii«»  TAxtflni^^  vi  «oleliei 
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MeMUDgeo  ein  dasa  aiuachliesslich  bestimmte«  iDstroment  erfor- 
derlieli  war. 

lodessen  gestattet  auch  dieses  Instroment  Dicht;  die  kleinsten 
Sterne»  die  es  zeigt»  in  Helligkeit  mit  einander  xu  vergleichen, 
ireil  ein  schwacher  Stern  verschwindet»  wenn  er  in  eine  Licbt- 
fläche  ausgedehnt  wird.  Dieser  Nachtheil  trifft  die  Methode  und 
ist  nicht  zu  entfernen  durch  Benutzung  grosser  Instrumente.  Denn 
auch  bei  diesen  werden  immer  noch  circa  6  Grussenklassen  wei- 
ter sichtbar  sein»  als  verglichen  werden  können.  Die  Messungen 
durch  Lichtflfichen  werden  sich  somit  nie  bis  zu  den  kleinsten 
Sternen  ausdehnen  lassen»  die  unsere  Instrumente  noch  zeigen. 
Um  die  kleinsten  sichtbaren  Sterne  zu  vergleichen»  muss  die 
Vergleicbung  nothwendig  im  Bilde  vorgenommen  werden.  Allein 
alle  bisherigen  Versuche  der  Art  haben  zu  keinem  Erfolge  ge- 
führt, and  konnten  es  auch  nicht»  weil  man  immer  darauf  ^ps- 
ging,  dem  hellem  Stern  durch  Verengung  des  Objectives  Licht 
n  entziehen»  um  ihn  gleich  hell  mit  dem  kleinem  zu  machen. 
Dadurch  aber  wird  da^  Beugungsscbeibchen  nothwendig  um  so 
grSsser»  je  kleiner  die  Objectivuffnung  wird.  In  demselben  Masse 
wird  aber  auch  die  Beleuchtung  des  Scheibchens  matter»  so  dass 
man  einen  matten  Lichtkreis  in  Helligkeit  zu  vergleichen  hätte 
mit  einem  durchmesserlosen  stechenden  Lichtpunkte.  Da  die  bei- 
den Erscheinungen  durchaus  keine  Aehnlichkeit  haben »  ist  es  klar» 
dass  alles  Urtheil  aber  gleich  hell  aufbOrt»  und  dass  sie  auf 
diese  Weise»  die  Qbrigens  von  Humboldt»  Herschel»  Ger- 
ling  Q.  A.  vielfach  angewandt  wurde»  nicht  sicher  zu  vergleichen  sind. 

Zwei  Sterne  sind  offenbar  nur  dann  als  gleich  in  Helligkeit 
an  beurtheilen»  wenn  ihre  Beugungsscheiben  gleich  gross  sind. 
Soll  daher  ein  Vergleichungsstern  hergestellt  werden »  dessen  Bea- 
g«Dgsscheibchen  im  Durchmesser  abnimmt  mit  der  Helligkeit  nnd 
dieser  proportional»  so  muss  das  Verhältniss  der  Oeffuung  und 
Brennweite  des  Objectives»  welches  iho  zeigt»  dasselbe  bleiben« 
wie  bei  dem  Stern»  den  das  Hauptfernrohr  zeigt»  und  die  Vermin- 
derung des  Lichtes  muss  jedes  kleinste  Element  des  Objectives 
treffen«  Denn  auch  auf  diese  Art  würden  aus  beiden  zu  verglei- 
chenden Sternen  gleich  grosse  Lichtflächen  von  gleicher  Grund- 
helligkeit»  wenn  man  beide  Licbtconus  in  gleichem  Abstand  vom 
Bilde  betrachtet»  und  daher  müssen  auch  im  Bilde  selbst  die 
zwei  Sterne  noch  als  gleich  hell  erscheinen. 

Diese  Bedingung  hat  nun  Herr  Stein  heil  erfilllt  durch  An- 
bringung eines  Fernrohres»  was  um  so  mehr  verkleinert»  je  wei- 
ter «ein  gegen  den  Vergleichungsstern  gerichtetes  Okular  her- 
Msgoiogen  wird»   and  es  gibt  die  Verstellung  des  Okulares  das 

81  • 
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Mass  flfr  die  Verminderang  der  Helligkeit.  Anf  diese  Weise  las- 
sen sich  die  Sterne  im  Bilde  eben  so  sicher  vergleichen»  ab 
durch  Lichtscheiben  9  weil  man  auch  hier  bei  gleicher  Helligkeit 
der  Fliehe»  aber  bei  gleicher  GrSsse  derselben  vergleicht»  die 
Vergleichung  somit  auf  dasselbe  Prinsip  zurfickgefOhrt  ist. 

Dieses  neue  Photometer  besteht  bloss  in  einem  eigens  cos« 
struirten  Okular  und  Ifisst  sich  bequem  an  jedem  Fernrohre  ohne 
alle  Abänderung  anwenden»  so  dass  die  Bestimmung  der  kleinea 
Sterne»  die  ihrer  grossen  Anxahl  wegen  viele  Beobachter  forderi» 
die  sich  in  die  Arbeit  tbeilcn»  von  Jedem  vorgenommen  werdet 
kann»  der  im  Besitze  eines  Fernrohres  ist. 

Herr  Steinheil  glaubt  seine  Methode  der  Bestimmung  der 
Lichtmengen  der  Sterne  durch  diesen  neuen  Beitrag  wesentüdi 
verfollständigt  zu  haben,  da  erst  jetzt  alle  Sterne  vergleichbar 
sind»'  und  wird  eine  ausführliche  Beschreibung  des  neuen  Appa- 
rates mit  Abbildung  fflr  die  Denkschriften  bearbeiten»  da  aoch 
seine  erste  Arbelt  über  diesen  Gegenstand:  »»Elemente  der  Bel- 
ligkeitsmessungen^'  in  den  Denkschriften  gedruckt  ist 


III. 

Telescope   mit  Silherspiegeln   anf  Glas*). 

München.  In  der  Sitzung  der  mathematisch-physikaÜjichenClasse 
unserer  Akademie  der  WissenschaOen  vom  12.  d.  M.  legte  der  Aka- 
demiker Ministeriatrath  v.  Steinbeil  ein  in  seiner  Werkstätte 
ausgetlShrtes  Teleskop  mit  Silberspiegeln  auf  Glas  vor»  das  voo 
80  überraschender  Wirkung  ist,  dass  dieser  neue  Gegenstand, 
der*eine  grosse  Zukunft  für  die  Instrumental  -  Astronomie  erwar 
ten  lässt»  wohl  in  weiteren  Kreisen  Interesse  erregen  dürfte. 

Es  unterliegt  wohl  keinem  Zweifel»  dass  das  New  ton 'sehe 
Spiegelteleskop  vom  Standpunkt  der  Theorie  aus  ungemeine  Vor 
Züge  vor  dem  Fernrohr  besitzt,  weil  seine  Theorie  streng  richtig 
ist»  und  daher  auch  mehr  leisten  muss»  als  die  vollendetste  Diop- 
trik.  Denn  hier  wird  der  Lichtstrahl  nicht  in  seine  Farben  zer- 
legt» wie  bei  der  Durchdringung  der  Glaslinsen.  Es  entstehen 
also  jene  Farbensäurae  der  Bilder  gar  nicht»  deren  Hebung  in  der 
Dioptrik  die  grüsste  Schwierigkeit  bildet»  und  die  nie  vollständig 
gelingt»  namentlich  bei  grossen  Refractoren  unvermeidlicb  bleibt 

*)  Aa«    der    Beilage    so  Nr.  175.   (24.  Jnoi  18S8)    der  AllgemtiBia 
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Aber  die  Teleskope  hatten  eo  grosse  M&iigel  anderer  Art  im  Ver- 
gleich zu  den  Refractoren ,  dass  sie  hei  uns  in  Deutschland  (et^a 
mit  Ausnahme  von  Lillenthal)  eigentlich  nie  Eingang  fanden.  Nur 
in  England,  dem  Lande»  wo  sie  erfunden  nurden,  hat  man  sie 
nil  Erfolg  in  der  Wissenschaft  benutzt.  Die  Mängel  der  Spie- 
gelteleskope, die  bisher  alle  Talente  dieser  Sphäre  abschreckten, 
ihre  Kräfte  der  Verbesserung  dieser  Instrumente  zu  widmen ,  und 
sie  reranlassten,  sich  der  Dioptrik  zuzuwenden,  sind  nun  haupt- 
•ichlich  folgende:  1)  betragt  der  Licbtverlust  bei  Reflexion  von 
Metallspiegeln  3^)  Procent  und  mehr,  so  dass  ein  Teleskop,  das 
aweimalige  Reflexion  des  Lichts  fordert,  55  Procent  des  einfal- 
lenden Lichts  absorbirt,  und  also  fast  doppelt  so  grossen  Durch- 
Besser  als  ein  Fernrohr  ntithig  hat,  um  gleichviel  zu  leisten. 
2)  Ein  noch  schlimmerer  Uebelstand  bei  den  Spiegelteleskopen 
ist  ihre  geringe  Dauerhaftigkeit.  Sehr  bald  laufen  die  Spiegel 
durch  Einwirkung  von  Gasarten  an,  und*  ein  Aufpoliren,  um  sie 
so  reinigen,  hat  in  der  Re^el  den  Untergang  der  genauen  Gestalt 
dea  Spiegels  und  damit  seiner  Leistung  zur  Folge.  Ausserdem 
al>er  zeigen  3)  die  Spiegelteleskope  nie  so  scharf  als  die  Refrac- 
toren,  weil  die  sphärische  Abweichung  des  Spiegels  hier  nicht 
80,  wie  bei  den  Fernrühren  vernichtet  werden  kann. 

Das  vorgezeigte  SteinheiTsche  Teleskop  ist  nun  frei  von 
diesen  Mängeln.  Eine  dem  Anschein  nach  unbedeutendo  chemische 
Erflndung  hat  die  Entfernung  aller  Mängel  des  Teleskops  ermög- 
licht, und  ist  also  von  unberechenbarem  Nutzen  flQr  Optik  und 
Astronomie.  Liebig*s  Versilberung  polirter  (alasflüchen,  nach 
einer  neuen,  hiM  dahin  noch  nicht  veröffentlichten  Methode,  ist 
n&mlich  so  überaus  gleich  massig  und  dünn,  dass  die  Metallseite 
der  Versilberung  eine  vollkommene  Aequidistante  der  Glasfläche 
bildet  und  durch  blosses  Abreiben  mit  weichem  Leder  zum  hoch- 
polirten  Spiegel  wird.  Dabei  haftet  diese  höchst  dünne  Silber- 
achicht  so  fest  an  dem  Glas,  dass  der  Spiegel  selbst  hohen 
Temperaturen  ausgesetzt  werden  kann,  ohne  sich  wie  die  bishe- 
rigen ähnlichen  Versilberungen  abzulösen.  Kach  Messungen  von 
Steinheil  ist  der  Lichtverlust  dieser  Silberspiegel  unter  45^  nur 
9  Proc.  (S.  Astron.  Nachr.  Nr.  1138.)  Er  beträgt  also  bei  zwei- 
maliger Reflexion  nur  17  Proc,  während  ein  Frauen  hofer' sches 
Objectiv  23  Proc.  Lichtverlust  hat.  Teleskope  mit  Silberspiegelu 
atebeu  sonach  den  Fernröhren  gleicher  Oeffnung  in  Helligkeit 
nicht  nach.  Nun  hat  aber  Steinheil  auch  Mittel  gefunden,  die 
aph&riache  Abweichung  der  Spiegel  durch  ein  kleines  negatives 
Objectiv,  das  einen  Theil  des  Oculara  bildet,  in  aller  Strenge, 
wie  bei  den  Refractoren,  aufzuheben,  so  daas  die  Deutlichkeit 
daa  neaen  Spiegelteleskops  selbst  die  der  besten  Fernröhre  über- 
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trifft,  weil  keine  Spar  von  farbigen  Säamen  an  den  Bildern  sidit- 
bar  wird.  Die  mit  einer  Silberschicht  von  der  Dicke  eines 
Dreiseigtausendstels  einer  Linie  belegte,  genau  sphärisch  poHrie 
Glasfläche  des  Spiegels  bleibt  sonach  stets  geschützt  durch  die 
Sl[berscbicht.  Selbst  wenn  diese  mit  der  Zeit  anlänft  nud  dardi 
Abreiben  mit  Leder  wieder  rein  gemacht  werden  muss ,  bleibt  dif 
Glasfläche  unberührt,  und  damit  die  genaue  Gestalt  erhalten.  Ja, 
wenn  selbst  mit  der  Zeit  die  Versilbcrnng  des  Spiegels  erneuert 
werden  muss,  so  ist  dazu  nicht  mehr  Mühe  und  Vorsicht  erfor- 
derlich, als  jetzt  beim  Reinigen  der  Objective.  Diese  Teleskope 
sind  also  wenigstens  eben  so  dauerhaft  als  Refractoren.  Sie  Me- 
ten aber  noch  andere  wesentliche  Vortheile.  Es  kann  nSrolich 
die  Oeff^Dung  im  Verhältniss  zur  Brennweite  viel  grosser  als  bei 
Fernröhren  gemacht  werden.  Das  vorgelegte  Teleskop  hat  3  Zell 
Oeffnung  und  18  Zoll  Brennweite,  während  es  in  der  Leistung 
einem  dreizölligen  Fernrohr  von  42  Zoll  Brennweite  sehr  nahe 
gleichkommt  Ein  sechszOllif^es  Teleskop  bekommt  nur  33  Zoll 
Länge,  und  bleibt  somit  leicht  transportabel  und  am  Fenster  be- 
nutzbar, während  die  Anwendung  eines  sechszulligen  Refractors 
gleicher  Leistung  eine  Sternwarte  erfordert. 

Endlich  ist  die  Herstellung  dieser  Teleskope  einfach  im  Ver- 
hältniss zu  der  der  Refractoren,  und  ganz  unabhängig  von  hono- 
genem  wellenfreien  Glas,  so  dass  die  Preise,  im' Vergleich  mit 
denen  der  Refractoren  von  gleicher  Leistung  von  Merz,  kaon 
ein  Viertel  betragen  werden.  Diese  Vortheile  sind  so  erheblich, 
dass  wir  hoffen  dürfen,  die  Silberspiegel  -  Teleskope  bald  einge- 
führt zu  sehen.  Sie  scheinen  nicht  nur  geeignet,  in  der  Wissen- 
schaft Anwendung  zu  finden,  sondern  sie  werden  auch  den  Freuod 
der  Astronomie  in  den  Stand  setzen,  die  Wunder  des  Hironieb 
sich  ohne  grosse  Opfer  näher  als  bisher  ansehen  zu  können. 


Schreiben  des  Herrn  Dr.  Völler,  Lehrer  an  der  Realschule 
zu  Saalfeld,  an  den  Herausgeber. 

Da  der  im  dritten  Hefte  des  30sten  Theils  Seite  3S5.  von 
Ihnen  erwähnte  und  zugleich  bewiesene  geometrische  Lebrsati 
Im  vierten  Hefte  dieses  Theils  Seite  479.  durch  Herrn  Professor 
Dr.  K5nig  bereits  eine  andere  LCsung  gefunden,  so  erlaube  ich 
mir,  auf  Ihre  frühere,  noch  nicht  beantwortete  Frage:  „Wie 
lässt  sich  dieser  Satz  einfacher,  etwa  mittelst  des 
otolemäischen  Lehrsatzes,  beweisend*  —  folgende  Mit- 
heilung  zu  machen: 


MiMceiUn.  471 

Rlao  lege  om  das  Dreieck  ahc  (Taf.  VL  Fig.  4.)  einen  Kreis, 
liehe  eine  beliebige  Linie  cd^  verlängere  dieselbe  bis  zur  Peri- 
pherie und  verbinde  dann  noch  die  Punkte  a  und  6  mit  f,  so  Ist 
Bsdi  dem  ptpiemäiseben  Lehrsatze: 

ac.bf'\'bc,af^ab,cf,  (I) 

Da  aber  J^adfoKj £ihcd  und  ^acdoj^bdf,  so  verhält  sich: 

afidd=ibc:cd 


■nd 


Midiia  ist: 


bfibd=iac:ed. 


j,     bc . ad       .  ^      ac.bd 
Subefitnlrt  man  diese  Werthe,  so  rauss  No.  (1)  in 

d.  I.  in 

ac'^.bd  f  bc^.ad=zab.cf.cd  (2) 

fibergeben.    Ans  leicht  zu  begreifenden  Grfinden  ist  iodess : 

cf,  cd  =  ed^+ed.dff 
also 

ac*.bd  +  bc^.ad  =  ab.icd^+cd.df), 

oder 

0^.bd+bc^.ad'^cd^.aA=zab.cd.df. 

Es  ist  aber  nun: 

cd.df^=^  ad.db, 

weil  ^adfoodkbde.    Folglich  Ist: 

a(?^.bd+b6^.ad  —  cd!^.ab=:ab.ad.bd,  (3) 

w.  z.  b.  w.*) 


*)  I«h  danke  dem  Herrn  Verfacter  «ehr  für  dieao  MiUheiInngi  da 
er  neioe  Vermnlhuog,  das«  der  Sati  «ich  am  be«ten  milteUl  des  Pto- 
leBiiitcheB  Satsee  mnsce  beweiaen  laeeep»  «ehr  «chön  beetitigt        G. 
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Von   dem   Herftatgeber. 

■    :    •  I 

A  H  f  g  a  b  e. 

Ein  rechtwinkliges  ebenes  Dreieck  za  bestimmen, 
dessen  Seiten  in  stetiger  Proportion  stehen,  ond  wo* 
rin  eine  Seite  die  gegebene  Grosse  a  hat. 

Die  drei  Selten  des  zu  bestimniendeii  Dreiecks  seien  XtH^t* 
Nach  den  Bedingungen  der  Aufgabe  soll  die  eine  Seite  die  mitt- 
lere Proportionale  zwischen  den  beiden  anderen  sein.  Wir  wol- 
len annehmen,  dass  dies  die  Seite  y  sei/ und  demzufolge 

1) a::y=y:i 

setzen.    Da  wir  diese  Proportion  auch  unter  der  Form 

schreiben  können,  so  ist  es  offenbar  gleichgültig,  welche  von  den 
beiden  Seiten  d?,  i  als  die  kleinere  und  welche  als  die  grfissere 
angenommen  wird;  denn  einander  gleich  können  beide  als  Seiten 
eines  rechtwinkligen  Dreiecics  offenbar  nicht  sein,  weil  dann  Ter* 
ro5ge  obiger  Proportion  augenscheinlich  x=^y=^z  sein  rofisste»  dte 
Dreieck  folglich  gleichseitig  sein  wurde.  Wir  wollen  daher  grös- 
serer Bestimmtheit  wegen  von  jetzt  an  voraussetzen,  da«ts  von 
den  beiden  Seiten  x^  z  die  erstere  die  grossere  sei.  Dann  liefert 
4ins  der  pythagoräische  Lehrsatz  die  Gleichung 

2) «•db«*  =  iy*, 

also  nach  l)  die  Gleichung 

3) -  j?«±2«  =  a-i. 

Nun  soll  eine  der  drei  Seiten  die  Grösse  a  haben.  Es  kann 
also  :r  =  a  oder  y  =  a  oder  z=za  gesetzt  werden. 

I.    Setzen  wir  :r  s=a,  so  wird  vorstehende  Gleichung  3): 

4)    .    .    .    .      a*±2*=:«i,     «*T«*=Ta*f 

woraus 


(*T 


-J«« 


4a)«  = 

'  +ia« 


folgt.    Also  sind  bloss  die  unteren  Zeichen  znlissig,  fblglicli 

«  +  4o  =  i:JaV5, 
"tlso 


sn  «etten,  wo  offenbar,  weil  x,  seiner  Nätnr  nach  positiv  ist,  nur 
die  oberen  Zeiclien  anlXssig  sind,-  and  daher 

,=3ja(v8-l). 

folglich,   weil  y*^d»s:ax  Ist, 

geaetart  .wetdeo  mnsa«  ..Wir  haben  daher  die  AuflOsang: 


VVS~1 
— 5 — '  *  = 


4a(VS-l); 


die  den  Gleichangen 

entspricht. 

II.  .  Setzen  wir  xssa,  se  wird  die  Gleichung  3) : 

r 

8)    .    .    .    .    x*^a*=sax,    «•  — aar=s  T«'» 

woran« 
■  (  -!<*• 

.    (x-4o)«= 

folgt/ also  wieder  bloss  die  nnferep  Zeichen  zulässig  sind.    Folg. 
Beb  Ist 

also 

sr  =  jtf(ldbV5), 

worin  man  bloss  das  obere  Zeichen  .nehmen   kann,    weil  sonst  x 
n^ativ  werden  würde»  und  daher 

a?  =  4o(V5  +  I) 

■ 

setzen  muss.    Wir  haben  daher,  wM  y^ssxzsiax  lat,  folgende 
Aafldsong:  * 

a:  =  ia(Vö+l)-    9  =  ^\^^»    »=«» 
wslehe  den  Gleichangen: 


Tl«.         I» 
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III.    Setzen  wir  y^«»  «o  wird  dteGleichoDg  3),  mit  Ricfc- 
eicht  auf  die  Gl^ichoog  dPissy^ssa*;  .     . 

6) «■±i*»a^y    xzxxa^ 

Aas  diesen  Gleichungen  wfirde  folgen  t 

folglich  fflr  das  obere  Z#ichens 

was  ungereimt  Ist    Also  Ist  bloss  das  dVitere  Zeichen  sniSssfg,  wA 
daher  su  setzen: 

Also  ist 

•  •        ■    *    ■ 

folglich 
woraus 

folgt»    und  daher  offeobar  bi«iss  das  obere  Zeichen  saiSssig  ist« 
Mit  Räcksicht  darauf,  dass  x  positiv  seid  muss,  ist  also 

folglich 

_fl|| a 4/"v8-T 

Wir  haben  daher  folgende  Auflösung  r 

welche  den  Gleichungen 

^•  — «•  =  .V*»   Sf  =  «»    *«  =  y* 
entspricht 

Wir  haben  also,  wenn  von  den  drei  Sotten  w,  y,  s  die  sweite 
y  die  mittlere  PropottlonaVe  u^\acheii  den  beiden  aa^HFift,, jit  i 
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ImeicfaiieD/  und  foii  diesen  letstereo  Jf  die  grOeeere  sein  soll, 
die  drei  folgendeo  AaflttsnBgeiit 

■ 

I.    «=a.    gtz:a\^^,    «  =  la(V5-l); 

III.    a:=aY  — g — ,    y  =  a,    «=0^  — 2 — * 

welche  den  Gleiehangen: 

I*.    xssa,    jr«  =  y*,    j:*— 2*=y*   eder  y*  +  j*  =  j:*; 

II*.    j:*  — 2*  =  y*  oder  y*  +  2*s=ap*,    a:i=y*,    x=ia; 

III*.    «•  —  2*  =  y*    oder  y*  +  x*=  o:*,    ^  =  a,    a?2  =  y* 

eotsprecben. 

Durch  eine  einfache  Probe. Icann  man  sich  von  der  Richtig- 
keit der  vorstellenden  ResaVtate  tiberzeagen.  Die  Hypotenuse  ist 
nach  den  vorstehenden  Gleichungen  immer  x,  was  sich  auch  too 
seihst  versteht»  weil  anter  den  gemachten  Voraussetaungen  offen- 
bar X  die  grosste  von  allen  drei  Seiten  sein  muss. 

2nr  Construction  von  I.  dient  die  Gleichung 

«*  — 2*=a2,    fl*=2(2  +  a); 

also  die   Proportion: 

2:0  =  0:2-1-09 
und  die  Construction  ist  aus  Taf.  VI.  Fig.  5.  von  selbst  ersichtlich. 
Zur  Construction  von  II.  dient  die  Gleichung 

also  die  Proportion: 

:r:a  =  a:j;— o, 

«nd  die  Construction  ist  aas  Taf.  VI.  Fig.  &  von  selbst  ersichtlich. 
Zur  Construction  von  III.  dienen  die  Gleichungen 

X*  —  2*  =  (ä  —  *)  (x+z)=i  a^f    X2  =  a* 

oder' die  Proportionen: 

...,,    .  x-rrZiM^aixfz,    xia  =  ß:x; 

'diMr*  IM  weich  auf  feigende -Art  bedleneo  kann..  .  •  ; 
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lieber  einer  beliebigen  Geraden  AB  (Taf.  VI.  Fi§.7.)  ab  Dareb- 
messer  beschreibe  man  um  deo  Mittelpaokt  C  eioen  Kreiai»  erricbll 
auf  AB  in  B  ein  Perpendikel  Bl)=AB  und  ziehe  dorcb  Cwwi 
D  eine  den  Kreis  in  jE  und  F  schneidende  Gerade.  Hierauf  be* 
schreibe  man  fiber  BD  als  Durchmesser  einen  Kreis,  trage  ii 
denselben  von  D  s^usDE  als  Sehne  ein,  so  dass  DG=DE  vrir^ 
und  ziehe  BG,  so  erhält  man  dtka  rechtwinklige  Dreieck  BDG. 
Nun  schneide  man  auf  BG  von  B  aus  BG'  =  a  ab  und 
G'iy  mit  GD  parallel,  so  ist  BG'iy  das  verlangte  Dreieck 

Denn  es  ist 

BD^=DE.FD=DG.{DG\BD), 

also 

und  ferner  nach  der  Conatroction 

BD  _  Biy       ,      fBDfX     1  .  Biy 

•der 

ßD'*=D'G'*+iyG'.BD',    Biy*-D'G'*=iy&.Bff.       ^ 

Nun  ist  aber  nach  der  Constraction 

BD'*—D'G'*  =  BG'*  =  a*,   also  D'G'.BD'  =  ^. 

Setzen  wir  also 

BDf=x.    D'G'=^z,    BG'=^a; 

so  genfigt  das  rechtwinklige  Dreieck  BG'D*  offenbar  den  Bedin« 
gungen 

und  ist  also  das  gesuchte. 


Bemerknngen  über  einen  geometrischen  EleiuentarsatZy  über 

die   Atiflösung  der   biqoadratischen   Gleichungen    and  eioc 

Aufgabe  aus  der  Lehre  vom  Gröbsten  und  Kleinsten. 

Von  dfem  Herausgeber. 

I. 

In  den  Nouvelles  Annales  de  Math^niatiques.    Te«s 
XVI.  Mars  1857.  p.  125.  hat  Herr  E.  A.  Gouy  n  LavaMie 
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dleToh^nde  b^aehti^nsvrertlre  nnd  Aufnahme  in  die  Elemente  ver- 
dienende  Conntraction  deft*  mittleren  ProportionaHinle  zwischen  swei 
llf^eheneii  Linien  mitgetheilt,  welche  bloss  den  Gebraach  des 
Lineals  and  Zirkels»  nicht  auch ,  nie  die  gewöhnlichen  Gonstrue- 
tionen,  des  rechtwinkligen  Dreiecks»  in  Anspruch  nimmt»  Ob 
diese  Oonstrnctioh  sonst  schon  bekannt  ist,  «leiss  ich  nicht;  mir 
war  sie  unbekannt,  nnd  ITlr  die  Leser,  welche  sich  in  gleichem 
Falle  mit  mir  befinden,  theile  ich  sie  hier  mit. 

Die  beiden  gegebenen  Linien  seien  a  und  6,  und  a  sei  die 
grossere.  Auf  einer  beliebigen  geraden  Linie  ION  (Taf.  VI.  Fig.  8.) 
trage  man  AB^^k  aut^  und  mache  ^C=a  und  BDzsa.  Hler^ 
auf  beschreibe  man  mit  der  Zirkehlffnung  m  ans  C  und  D  aU 
Mittelpunkten  zwei  sich  in  E  schneidende  Kreisbogen ,  und  ziehe 
EA  oder  EB,  so  ist  jede  dieser  beiden  Linien  die  gesuchte  mitt- 
lere Proportionallinie  zwischen  a  und  6. 

Der  von  Herrn  Gouzy  nicht  gegebene  Beweis  ist  sehr  leicht 
zu  fähren.  Man  denke  sich  EC  und  ED  gezogen  und  von  E  auf 
AB  das  Perpendikel  EF  gef&llt,  w*elches  AB  in  F  halbiren  wird, 
so  dass  AF=^  BF^ib  Ist.  Nach  einem  bekannten  Satze  vom 
Dreieck  bt  nun 

D&==:Ä&  +ljA^i^2.DÄ.Al\ 
also  nach  der  Construction  offenbar: 

=:5£«+(a-.Ä)«+(o— 6)Ä, 
folglich  nach  gehuriger  Entwickelung  auf  der  rechten  Seite : 

o«=,/SB«  +  a*  — aÄ, 
woraus  auf  der  Stelle 

A&^ab   oder    a:AE:=iAE:b 
folgt,  wie  verlangt  wurde. 


Die  ron  Lagrange*)  gegebene  Methode  zur  Auflösung  der 
▼oüfltindigen  biqaadratischen  Gleichungen,  in  denen  das  zweite 

-^*'^   '-*  -  - • 

^  Vaav«Aaz  Memoire!  de  Berlin.    T.  fl. 


478  MUuUm$. 

Glied  nicht  fehlt,  «cheiilt  Dicht  «0  bekiiDnt  so  Beiiii  wie  sie  fe^ 
dient;  ich  u-iJI  dieselbe  daher  in  Folf^enden  tun  mittlieile«»  weai 
die  Methode  auch  nar  als  eine  Verallgemeinerang  der  bekaaaln 
alten  Methode  von  Ferrari  zu  betrachten  ist. 

Die  aufzalösende  Gleichung  sei 

Man  bringe  dieselbe  auf  die  Form 

a:*  +  aa?'=— äj:* — ar— dt, 

nnd  addire,   indem  41  eine  neoe  unbekannte  Grösse  heieicIuMl 
auf  beiden  Seiten  die  Grösse 

(2»  +  Ja«)x*  +  Oll*  +  II»; 

so  erhält  man  links  die  GrGsse 

=  (a:»  +  Ja«)«  +  2(a^  +  i<wp)  «  +  u*, 
also  das  vollkommene  Quadrat 

und  rechts  die  Grosse 

=  (2ti  +  lci«-6)«*+(fli«— c)«  +  ti«-€/. 
Jede  Grösse  ron  der  Form 

ist  nun  immer  dann  ein  vollkommenes  Quadrat,  wenn 

ß=2Va,Vr 
ist,  weil  unter  dieser  Voraussetzung  offenbar 

ist* 

Bestimmt  man  also  u  aus  der  Gleichung 

oii-c  =  2V2ti+iai*-6.Vtt>— d, 

so  ist  die  Grösse,  welche  man  oben  auf  der  rechten  Seite  df«    . 

Gleichheitszeichens. erhielt,  das  voilstftndige  Quadrat  : 

1 

■  i 
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(« y  2«  +  Ja«  -6 + V1?=S)«, 

■•i  BHUi  bat  daher  iqr  jBeatiininang  voo  x  nach  dem  Obigeo  die 
Gleichang: 

welche  auf  die  qoadratidcbe  Doppelglei^hung 
oder 

r 

fllhrt,   aas  welcher  die  Wertbe  von  x  aaf  bekannte  Weise  be* 
stimmt  werden  kSnneo.    . 

Die  Gleichnngy   aas  welcher  nach  dem  Obigen  ti  bestimmt 
werden  muss,  föhrt  sa  der  Gleichung 

(an — c)«  =  4(2«  +  Ja«— 6)  (tt*— d), 
ond  wird  nach  geh9riger  Entwickelung  leicht  auf  die  Form 

„•-J6i,e  +  J(ac— 4rf)«— J|(a«— 46)il+c*»=rO 

gebracht,  ist  also  vom  dritten  Grade. 

Daher  bat  man  jetzt  zor  Bestimmung  von  :r  die  beiden   fol- 
genden Gleiehuogeo  des  dritten  und  s weiten  Grades: 

ii»-iÄi4«  +  l(öc-4d)tt-Jl(a*-4Ä)rf+c*|=0, 

■ 
in  denen  die  vollständige  Auflösung  der  Gleichung  des   vierten 
Grades 

in  weicher  das  zweite  Glied  nicht  fehlt»  enthalten  ist. 


HI. 

A  u  f  g  a  b  e. 


Drei  GrOsseo  x,,ff,  x,   deren  Summe  die   gegebene 
ttrSese  $  Ist»  sind  dnrch  Messung  bestimmt  worden*). 


*)  Etwa  di«  dr«l  Winkel  eine«  ebeneo  Dreieck«  mit  dem  Tkmidolitoiw 
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und  man  habe  dadoreh  ;f6r,di«^6:drei  GrSssen  reapee* 
tive  die  Werthe  a,  b,  e  erbalten.  Da  diese  Werthe  nit 
Bi^obaielitüngareblerri  behaftet  siadi  und  ihre  SanäN 
also  im  Allgemeinen  nicht  genao  s  ist,  so  soll  aaa  diit^ 
selben  so  verbessern^  dass  die  verbesserten  Wertbe 
genau  die  Summe  s  geben,  uhd  die  Summe  der  Q«i- 
drate  der  Verbessernngen  ein  Bfinimam  Ist 

A  u  f  i  8  s  u  n  *g.   -   • 

Die  gesuchten  Verbesserungen  seien  ^i,  f^$  i|»  so  siikI  dii 
verbesserfen  Werthe  'a-f'^i»  6-f  yi»  c+%i;>  also  nach  deoBe* 
dingungen  der  Aufgabe 

(a+^i)  +  (6+»i)+(c+tt)  =  f 
öder 

fi  +yi  +h  =t— (ä  +  *  +c). 

Die  Summe 

soll  ein  Minbnum  werden«    Weil  nach  dem  Vorh^^ebeDden 

1,=*— (a  +  6  +  c)— 4?i— yi 
Ist,  so  ist 

«  =  a:i«  +  yi«  +  U— (a+6+c)— ari  — yi  P, 
also: 

i«=2*4« +2yi«  +  2d?,yi  -  2  If  -  (a+6+c)|  (Xi  +y,)  +  U-Ca+Hc)»*' 
Hieraus  ergiebt  sich: 

^  =  4,1  +  2ar, -2U-(a  +  6  +  c) ) ; 

also  wegen  der  bekaonten  gemeinschaftlichen  BedingongM  to 
Maximums  ond  Minimums: 

2ari +yi -U  —  («+*+c))  =0, 
woran«  nan  sogieidi: 
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3«,  — U— (a  +  *  +  c)|=sO, 
3yi-t»-(a  +  «  +  e)|=0; 

also,   indem  man  zngleich  beachtet,   dass  nach  dem  Obigen 

2i  =»  — (« +6+c)— a:,  — yi 
i»t. 

«I  =  II«  — (O+Ä  +  C)}, 

»i  =  it»-(ai  b  +  c)\, 

erhält. 

Um  zu  prüfen,  ob  wirklich  ein  Minimum  Statt  findet,  mus«^ 
man  die  zweiten  partiellen  Differentialquotienten  von  u  entwickeln, 
wodurch  man  erhält: 

Also   ist,   unabhängig  von  bestimmten   Werthen  von  o:^   uud  yg, 
folglich  auch  Rir  die  obigen  Werthe  dieser  GrOssen  : 

die«e  Grosse  also  negativ,  und  die  Differentialquotieuten 

sind  beide  positiv,    woraus  sich  ergiebt,    dass  die  Bedingungen 
des  Minimums  vollständig  erfüllt  sind. 


Ueber   die   Inbaltsbestiminung    einei*    gewissen    Klasse   von 

Körperu. 

Voo  dem  Herautgeber. 

In  den  Probl^mes  pour  les  arpenteurs.  Traduit  de 
ritalien.  Paris.  18Q3.  hat  Mascheroni  Inhaltsbestimmungen 
gewisser  Körper  ohne  Beweis  mitgetheilt,  welche  nicht  so  bekannt 
zu  sein  scheinen,  wie  sie  verdienen.  Der  französische  Ueber- 
setzer  sagt  in  der  Vorrede  von  denselben:  ,,£n6n,  le  cinqui^rae 
livre,  apres  quelques  propositious  simples,  en-renferme  quelques 
antres  plus  difGciles,  dont  les  dämonstrations  pourraient  etre 
loDgnes  et  penibles,  si  l'on  s'en  tenait  aux  principes  de  la  Göo- 
mittle  ordinaires,  niais  se  trouveront  facilement  au  rooyen  des 
fornules  qne  fournit  le  calcul  integral  pour  la  cubature  des  soli- 
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des.''  In  der  That  bedarf  man  aber  der  allgemeineo  Cobatar- 
Formeln  der  Integralrechnong  nicht»  um  sn  den  betrefendei 
Sätzen  zu  gelangen»  sondern  reicht  mit  einigen  leichten  elemei* 
taren  Gränzenbetrachtungen  vollkommen  ans,  welche  ich  id  die- 
sem Aufsätze  im  Interesse  des  stereometrischen  Elementar-Unter- 
richts,  in  welchen  die  im  Folgenden  entwickelten,  auch  praktisck 
wichtigen  Formeln  aufgenommen  zu  werden  verdienen»  mitfbei- 
len  werde. 

In  Taf.  VI.  Fig. 9.  sei  ABCA'B'C  ein  Korper,  welcher  tob 
den  beiden  parallelen  ebenen  Dreiecken  ABC  und  A'B'C  ib 
GrundflSchen»  den  beiden  ebenen  Seitenflächen  ABÄ'B'  ond 
ACA'C,  und  der  windschiefen  Seitenfläche  BCBC\  welche 
entstanden  gedacht  wird  durch  Bewegung  einer  Geraden,  die 
parallel  mit  den  beiden  einander  parallelen  Grundflächen  foitwXh- 
rend  auf  den  beiden  Geraden  BB*  und  CC  hingleitet»  so  dass 
also  diese  ^windschiefe .  Seitenfläche  von  jeder  den  beiden  Grand- 
flächen parallelen  Ebene  in  einer  den  Grundflächen  parallelen 
Geraden  geschnitten  wird»  eingeschlossen  wird.  Die  Entfernnog 
der  beiden  parallelen  Grundflächen  von  einander  soli  die  Hube 
des  Körpers  ABCA'B'O  genannt  und  durch  h  bezeichnet  werden. 

Um  den  Inhalt  J  dieses  Körpers  zu  bestimmen  erinnern  wir 
uns  zuerst  an  den  folgenden  Satz  *) :  Wenn  in  dem  Trapetio 
ABCD  (Taf.  VI.  Fig.  10.)  mit  den  parallelen  Seiten  AB  und  CO 
die  Linie  EF  parallel  gezogen  ist,  so  ist  immer: 

EF=AB.%^CD.^. 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  der  Höhe  des  Körpers  ABCA'B'C 
(Taf.  VI.  Fig.  9.),  dessen  Entfernungen  von  den  beiden  Grund- 
flächen ABC  und  A'B'C  sich  wie  mim'  verhalten  mögen»  den- 
ken wir  uns  eine  den  beiden  parallelen  Grundflächen  parallele 
Ebene  gelegt,  welche  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  den 
in  Rede  stehenden  Körper  in.  einem  Dreieck  schneidet,  dessen 
in  den  ebenen  Seitenflächen  ABA'B'  und  ACA'C  liegende  Sei- 
ten nach  dem  vorhergehenden  Satze  vom  Trapezio  offenbar 


»i+m  m  +  wi  m-{-m'  ^  tn-^m 


oder 


m.A'B!  ^m'.AB        ,    m.A'C-^m'.AC 
und    — 


m-\-m'  m-l-m' 


—    I   n.  m  -|-  Ff^ 

I  I         II'»  Wi^ip^w^ 

V  TkM  \\X.  6.  460,  l^oU. 
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sind.     Also  ist,  wenn  wir  den  Winkel  BAC  oder  BfÄC^   durch 
^^beseicbnen,  der  Inhalt  des  in  Kede  stehenden  Dreiecks  offenbar: 


,   m,A'B'\m'.AB  m.A'C^m'.AC    .    , 
'   : — -, • — 3 .sin^f- 


%  • 


Theilen  wir  nun  die  Hohe  A  unsers  Körpers  in  n  gleiche 
Theile,  wo  n  eine  ganze  Zahl  bezeichnet,  so  erhellet  mittelst 
einer  ganz  einfachen  Betrachtung  auf  der  Stelle«  dass,  wenn  im 
Folgenden  die  GrSnze  sich  auf  ein  in's  Unendliche  wachsendes 
II  bezieht,  der  Inhalt  Jauf  folgende  Art  ausgedrfickt  werden  kann: 

,     ,   .    ^,.      A)    O.A'B'  +  (n--0).AB  O.A'C'Mn-0).AC  y 

n  I  n  n  \ 

^,A'B'^(n-}).AB  l.A'C+(n-l).AC 
j — . , 

'  n  n 

.  2.A'B'+(n-2).AB  '2.A'C+(n-2).AC 


n 


n 


Z,A'B'  +  (n'-d).AB  3.A'C  +  in^3).AC 


n 


n 


u.  s.  w. 


(n  — l)..4'Ä'+(n  — (n-l)).JÄ 


n 

^  n 

Alle  Glieder  zwischen  den  Klammern  in  diesem  Ausdrucke  sind 
von  der  Form: 

ka'  +  (n-k)a  A6'+(«— A)5 

• » 

n 


n 


also  von  der  Form: 


^{A*a'6'  +  Ä(n-A)(a6'  +  6a')  +  (M  — A)*«6); 


n 


IMglidl  M  ötfeübar: 

+  p  w(l+2+3+....  +  (n--l)) 

X(AB.A'C'  +  AC.A'B') 


II 


4M 
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Nun  ist  aber: 


Lim  .p  [1«  +  'i*  +  3*+  V  •  +  (»— »)']  =  Lim .  ^^^-^-^— 


] 


1 


=  Li<n.k(l--)(2--)=l. 


n 


n 


Liiii.-^[n(l+2  +  3  +  ..,.  +  (n-l))-(l*  +  2»  +  3«+....  +  (ii-Wl 

. .  ^    :    .    •  . .  ■ .     •  -  i    ■ 


=Llm.-,[' 


1  r««(n  — 1)       (n  — l)n(2n-l) 


6 


] 


=Lim[4(l-^)-l(l-i)(2-^)]=i-i  =  i. 


Lim.i[l»+2»+3«+....+««]  =  Lim.^+*>^^"+*> 


n' 


6r* 


=Lira.l(li+^)(2  +  ^)  =  ;; 


also  nach  dem  Obigen  offenbar: 

Jz=z\hB\nA{\.A'B'.A'C'-\-l{AB.A'C'  '\-AC.A'B')-{-\,ÄBJC\ 

oder 

Jz:z\h^mA\AB.AC-{'\{AB.ACr  ■{-  AC.A'B')  '\-  A'B .A'C\. 
oder 

welche   Formel  man    auch   noch    auf  verschiedene  andere  Arteo 
ausdrücken  kann. 

Wenn  in  Taf.  VI.  Fig.  11.  der  Körper  ABCDA'BCD'  von 
den  zwei  parallelen  ebenen  Vierecken  ABCD  und  A' B'C*iy  a** 
Grundflächen,  und  den  vier  ebenen  Seitenflächen  ABA'B',  BCB'C^^ 
CDC'D*,  DAWA*  begränzt  wird(  so  kann  man  sich  vorsteileo* 
dass  eine  Gerade  parallel  mit  den  beiden  Grundflächen  sich  ^ 
bewege 9  dass  sie  immer  auf  den  beiden  Geraden  BB*  und  D^ 
hingleitet  y  wodurch  eine  durch  diese  beiden  Geraden  gebeod* 
windschiefe  Fläche  entsteht,  welche  den  Körper  ABCDA'B'Cff 
in  zwei  Körper  von  der  vorher  betrachteten  Art  theilt  Bezeicb« 
nen  wir  also  den  Inhalt  des  Körpers  ABCDA<B'C'D'  durch  1 
^ind  die  Entfernung  seiner  beiden  parallelen  Grundflächen  von  eio- 
oder  durch  A»  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden  offenbar: 


JsrlhAuA[AB.{AD^\A'D')^A'B'.{A'D'\\AD)\ 
+  lh»mC\BC.iCD  +  iC'flO  +  B'C'.(C'D'  +  iCZ))l. 

Wir  wollen  jetzt  einen  Körper  ABCDA'B'C'D'  betrachten, 
weloher  ganz  dieselben  Eigenschaften'  hat,  wie  der  vorher  eben 
SO' bezeichnete  Korper,  mit  dem  einzigen  Unterschiede,  da^s  die 
Seitenfläche  CDC^D'  keine  Ebene,  sondern  eine  windschiefe  Fläche 
ist,  welche  durch  eine  sich  stets  parallel  mit  den  beiden  Grund- 
flächen ABCD  und  A'B*C'D'  bewegende  und  dabei  immer  auf 
den  beiden  Geraden  CC  und  DD*  hingleitende  Gerade  erzeugt 
worden  ist. 

Wenn  wir  durch  einen  beliebigen  Punkt  der  Hohe  dieses 
Körpers,  dessen  Entfernungen  von  den  beiden  Grundflächen  ABCD 
und  A'B'C'D'  sich  zu  einander  wie  m',m*  verhalten  mögen,  eine 
den  beiden  Grundflächen  parallele  Ebene  legen,  so  sind  deren 
DurchschnittsUnieu  mit  d^n  Seitenflächeu  .     , 

ADA'D',    ABA'B*,    BCB'C* 
Dach  dem  Obigen  respective: 

m.A'D'-k-m'.AD      m.A'B' ^m'.AB      m.B'C  \-m'.BC 


m-\-mf  m-{-m'  m-i-m' 


und  bezeichnen  wir  nun  die  beiden  Winkel  DAB  und  ABC  oder 
D^A'B'  und  A'B*C'  respective  durch  A  und  B^  so  ist  nach  einer 
sehr  bekannten  Formel  der  Inhalt  des  Vierecks,  in  welchem  un- 
ser Körper  von  der  in  Rede  stehenden,  den  beiden  Grundflächen 
parallelen  Ebene  geschnitten  wird: 

,  m.A'D*^m*.AD    m.A'B'  +  m'.AB    .    , 
i  • ; — i • 1 — > •  Sin  A 

,  m.A'B'+m'.AB  m.B'C'-hn'.BC   ^^g 

,  m.A'D'+m'.AD  m.B'C  ^-m'.BC   .   ,^  .   -^^, 
-J- iM^i? ST+^i? .8.n(^  +  Ä)*). 

Bezeichnen  wir  jetzt  den  Inhalt  unsers  Körpers  wieder  durch 
J  tind  theilen  die  Höhe  A  in  n  gleiche  Theile,  so  ist  offenbar: 


*)  Dfefe  Formel  iättt  tich  etwa  anf  folgende  ArC  beweiten«  In  dem 
Tlrteek  ABCD  (Tal.  Tl.  Flg.  12.)  faUe  man  ^w  €  umä  D  anf  die  nftthl- 
geafblb.  gehörig  verliigerte  Seite  AB  die  PerpendiEei  CC  niid  DDl^ 


48»  iH$eeUm. 

J^xSin/fLim.- ]     ^ ' . — 

»I  n  n 

l.A'D'+(n—l).AD  l.A'B'Mn-h.AB 


•»- 


n  n 

.  2.  A'D'+ln—T).  AD  2.A'B'+{n—^ . AB 
n  n 


U.   8.   IT. 

(n— l).^'Z>'  +  (n— (n-l)).JZ> 


^V-. 


X  -; '-r--r^ >..     ■    ■      — 

-I- iaiaoijiiD .~  i     " — "  ■  ■'"■ .  ■■ ■i'i'«  iMif.  «i. 

'  •  n  f  n  n 

l.A^B'+(n—i).AB  \.B'C'+(n-l).BC 


+ 


R  »    ' 

I.A'B'+C^-^^AB  2.B'C'+(«-^^)'BC 


n 


,  3.A'B'i-(n~S),AB  3.jB'C'-(rt— 3).ÄC 


n  n 


n 


n 


2  »2 

+  2  +  2  ■ ' 

alMi   wi8  mAB   ftiif  dev  Stella  lladet,   weim  muü  das  ProdwoA  ii  M 
Zfthler  def  enten  TheiU  gehörig  entwickelt: 

Viereck  ABCD  =  l{ AD, AB. 9ln A  + AB. BC, »Im B-^ AD. BC.^bkiA+Mi\> 

Be4etit0te8  A  ttd  B  dw  iueeeren  WfiUfol  de«  TUreckt»  wie  8i  M- 
kaaiUlitoh  efgWitllell  ia  der  Pel^godonMlrie  gvwöhalick  irt«  «•  witfit 

Viereck  ABCD=sl\AD.AB.%\vLK\kb.hC.y\^^\KJi.BC.%ULCA4^B)\ 


NisceiieH,  4^1 

-\»\n(A^ß)Um,^  I . ^ 

l.^'Z>'+(n— 1).^/>   l.ß'C'  +  (n~l).BC 
'  tt  fi 

n  '  n  ~^ 

.  :^.A'^>+(nS)'AD  3.Ä'C'  +  (w-3).ÄC  V» 
w  n 

u.  8.  w. 

.  (w-l).24'0'  +  (n-(ii-l)).^/) 

(n-l).fi'6"+(n-(n-I)).ÄC 

X _ y 

roraos  man  ganz  auf  dieselbe  Art  nie  oben  erhSIt: 

'=     lh8\oA\AD.AB  i^üAD.A'B'  +  AB.A'D')  +  A'D'.A'B'i 


■t^lhmBB.\AB.BC+l(AB.B'a+BC.A'B')  +  A'fi'.B'C'; 
-lksin(A-I^B)\AD.BC+UAD.B'a^BC.A'ü'HA'iy.B*C\ 
der 

=     lhBmA\AD.(AB  +  lA'B')  +  A'D',(A'B'  +  lAB)\ 
+I*8'inÄMÄ.(BC+JB'C0  +  ^'-B'.(Ä'C  +  iÄC)| 
—  lA8in(/l  +  B){BC.(AD  +  i^'/J')  +  B'CiA'D'  +  i^i»)}. 
Bedeuteten    ^4    und  B   die    äusseren   Winkel   des   Vierecks 

BCDt   60  ivSre: 

J=    lAMnA\AD.(AB  +  iA'ß')'t-A'D'.(A'B^+iAB)\ 

-HhsinBiAB.iBC+lB^^')  +  A*B*.{B*C'  +  JÄC))      " 

+  jA8in(^+Ä)tÄC.(JD+J^'/>')+Ä'C'.(^'Z>'+U/>)l. 

Natürlich  eilt  diese  Formel  auch  dann  noch,  wenn  die  Sei- 
nflSehe  CÜÖl^  eben  ist. 

In  .Taf.  VI.  Fis.  )3.  sei  ABCDA'B'C'D^  ein  Körper,  dessen 
mndfl&cbe  ABA'B*  ein  Trapezium  mit  den  parallelen  Seiten 
B  und  A'B*  Ist:  Die  Seltenflächen  ABCD,  BCB'O,  A'B'C'ty, 
DA^JM  seien  Ebenen»  welche  auf  ABA'B*  senkrecht  stehen, 
agegen  sei  die  Flüche  CDC'D*  eine  windschiefe  Flftche,  weiche 
itstaodeq  ist,  indem  eine  Gerade  sich  stets  parallel  mit  den 
sl4en  parallelen  Seitenflächen  AB  CD  und  A'B'C'D' ,  und.  dabei 
imer  auf  den  Gieraden  CCf  und  DD'  bewegte.  Will  maii  das 
olomen  /  dieses  Körpers  mittelst  der  vorher  entwickelten  For- 
d  bestimmen,  so  muss  man  die  parallelen  Ebenen  ABCD  und 
^B'C'D'  als  Grundflächen  betrachten,  und  in  Folge  der  gemach- 
IQ  Toraassetzungen  ^A^W^^  ^^=90^  setzen;  dann  erhält 
an  WOB  der  obigein  Formel: 


»  -i.   .  ..   -      *!     ■■   - 


r 
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•/=     \h\ÄD.{AB-{-'^A*B')'\'A'D'.{A'B*'\-iAB)\ 


oder 


<raer 


J==     \h.AB.\AD^^BC+\A'D*^lB'C'\ 
^^\h.A'B'.{A'D'^B'C'  +  lAD+\BCU 


J-     M.Aß.{2.AD+2.BC+A'D'+B'CU 
+  ,\h.A'B'.\2.A'D'i2.B'C'+AD'\-BC\, 
also  offenbar : 

•/=     lJ^ABB'.{2.AD  +  2.BC+A'D'^B'C'i 

welche  Formel  bekanntlich  in  der  Praxis  bei  Berechnung  des  Elrd* 
abtraes  und  Erdauftracs  vielfache  Anwendung  Ondet. 

Wenn  die  Grundfläche  ABA'B'  ein  Parallelogramm  ist,  so 
ist  ^ABB'  =  ^AA'B,  und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden  io 
diesem   Falle  offenbar: 

AD+BC+A'D'  +  B'C 


J=  ABA'B'. 


4 


Wenn  der  Körper  ABCDEA'B'OD'E'  in  Taf.  VI.  Flg.  14.  vod 
den  beiden  parallelen  ebenen  Grundflächen  i4£C/)A*  und  A'B'OD'E' 
und  fünf  ebenen  Seitenflächen  eingeschlossen  wird ,  so  kann  mtn 
sich  eine  Fläche  denken,  welche  durch  Bewegung  einer  den  bei- 
den parallelen  Grundflächen  stets  parallel  bleibende  and  inuner 
auf  den  beiden  Geraden  AA*  und  DD*  hingleitende  Gerade  e^ 
xeugt  wird,  durch  welche  Fläche  unser  K«>rper  in  zwei  Körper 
von  der  im  Vorhergehenden  betrachteten  Beschaffenheit  zerlegt 
wird 9  deren  Volumina,  also  auch  das  Volumen  des  ganzen  KSr- 
persy  sich  mittelst  der  im  Obigen  entwickelten  Formeln  bestiiniiici 
lassen.  Bezeichnen  wir  nämlich  das  Volumen  des  ganzen  Kik^ 
pers  durch  J  und  seine  üohe  durch  A,  so  Ist  nach  oem  Vorber- 
gehenden : 

J=     lh^\üB\AB.{BC^\B*C')  \  A*B'.(B'C'^  \BC)\ 

+  JÄsinCli5C.(C/>  +  i6'D0  +  Ä'C'.(C'Z>'  +  ;CZ>)l 

^lhB\uE\AE.{DE^\D'E')^^A*E'.(D'E'^\DE^\ 

—  lhB\n{B\  C)tCZ).(  JÄ+.M'ÄO+  C'D'.{A'B'-[-\AB^. 

wo  JBy  C,  E  innere  Winkel  des  Fiinfecks  ABCDE  bezeichneB. 

Wie  man  diese  Betrachtungen  weiter  fuhren  und  nach  .^ 
obigen  Methode  mittelst  der  allgemeinen  Formeln  der  Polygon^ 
metrie  auch  leicht  ganz  allgemeine  Inhaltsbestimmungen  von  KSr; 
pern  der  obigen  Art  erhalten  könnte,  fhllt  sogleich  in  die  AntCl« 
Es  ist  aber  hier  gar  nicht  meine  Absicht,  diesen  Gegenstands 
erschöpfen,  indem  das  Obige  hauptsächlich  zu  weiteren  und  al|r 
gemeineren  Untersuchungen  über  denselben  anregen  solltci  ÜW 
ich  gerii  io  das  Archiv  aufnehmen  wflrde. 


'Kr.  ••  I 


Wi^rtmHtigtMtkm.     In  der  FignT  auiT«t.\\\.  Vu  ^\«^%«vaT\a>\<^ 

der   Durchmeftwt  ILiwiUtk*   i;^^^!;«» 
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Literarischer  Bericht 


CXXL 


Am  268teD  März  dieses  Jahres  (1868)  wurde  von  einem  nn- 
ervrartet  schnellen  Tode  betroffen  der  Professor 

Carl  Theodor  Aii^er 

in  DsDsig.  Vor  ungefähr  zehn  JiAren  hatte  bei  einem  yierwochont- 
lichen  Aufenthalte  in  Uanzig  der  Herausgeber  des  Archivs  das 
Glfick,  den  so  früh  der  Wissenschaft  und  den  Seinigen  Entrisse- 
nen, so  wie  seinen  trefflichen  Collegen  8trehlke,  porsoolich 
kennen  au  lernen»  und  genussreiche  und  lehrreiche  Stunden  in 
seiner  und  seiner  liebenswürdigen  Gattin  Gesellschaft  au  verleben. 
Der  Eindruckt  welchen  der  so  überaus  ehrenwerthe  Charakter 
Anger's  und  seine  ungemein  gründlichen  und  vielseitigen  Kennt- 
lusse  auf  den  Herausgeber  gemacht  haben^  ist  ein  bleibender  und 
nnaoslöschlicher  gewesen ;  er  wird  dem  damals  gewonnenen  Freunde 
stets  das  dankbarste  Andenken  bewahren,  und  es  macht  ihm  daher 
besondere  Freude,  den  Lesern  seiner  Zeitschrift  den  folgenden 
Necrolog  des  Verstorbenen  aus  einem  Danziger  Localblatte*) 
mitthelleo  zu  können,  woraus  dieselben  zugleich  erselieji  werden, 
ide  sehr  in  dem  norddeutschen  Venedig ,  wie  man  die  eine  der 
beiden  Zierden  des  ostlichen  Preussenlandes ,  wegen  ihrer  unge- 
mwx  anmuthigen*  Lage  unmittelbar  am  Strande  der  Ostsee ,  wohl 
genannt  hat,  von  jeher  mathematische  und  astronomische  Studien 
gipflet  worden  sind  und  noch  gepflegt  werden ,  und  seit  Heve- 
lins  stets  würdige  Vertreter  gefunden  haben.  G. 


•)  Dnniger  DampXbool.    1866.    Nr.  74. 
ThLXXXJL  Hf t.  4. 
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Nekrolog. 

Der  MaoD,  dessen  sterbliche  Hfille  heute  frflh  unter  den  «IIn  ' 
Linden  des  H.  Leichnams -Kirchhofs  ihre  letzte  Ruhestätte  faai 
war  ein  Biedermann  und  Christ  im  vollen  8inne  des  WorteSi  trat 
und  werth  erprobt  in  so  vielfachen  menschlichen  BeziehmgOL 
Er  war  femer  nicht  nur  ein  ausgezeichneter  Lehrer,  sondern  ch 
ächter  Förderer  der  Wissenschaft»  eine  wahrhafte  Zierde  unfwer 
Stadt»  welche  nach  ausdrücklichem  Drtheile  der  SachkoMBgv 
seit  HeveliusZeit  keinen  bedeutenderen  Mathematikar 
und  Astronomen  gehabt  hat.  Nicht  um  den  Männern  sein« 
Faches  vorzugreifen,  nicht  um  treffliche  biographische  LeistnngM 
auf  diesem  fileUete  Irgend  nachzuahmen»  hat  der  UnterzeichMli 
den  folgenden  kurzen  Lebensabriss  verfasst,  sondern  um»  im 
Wunsche  des  Verewigten  gemäss»  ohne  lobende  Phrasen  die  elfr 
fachen»  schmucklosen  Thatsachen  reden  zu  lassen»  und  so  zngleidi 
eine  Blume  freundlicher  Erinnerung  auf  sein  vielbeweintes  Grab 
niederzulegen. 

C»rl  TIaeoilor  Jkn^ftJt 

wurde  hier  in  Danzig  am  3L  Juli  1803  geboren.  Sein  Vater  «tf 
Ober- Steuer -Controlleur,  seine  Mutter  eine  Tochter  des  Adiai- 
ralitäts- Gerichts -Directors  Pauli.  In  seine  Knabenzeit  M  A 
grimmige  Noth  der  Belagerung  Danziga  durch  Lefebvre»  danndif 
bunte »  den  3  Brüdern  sehr  interessante  Treiben  unter  franiUrf* 
scher  Herrschaft»  neben  vielen  schweren  Sorgen  der  Eltern»  daa 
neue  Belagerung  und  die  Rückkehr  unter  Preussens  SceplHb 
Früh  erwachte  in  ihm  die  Neigung  zum  Zeichnen»  erhielt  aber  W 
der  Mangelhaftigkeit  des  Unterrichts  nicht  die  gewünschte  IUh 
rung.  Mit  11  Johren  -kam  der  Knabe  in  die  Kirchen -Scfaide  n 
fit  Marien»  gegen  deren  Rector,  Dr.  Kniewel,  auch  noch  der 
Mann  bis  in  die  gereiftesten  Jahre  stets  eine  lebhafte  DanIdNuMt 
bewahrte.  Nachdem  er  sich  hier  unter  Job.  Bapt.  Breysig  ia 
Zeichnen  vervollkommnet»  kam  er  seinem  innigsten  Wunsche  g» 
mäss  (nicht  ohne  grosse  und  stets  von  ihm  sehr  dankbar  gerAiili 
Aufopferung  seiner  Eltern),  1816  in  die  Kunst-  und  Gewerbe-Sdmk 
Ihr  Vorsteher,  der  sinnige,  originelle  und  verdiente  Joh.  Adaa 
Breysig»  der,  ohne  eigentlich  Mathematiker  zu  sein  oder  Mb 
zu  wollen,  doch  tüchtige  Kenntnisse  in  diesem  Fkche  ImhK 
wirkte  auf  Anger  nach  seinem  eigenen  Geständnisse  vielfach  tn- 
regend  ein»  und  wie  sich  in  Anger 's  Schriften  die  Spuren  dsisn 
finden ,  so  kann  man  sie  auch  wohl  in  der  Art »  wie  er  den  Wt 
thematischen  Unterricht  betrieb,  wiedererkennen.  Nachdem  f 
das  hiesige  Gymnasium  bia  Secusada  besucht,  ging  er»  ■■  skb 


UterarlMkrt  llfrleht  V\  1/. 


ait  vflIUtem  Eifer  item  nnter  Bverb«rk  liegonnencn  Studiam 
der  Malfieniatik  in  nidmun.  Mich.  U'£i  anf  die  Univ«rsilSt  KS- 
mg«l>enc,  wo  «r  unter  den  atlergrüMlen  ErilWhningen,  wie  «ie 
b«ate  liiinm  noch  vnrkommcn,  dem  Sliidium  der»ell>en  oblag.  Vor- 
her halte  er  untef  gi1n«(igen  VerhSItnisnen  eine  Seereise  nach 
KapenhaiT«n  nnternomiiien,  deren  erfreulkhe  Rindrflcke  ihn  nnch 
nach  vielen  Jahten  lu  lehhaflen  Aeneseiungen  veranlattsten.  Als 
Beeeera  tiehdlfe  bei  der  Sternwarte  (Knaenherger)  nbgine;,  »üblte 
der  berilhrote  Antrnnnm  anter  seinen  AnhUngeru  An^er  tu 
ileaMit  Nachfolger.  Diene  Sietlunt;.  in  dor  er  hin  Ostern  1831 
blieb,  nahm  eetiie  vollste  ThSttgkei(  in  Anspruch;  Ressel  thefite 
sieb  mit  ihm  in  die  Zonen -Beobni-hluni^en,  und  An^er  leistete 
lliel»at,  wie  hei  iIcs  Meisters  Pendel  •Ueobnchtiingen  in  aelhetsISn- 
■flger  Weise  ausgeEeichnele  Beihfiire,  wnTÜlier  wir  EintelneH  hier 
anmiahren  tina  verannen  müKsea.  .Scbüne  Stunden,  Kelche  «pStar 
in  atets  Mihafter  tVcudi<rer  Erinnerung  neu  erblühten,  verlebte  er 
in  dem  kleinen  Häuschen  neben  der  Sternwarte  im  (raullchen 
Beiisiunntensein  mit  .lacnbi,  Ennan,  Dore,  Neumanti  und 
^^Kjl'l-hnld.  Osten)  it^lll  setzten  ca  bochvetdienlc  noch  lebende 
^H^taoef  der  Wissenecbitll  in  Uanzig  durch,  dass  hier  die  berühmte 
^^^■brforxchende  Gesellschatil*),  nach  Verniclitnng  der  lilteren 
^^^HBftWte  dorch  den  Krieg  und  die  neuen  Befesttgnngen,  eine 
Mae  vorlünfig  nul'  der  Apntheke  auf  Neogarten  errichtete,  und 
dwa  Awget,  dem  iiuwrMhen  eine  VerJInderong  Seiner  Stellnng 
wütteefaenswerth  geworden  war.  ala  Astritnnm  der  GeeellschaFt  in 
aaiec  Valerslndl  berufen  ward.  Eine  Anzahl  neuer  werihvolle» 
iMIntnente  witTden  filfr  aeine  Benbacblungen  Angekauft**),  und 
diwe'  brachtrin  bald  erfreuliche  Resniliite.  Sehr  wichtig  wurden 
NpIlAT  bttHoaders  die  au)  seinen  Antrag  und  nach  seiner  Wahl 
VM  der  Gesellscbatt  gestellten  an Ironeni Ischen  Proiaaufi^aben, 
irelcfce  nHers  hüchot  bedeutsame  Beantwortungen  veranlassleir, 
whBz.B.  Hansen'»  Theorie  der  Pendelbeweuangen  mit  Harksicht 
auf  die  Ge^tnll  und  Bewegnng  der  Erde.  Bald  fibernahm  er  auch 
an  4ler  [^Javigationeschule.  damals  unter  Admv  v.  Bille,  den  Bslin- 
noniechea  Theil  des  Helerrlrhta,  und  ISSi  neben  den  bh^tterlgen 
AomlerB  nirh  die  inalhemaliscben  Lectinnen  in  der  frflheren  ,. Haiti 
«verker-  nunmehrigen  Gewerbe -Schule",  in  welcher  er  auSgezeieMJ 


E  vi«r,   uliervii   l.cfpi»*   <te*  Of.  !talh.  Mnib.   >.   Wulf,) 
1  mF  dnm  niiiehi>f«lierg«  da  Ohinrvalorinm  erbaut   nnri  « 
VerllieollM  leatniniemeu  diir  Gcndhchnft  geirbctikt  balte. 

!.  K.   ein   Pa*Mf;i!>-ln«lniment,   «in   43«illligv*   Fritu«nlli>f«r- 
%  eine  Tieda'wha  fvodclati*    ein  CtiranonietAr  \tin  KeMrl« 


IttfrarlsrAT  Hrrlcfit  CSXI 

riaU  ficIiUler  bildete.  OslArn  Vtöi  (nach  ^H):«lM  Abfcw»««)  • 
hlell  er  das  Direclorat  der  ..K3ni)|;l.  PtoviDiUl-UeMerbe-StchaUf 
»«Icke«  or  bi«  ISiStt  rcrwallet«.  Wie  er  nach  ntissen  hin  dfi 
Aniitall  Achtung  lu  );cniiiiioH  bemuht  war,  so  slTebli;  er  mit  filädt 
trntz  manch om  VVidereiinichc,  unter  Itrulh 's  i;rri«binh»ltnn|t  « 
tift«  Keformen  an.  lS3li  kam  er  xugipich  (nach  rOrKlemannl 
l'ailcO  als  PriifOfisor  der  Mathematik  an  das  Ua'ih 
von  seiner  amistigon  ThJüigIccit  die  bei  der  NatiKaltona-SchHll 
tiunmehr  oul.  l>ic  bobe  Aclitaiig  und  Liebe,  irclt-hr  dir  i 
llnturritihl  gcnieKsenden  Nobrikr  der  Ober- Oliuisen  de»  Gyi 
Htums  ihm  bereitH'illig  xullten.  h«wtp«  nii-h  aiisHer  aiidorCB  (3«lrf 
l^nbeiton  naiuixitlicb  durch  «inea  ßlänxendc»  Fncbeliug  1844  hi 
■«inor  Verni&lilung  mit  Früalein  Eniilie  Zadilarh.  mit  dl 
Ihk  an  aeinen  Tod  in  glaL-lclicbaler,  oliwohl  kindFrlnscr  Eh»  I 
Als  l>«i  der  Snnnenliiiateraias  i>&l  St.  Mn).  der  Küiiig  i" 
\h.  SchWo  Kulzau  am  Putaiger  Wiek  bu  beobaditen  wQdm 
ftUilng  Alex-  •'.  Ilumliolilt  enlRchicden  unter  den  Kum  Tboil  * 
hedeulcndeiJ  Atttrunonien  frcussens  ihn  »lleib  r.tim  Ordner  dri 
Instrumente  vor.  und  seine  Li>intuu|{  bei  dieser  <icle]teiiiidt  t 
(rlodigte  so  Eehr,  dasD  er  iinid  tiuubhw  durch  lM>»nt>deTo  DabiBolA 
Urdre  den  Itothvi)  AdlorUtden  erhielt.  •Sein  reces  Inifl 
für  aeinr  Wiaaeim ehalte ii  suchte  er  auf  jeden  Srhiile«  su  fihttrifd 
Ken,  und  sichtlich  grosse  Freude  mai^hte  ea  ihm,  »eau  attofi  |^ 
rcil'te  Hiinner  au»  andern  Filcliern  sieb  HQr  seine  KsperinuM 
K.  U.  den  Fnacauil'schen  Pendel- Versuch  ISüi  {tarn  B«i<>w4l 
d«r  Achsendrohung  der  BrdcJ  lebhaft  inleresairlen.  I>er  Utsml 
wb«»  Gesetlsehun  f;eb(itle  C'r  seit  IS35  als  Mitfilied  und  i 
als  Vice-PrSsea  an,  und  wie  er  dnrt  einemcits  durch  ir^l  | 
itfihllc,  ycdiui-eDe  Vortr.^ge  die  UUhe  der  WissonnchnD  ncniftalu 
ahnen  lies«,  worauf  er  »land,  erfreute  er,  h-io  tibcrhniipt  is 
rntclien  geaelliKen  Kreiaen,  so  auch  dort  Alle  dari-h  qri-lre 
Wit»  und  muntere  Lnunc.  Er  gchfiile  gntit  lif;-r  Ir^  -- 
Mathematikern,  denen  als  heilaamos  ttegenffotiflii 
ihrer  »trenffen  Wissenschaft  eine  seiche  (iabe  be»  < 
Witces>  Ja  Uumurs  bei^K^ben  ward.  Heine  nngi;i'  ":.i  :  j 
i*BnifC«r  als  oberUcbliche  Kenntnlss  der  deutsLlint  L>i« 
wilcbor  er  auch  wohl  (umeisl  die  EJe^ani  und  Klarheit  ' 
Perindcnhanes  verdankte,  lieb  ihm  in  Veiblmlutin  mit  elHenj 
liehen  tinlüchlniKse  reiche  Walen,  um  dnrch  scbori« 
nlenala  unedle  Parodien  und  A  na  p  Ig  laufen  nnx  itlnalclil 
lerbaii  zu  erregen,  den  (tctingfOfil^steti  lliogen  imowr  i 
•rieb«  Stilen  abauR«" innen t  »der  auch  tu  Si-hert>Tai 
ftegner  nicdornuirerren      In  dar  Piaterfarscbrnden  Gas 

"    liefe  Äjfai  fitnjüdl, -Hfld  dWftn.-yy 
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1U7  war»  wirkte  er  durch  Vorlesungen ,  amtliche  Berichte  und 
Correspondenzeu  bUs  nach  Amerika  hin  sehr  furderlich;  nur  die 
Deberzeugungs  die  ihm  seine  grosse  Gewissenhaftigkeit  eingab, 
dass  diese  wichtige  Thätigkeit  neben  dem  Lehramte  nicht  völlig 
für  ihn  befriedigend  erliillt  werden  könne«  beweg  ihn  Ende  1855  zum 
ROcktritto  vom  PrSsidium,  nicht  aber  von  der  thätigen  Theilnuhme 
an  den  Bestrebungen  der  Gesellsiliaft.  Der  berühmte  Le  Verrier 
wollte  1852  in  HesseTs  Fiindameutis  astronomiae  gewisse  Irr- 
thOmer  entdeckt  haben,  und  sogleich  gab  auf  Anger 's  Betrieb 
die  Naturforschende  Gesellschaft  1853  als  Preis-  Thema  »»die  Un- 
tarsachung  der  Differenzen  zwischen  Bessel's  und  Le  Verrier's 
Reductionen  der  Bradley'schen  Beobachtungen*'.  Als  nun  Prof. 
Peters  (frfiher  in  Königsberg,  dann  in  Altona)  den  Preis  gewann. 
•und  nachwies,  dass  die  sogenannten  Irrthiimer  nur  auf  eine  nach 
B es 8 eis  Zeit  gewonnene  genauere  Bestimmung  der  Constanten 
hinauslief,  wurde  Anger  im  Auftrage  der  Gesellschaft  nach  Altona 
gesendet,  um  mit  Jenem  über  die  Fortsetzung  der  wichtigen  Un- 
tersuchungen mündlich  zu  verhandeln;  eine  Reise,  von  welcher 
er  gestärkt  und  mit  angenehmen  Erinnerungen  bereichert  zurück- 
kehrte. Für  wohlthätige  Zwecke,  z.  B.  für  die  Kleiu-Kinder- 
Bewahr  -  Anstalten ,  hat  Anger  so  manche  V^orlesung  gehalten; 
wichtiger  aber  ivaren  seine  systematischen  Vorträge  über  Astro- 
nomie, die  er  in  einer  früheren  Periode,  und  dann  zweimal  in 
den  letztverflosseneii  Jahren  vor  einem  zahlreichen  gebildeten  Pu- 
blikum hielt.  Diese  mit  besonderem  Fleisse  ausgearbeiteten,  licht* 
voU^gewählten  und  geordneten  Vorträge,  in  seiner  klaren  und  doch 
voD  innerer  Begeisterung  durchwärmten  Sprache  abgefasst,  sind 
nach  dem  Zeugnisse  der  Sachkenner  musterhaft  zu  nennen  und 
▼erdienen  .  durch  den  Druck  bekannt  zu  werden.  Wichtig  und 
erfolgreich  waren  seine  Untersuchungen  über  die  sogenannten. 
Störungen  der  Planeten  (die  Abiveichungen  ihres  wirklichen  Lau- 
fes von  dem  elliptischen,  durch  die  Theorie  berechneten  und  gleich- 
sam vorgezeichneten).  Die  für  das  Jubelprogramm  des  hiesigen 
Gymnasiums  gedruckte  Abhandlung  über  Integrale  ist  die  4Ustc 
seiner  wissenschaftlichen  Arbeiten;  ausserdem  be6ndet  sich  im 
Drucke  ein  für  Schulen  berechneter  Lehrgang  der  Perspective. 
Diese  sSmmtlich  anzuführen,  fehlt  hier  der  Raum;  sie  beziehen 
sich  theils  auf  die  Astronomie  (Polarstern,  Meridianmessung,  Stern- 
bedeeknngen,  Komet  von  183U,  Rectascension,  Mond-Ephemeriden, 
geographische  Breite,  neuere  astronomische  Beobachtungs- Kunst, 
das  Keplersche  Problem,  Euler*s  planetarische  Störungen),  theils 
avf  die  Physik  (Pendel,  Barometer),  theils  auf  die  Geometrie 
(Basrelief- Perspective  fdr  krumme  Bildfläcbeu  und  Panoramen, 
plajgiograpbische  Projection,  Verzerrung;  Gegenstände  der  neuern 
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0«<im«lrie,  EiiiAus»  der  Projectüigslehrr,  Ellipse,  Ttittutiom.  1 
rem,  Transrnrraaliuii  der  Figuren),  »tier  ftuf  die  Arilhmelik  (Ul» 
gral-Uechniing,  tiauHs'^che  (ildcltiiri);eti,  Funktion  1^).  Aflf^rateiB 
geachtet,  von  Vielen  ueliebt.  von  Keinem  gehaesi,  fand  «c  fürt 
in  Ausübung  seines  Bentresi  einen  unerwartet  Hcbn*l1eii  vKIIIt 
schmerzlosen  Tod.  Heiter  und  ungetrübt  hatte  f>r  bei  der  üffeul- 
licfaen  PrOfutift  Am  '25sten  im  Kr^loe  der  PrimaneT  eiaminirant 
rvcht  befriedigende  Findrflüke  eta^Lw^^n,  und  ivai  in  Begleltiinf 
Heiner  Frau  nach  Hause  ^gangen.  Eben  wollte  er  sich  bei  frcand* 
licheni  GesprScbe  eu  Tische  ciatien.  —  A\  sank  er  todt  von  cii 
Lungcnschlage  getmffen,  zu  Boden,  und  jeder  Veraocfc 
Wiederbelebung  zeigte  «ich  entschieden  frucbllo«.  In  iBe  i 
serordentliche  Uelterrnschung .  die  die  schnell  verbreitete  Kund» 
in  den  iveiteslen  Kreisen  hervorrier,  mischte  «ich  überall  aot 
richtiges  Bedauern,  obnnhl  von  der  eigentlichen  Bedestiiaiii* 
kett  des  Mannes  wi>hl  nur  Wenige  einen  rechten  BewrllT  habol 
mochten.  Jeder  ahnte  ivenigslens,  dass  der  Verfitorlirnn  Hol 
Zierde  Danxigs  war,  nm  welche  uns  so  manrhei  Ort  benetdo 
konnte.  Seine  Collegen  riefen  Ihm  ein  ehrenvolles  ond  bersticbw 
Lebewohl  nach,  und  begleiteten  ihn  sammt  den  SchGlern  i 
Grabesruhe:  ein  sehr  lahlreiches  Oefolge  Kchlosa  dich  ansi 
dem  an.  Sein  Leben,  wenit  auch  nicht  bis  zur  niOglichen  luu 
sten  Grünie  gelangt,  war  ein  reiches,  ntitzliehes,  geaegnetea 
auch  sein  Gedächtniss  wird  lange  bei  den  Erwachsen 
der  Jugend  Im  Segen  bleiben!  „Fr  fatale  (um  mich  ««Ine! 
eignen  Worte  aua  der  Vorrede  zu  seinen  aslronom lachen  VW 
Icsungen  tu  bedienen)  nicht  engherzig  nur  den  nSchsten  Nnb 
ins  Auge,  sondern  war  bemdhl  den  gniilichen  Funken  wUm 
■chaltticher  Begeisterung  zu  beleben,  wohl  erkennend,  da«a  dii 
Wlssenscball,  wenn  auch  für  diese  Welt  mit  Nutzen  verwmdfeai 
ducb  nicht  von  dieser  Well  herstammt.'*  — 


Gesehichte    nnd    Kiteratiir    der   Mathematik 

Physik.  ; 

Alinanachder  koiaerlicben  Akademie  der  Wtaian 
Schäften  lu  Wien.    Achter  Jahrgang.    UBH,    WIea. 

Auf  dl«  Widiligkeil  diases  Alnakacka    mmw  der  «r« 

der  Wiaaenacharten  in  lilrratiaclnr  Beaiefayiig  tat  «cbi 
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wfciinili  in  unteren  LiterarischeB  BeriditaB  hingewinnen  worden, 
neine  Einriohtong  ist  im  Wenentlichen  gnns  dienelbe  geblle- 
ne  dann  wir  uns  nino  in  dieser  Rilckeicht  aof  unsere  frilheren 
InrliAte  (in  Nr.  CXV.  Almnunch  für  1867)  beziehen  kSnnen.  In 
Berichte  des  tieneml-Seliretairs  über  die  Leistongen  der 
itiscb-nstorwissenschaftlicben  Cbsse  ist  ein  Necroleg  des 
InfHeheB,  der  Wissenschaft  leider  su  frfih  entrissenen  8 alomon 
■Mgetheilt»  welchem  der  in  dem  ArchiT  ThL  XXVILTon  Herrn 
Pkefessor  Rogner  in  Grata  mitgetheilte  Necrolog  dieses  treff- 
Uen  Gelehrte  aum  Grunde  gelegt  worden  ist,  worauf  wir  also 
Hir  Tcrweisen  können.  Ausserdem  enthält  der  vorliegende  Jahr- 
giag  des  Ahnanachs  die  beiden  folgenden,  auch  flir  die  Leser 
im  Archivs  viel  Interessantes  darbietenden  Reden : 

IL  Die  edlen  Metalle  und  ihre  natfirliehe  Rang« 
trinung  als  Geldstoffe.  Ein  Vortrag«  gehalten  in  der 
feierlichen  Sitzung  der  kaiserl.  Akademie  der  Wissen- 
•chaften  am  30.  Mai  18S7  vom  Präsidenten  der  Akade- 
■ie  Dr.  Andreas  Freiherrn  v.  Baumgartner.    S.  9. — S.  39. 

V.  DIeMathcmatIk  fn  IhrerBeziehung  zu  den  Natuf*- 
viisenschaften.  Ein  Vortrag,  gehalten  in  der  feierli- 
chen Sitzung  der  kaiserl.  Akademie  der  Wissenschaften 
iaaikHai  1857  von  Dr.  J.Petzval,  wirklichem  Mitgliede 
1er  kaiserl.  Akademie  der  Wissenschaften. 

Wir  hoffen  auf  diese  interessanten  Vorträge  späterhin  aus- 
BMieher  aurflckzukommeo. 


Geometrie. 

Sopra  alcone  curve  algebrlche,  delle  quali  ta  lem- 
niseata  h  uu  caso  particolare.  Nota  del  ProC  Barnaba 
Tertotinl.    Roma.    1858.    4^ 

Diese  Abhandlung  des  scharfsinnigen  Herausgebers  der  treff- 
Ichen  ^Annali  di  Matematlea  pnra  ed  applicata"  findet 
lieh  in  dem  weiter  unten  angezeigten  neuesten  Mai-  und  Junihefte 
lisses  ausgezeichneten  Journals  und  enthält  mehrere  interessante 
lemerknngen  Herrn  Tortolini's  über  die  Curven,  deren  allge- 
nAie  Polargleichung 
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ist^mit  denen  sieh  auch  der  Conte  di  Fagnano,  iLegendrei 
Serret  n^A-beaehäftigt  haben.  Wir  machen  auf  dieien  Anfaili 
des  Herrn  Tortolini  im  Interesse  der  besonderen  Zwedra»  die' 
unsere  2ieitsehrift  Yerfolgt,  aufmerksam,  well  wir  glaoben,  dtiü 
die  weitere  Beschäftigung  mit  diesen  Cnrven  namentiicb  andi  tKt 
jOngere  Mathematiker  ein|  treffliches  Uebungsmittel  absugsbia 
geeignet  ist,  und  wollen  daher  emige  Worte  ttber  den  Inhalt  dte»' 
ses  schonen. Aoisats^  sagen. 

Heri^  iTortolini  gelangt  zunfichst  zu  der  Gleichung  diesflf 
Curven  durch  die  folgenden  allgemeinen  Betrachtungen.  In  Be- 
zug auf  em  rechtwinkliges  Coordinateosystem  der  xy  setze  man: 

a?s=srco8ii,    y  SS r sinn. 

Beaeichnet  nun  ^  die  Neigung  der  Curre  in  dem  Punkte  (jry) 
gegen  die  Abscissenaze,  so  ist 

und  folglich,  wenn  man  die  vorhergehenden  AusdrOcke  von  x»  jr 


sin  ti8r  +  rcos  tßu , 

®  '^ ""  cos  tidr — r  sintidtf  * 

also,  wenn  man  im  Zfihler  und  Nenner  mit  costc  und  dr  di?idirt: 

rhu      tangy  — tangtt 

¥"=  l  +  tang9tangtt=**"«^'^"-"> 

oder 

dr 

C0t(9-tt)=:j;g;^, 

MO  9—«  der  Winkel  ist,  welchen  im  Punkte  {xy)  die  BeriIhreDde 
mit  dem  Radius  Vector  r  einscbliesst.  Ist  jetzt  9>|  die  NeigooS 
der  Normale  gegen  die  Abscissenaxe,  so  ist  9>|  =  i^s-f  9,  abo 
fpi — ais:l9s-|-(9— tt)f  und  folglich 

Cang  (9i  —  tr)  =5  —cot  (9  —  u) , 
also  nach  dem  Obigen: 


tang(9)i-ti)  =  — ^, 


oder 
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e 


dr 


-  =— 8iitang(9)i— «). 


1 1  •* . 


Das  erste  Glied  dieser  Gleichung  lAsst  sich  ohne  Weiteres  inte- 
griren,  nnd  das  zweite  tst  auf  Quadraturen  zurflckfflhrb'ar ,  wenVk 
fpi  als  Fnnetion  von  u  gegeben  ist  ■ 

Nehmen  wir  nun  an,  dass  94  ein  no^frades  Vielfaches . vou 
Ut  also 


ist,  so  ist 


8r 


91  =  (2»  +  \)H 


o  A       «  '       8  cos2|itt 
CtttangiSji«  =  n       ■■■tt'   » 
^  2ftcos2iitt 


:l-i 


also 


f    I  . 


\\  .• 


2jilrssleos2fitt+C, 


und  folglich»  wenn  man  die  Constante  so  bestimmt^  dass  r 
wird  flir  tt=0»  woraus  sich  f7=:2itla  ergiebt: 


=  a 


2nl-  ==lcos2att«» 
a 


also 


..! 


er 


cos2iitf    oder    7^=9a*"cos2Ati. 


Ffir  fi=:l  erhalten  wir  die  Gleichung  der  Lemniscate: 

r^sa*  cos  2«. 


Weil 


rcoBicss«,    rsinii  =  3f 


ist»  so  ist 

^S.M*<yS        j^  .«>■  ^^ 

.  r>.=:jr*+y«,    cos2ti  =  costc^  — sin«*== — -^  =  ^iqrU' 


*  '   •  1 


also 

Den  Fall  n=:2,  also  die  Curve,  deren  Gleichung 
■   ''  •f*=a*e0s4ii 

is^.bat  schon  der  Conte  di  Fagnano  betrachtet. 


:  «11 


i: 


I  i  ■»    I 
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Herr  Tortolini  setzt»  am  die  allgemeMe  Gleichung 

r*"  =  a**co82nK 
in  rechtwifikligen  Coordinateo  auMBodraGken : 

'2eos2iiti  =  (costf  -f  t8ifi«)^-f  (coe»-*Mn«)*"» 

wo  tsrV^-— 1   Ist.    Oaim  ist,  weii 

cotfM='-»     ftintt=s^»     r=V"j:*+y* 
ist: 

also  nach  dem  Obigen: 
oder 

In  dem  von  Fagnano  betrachteten  Falle  ist  r  =  2,  also 

r«*+»^*=^t(*+<y)*+(«-#SF)*l.     , 
woraus  sich  SDgMkh 

ergiebt. 

Fdr  n  =  3  erhält  man  die  GleichuBg 

Eben  so  lefcht  Tassea  sich  nach  der  voa  Herrn  Tortoliai  ^' 
gegebenen  Methode  die  Polargleiehungen  in  allen  übrigen  FIH^ 
in  rechtwinkligen  Coordinaten  ausdrücken. 

Herr  Tortolini  zeigt  noch  die  allgemeine  RectificatioD  ^ 
hier  betrachteten  Cunren.    Bekanntlich*)  ist  allgemein 


*)  M«  t.  meine  „AnaljCisoh«  Geometrie  der  Ebene  ■■!'*' 
Banne«  für  polare  CoorfUnatentjtteme.  Grelftwsld  eM 
Leifwig.    1867.    8.aO--tae«  0^ 
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und  aiM  (l«r  GUichuog 

r*»:=  o*"cog2iia 
ergiebt  sich  nao  ohne  alle  Scbfrierigkeil: 

Setxen  wir  aber 

r  =  ax  9    dr  =  adz 

und  integriren   zwischen  den  Gränzen  z^O,  z  =  l;  so  erbalten 
wir  fär  den  vierten  Tbeil  des  gonzen  Perimeters: 


r»-' 


/»    az 

0 


^* 


«vo  nnn  der  Zusammenhang  mit  den  elliptischen  Functionen  und  der 
Function  F  klar  ist,  uoriiber  des  Weiteren  wegen  die  Arbeiteii 
von  Serret,  Legendre,  Fagnano  nachzusehen  sind. 

Wir  wiederholen  9  dass  wir  die  Beschäftigung  niit|  den  Cur- 
ven  der  obigen  Gattung  jüngeren  Mathematikern  als  ein  treff- 
liches Debungsmittel  empfehlen,  wobei  ihnen  die  obigen  In* 
teressanten  Bemerkungen  von  Herrn  Tortolini  sehr  zur  Cnter- 
itGtiung  dienen  werden,  weil  dieselben,  wie  alle  Arbeiten  dieses 
aniigezelchneten  Mathematikers  überaus  geeignet  sind,  zu  weiteren 
Forschungen  und  Untersuchungen  in  trefflichster  Weise  anzuregen. 

Grnnert 


Optik. 

in  Literar.  Er.  No.  CXVIl.  S.  2.  -  S.  S.  ist  ein  Verzeichnlse 
«ptisciMr  Inctromeote,  die-von  Herrn  A.  L&Dipreeb  t  in  Baüberg 
an  den  beigesetzten  Preisen  angefertigt  werden»  von  mir  mitge- 
ffceilt  worden.  Ein  Crtheil  Aber  diese  Instrumente  habe  icb  damala 
nicht  aMgespreehen ,  da  ich  keins  derselben  geeabem  haltft,  waa 
mmh  S.  3.  von  mir  ausdräckUeh  bemerkt  worden  ist  Nadidem 
Jelit  aber  ein  Paar  dieser  iMtrooienle  aolUlig  in  mefaie  Hftride 
gelHigi  sind  und  ich  veor  deoaeil^en  nilier»  KcnntniM  genomm«! 
hAe,  kam  ieh»  um  der  Wahrheit  dl«  Kki^  va  %«\m%^ 
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naehdleseii Proben,  iiij»1ii«d  L^ern  keineswegs  ratbeii 
sich  an  die  genannte  Quelle  zn  wenden.    Cm  sodrinf^wto 
und  mit  am  so  grosserer  Freude  erneuere  ieh  nieiiie  frflher«nEw* 
pfeblungen  der  Arbeiten  der  VVer^tätte  d^s  Herrn  IVlinisterial-Ratbt 
von  Steinbeil  inMflnchen,  wenn  auch  dessen  berühmter  NaflH 
schon   ffir  sich  die  vollkommenste  Bfirgsebaft  leiittet,  da^s  jede« 
Abnehmer  nur  etwas  ganz  Vorzügliches  erhalten  wird»  zu  so  nW 
drigen  Preisen,  wie  sie  nur  irgend  gestellt  werden  kOimen.    M.  ^ 
die  Preisverzeichnisse  dieser  trefflichen  Werkstätte  im  Literar.  Bot 
Nr.  XGVII.  S.  8.  und  Nr.  CXI.  S.  7.  Grnnert* 


.X-L. 


.    I 


Astronomie. 


Annalen  der  k.  k.   Sternwarte  in   Wien.     Nach  de 
Befehle  Sr.  k.  k.  apost.  Majestät  auf  öffentliche  Kost 
herausgegeben     von   Karl    von    Littrow,    Director  d. 
Sterpwärte.    Dritter  Folge  Siebenter  Band.    Jahrga 
ViSt.    Wien  1858.    8. 

,Der  vorhergehende    Band   der    Annalen   der  k.  k.  Stemvarfc 
in   Wien  ist  im  Litterar.  Ber.  Nr.  CXiV.   S.S.  angezeigt  uordeo. 
Der  vorliegende  so  eben  erschienene   neueste   Band    liefert  vc«o 
Neuem  den  sehr  erfreulichen  Beweis  von  dem  regelmässigen  Er- 
scheinen und  demzufolge  auch  von   den    regelmässig,  nach  einen 
bestimmten  Plane  fortgesetzten  Arbeiten  der  k.  k.  Sternivarte  ib 
Wien^  was   von  uns  schon   oft  riihmeud    hervorgehoben  wordai 
ist»  wodurch  diese  Sternwarte  sich  so  sehr  auszeichnet  und  unter 
der  umsichtigen  Leitung  ihres  schon  so  vielfach  verdienten  DireC' 
tors  der  Wissenschaft  wahrhaften  Nutzen  bringt.  —  In  der  Ein- 
leitung ist  zunächst  über  einige  Aenderungen,  welche  die  Redoe 
tions\Teise    der  Beobachtungen  am  Meridiankreise    erfahren  bt^ 
gewissenhaft  Nachricht  gegeben^  und  (iber   einen  anderen  Gegen- 
stand berichtet  worden,  den  wir  bei  Gelegenheit  der  gleich  naeh- 
her-  angezeigten    Abhandlung    etwas    näher   besprechen   werden. 
Hierävf  folgen  "die-  Beobachtungen    am    Meridiankreise   aus  des 
Jabven  1861,  1852,  1853;  dann  Beobachtungen  von  Cometen  a> 
Relkactor  in  den  Jahren  1853  bis  1867  von  Dr.  K.  Hornsteim 
Adjuneten  .der  Sternwarte;   hierauf  die    Zonenbeobacjitnngen  afl 
Mitti^sr6hre,.und  dann  die  meteorologischen  Beobachtungen  dM 
Jahres  1866,  welche,  von  dem  Torliegenden  Jahrgange  der  Aaii* 
len:-an,.regelmässlg.mltgetheilt  werden  sollen,  indem  dem  wiMii* 
schBRlitheo  Poblikum   am-  SeViinaa  der  •  Einleitanig  zugleicii  "W< 
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g^ivlM^Bebr  erfreuliche  Nachricht  «rtheiM  ^irdi  daM  dieLibe^ali- 
fit  dea  hoheo  kaiserlichen  Unterrichta^MItHst^riariiB  fBr  eine  Maoh- 
frSglfahe  PobHcation  der  Siteren  meteorologischen  Deebachtani^eii 
(ler  Sterhivart«  bereits  vorgesorgt  habe,  und  dass  der  Dmcic 
derselben  nächstens  beginnen  werde ,  wodurch  die  Wissenschaft 
geiv-iss  zu  grossem  Danke  verpflichtet  werden  wird.  Möge  dem 
Herni  Herausgeber  der  Annalen  die  Vorsehung  noch  lange  Jahre 
Kr&it  und  Gesundheit  zu  seinen  verdienstlichen  Arbeiten  verleihen  f 

Der  Zonen-Apparat  am  Mittagsrohre  der  Wiener 
'^'t  erii warte.  Von  Karl  v.  Littru  w,  wirklichem  Mitglied e 
des-  kaiscri.  Akademie  der  Wissenschaften.  (Aus  dem 
^o  '%'cmberhefte  de«  Jahrgangs  1857  der  Sitzungsberichte 
'^^  v^  mathem.-natur  w.  Classe  der  kaiserl.  Akademie  der 
^V  i  ssenscbaften.  XXVII.  Hd.  S.  443.  besonders  abge- 
«^'«Aekt).     Wien.     18.18.    8. 

In  diesem   fiir    jeden    praktischen    Astronomen  sehr    interes- 
^^^^  ten   Aufsätze  ist  ausfuhrlich   Nachricht   gegeben  von  den  bei 
<|^«^  Mittagsrohre  der  Wiener  Sternwarte,  welches  im  Jahre  1836 
<^^rKi  Observatorium   des  k.  k.  Marine -Collegiums  in  Venedig  zur 
^>v^«iweiligen  Benutzung  liberlassen^  im  Jahre  1852  aber  der  Wie« 
^^r  Sternwarte  zurückgegeben  worden  war,  angebrachten  Einrich- 
tungen» um  dasselbe  in  einen  Zonen- Apparat  umzugestalten.    Bei 
^^^r  ursprunglichen  Einriclitung  dieses  Apparats  war  Herr  Director 
Lamont  in  München  in  sehr  dankenswerthor  W^eise  behfiflich 
gewesen;  später  aber  wurden  mehrere  Veränderungen   damit  vor- 
genommen, und    namentlich   die    Beeinträchtigung  der    optischen 
Kraft  des  Fernrohrs  durch  die  übliche  Beleuchtung  des  Gesichts- 
feldes dadurch  vermieden,   dass   ein  völlig  angemessenes  System 
von   lichten  Fäden  im  dunkeln    Felde  eingerichtet    wurde.     Alle 
diese  Einrichtungen  sind  in  der  vorliegenden  Abhandlung  in  sehr 
lehrreicher  W^eise  beschrieben  worden,  mit  näherer  Erläuterung  der 
Beobachtungsmethode  und  Mittheilung  von  Beobachtungen,  durch 
welche  die  Zweckmässigkeit  der  getroffenen  Einrichtungen  voll- 
kommen constatirt  wird.    Wir  empfehlen  die  Schrift  daher  noch- 
mals jedem  praktischen  Astronomen  zu  sorgHiltiger  Beachtung. 


Physik. 

■ 

Untersuchungen     über    die    Leistungen    der    Bour- 
dön*sehen   Metallbarometcr    mit    Hinweisun^  ^>iC   d^v^ 


u 


Ulertirhther  Bericht  CXXI. 


Nutsen  dieser  Inalrtiiuenle  Tür  die  Marine.  Von  J.  r. 
Jali«8  Mclimidl.  Asironomen  der  Sternwarte  deit  Pri- 
Uten  E.  Ritter  von  üulcreclitcberg  lu  Ulnfii.  Wien 
und  Olmäs.  Hül>«l'*  Verlags- Eipeditlun.  1858.  4«. 
30  Sgr. 

Diese  überaus  gründliche  und  amsichtige  Untersuchung  der 
Metallbarometer  oder  Au^roTde  bat  uns  eine  sehr  grosse  Freud* 
gemacht,  da  «ir  lilnfjst  eine  xolche  Prfifnng  der  TragUctien  Inslnh 
■nente  fUr  ein  wahres  Bcüüriniss  gehalten  haben,  nra  über  die 
gewiss  bfiufig  überschfitzten  Leistungen  dieHer  Instrumente,  mit 
denen  umn  «rohl  Hflhen  der  Tische  Aber  dein  Pnssboden  der  Zlni> 
Rier  messen  tm  kilnnen  hehaufilet  oder  vorgegeb<-»  hat,  endlich 
KU  gebiiriger  Klarheit  x>i  kommen.  Die»iem  Beilfirlni^a  zu  xenJlgeo, 
ist  die  Torliegeiide  uueigezeichnete  Schrift  vollkommen  g«etgnal. 
und  wir  zollen  Rlr  dieselbe,  sotiohl  dem  Herrn  VcrraMser,  als  aocb 
dem  hoch  würdigen  Herrn  Priilaten  von  Unkre<:htsbcrg,  nelcber 
sich  den  mühevollsten  und  anilauerndsteri  Untersuch ungcn  dieser  • 
Instrumente,  namentlich  in  Ileztig  auf  den  so  nichtigen  EiufluMi 
der  Wärme,  mit  seltener  Beharrlichkeit  und  grossem  (leschicli, 
insbesondere  auch  der  Uerei^hnung  der  S.  39-  milgelhellten  so 
«icbligen  Wilrmetafel  durch  Interpolation,  unterzogen  bat.  Im 
Namen  der  Wiitscnschafl  unseren  nttrmsten  Dank.  Au«  dem  fol- 
genden InhaltsTerzeiehoias  werden  die  f.cser  sehen,  mit  n elcher 
Valistaiidigkeit  und  Sorgfalt  der  betreffende  (Gegenstand  nach  alleo 
Seiten  hin  beleuchtet  «orden  ist:  „Einleitende  Renierkunfen  und 
Anempfehlung  derMelallbarometer  zum  Gebrauch  auf  dem  Meere." 
(Per  Nutzen  bei  dem  letzteren  ist  so  von  selbst  einleuchtend,  d&sa  ee 
dieser  ausftihrlichcn  Em[ifeblung  kaum  bedurß  hütle ;  aber  diese  Eln- 
leilniig  entblilt  ausserdem  (tlr  alle  Besitzer  von  Ani^roTden  so  lehr- 
reiche  Bemerkungen,  dans  wir  ganz  besonders  auf  dieselbe  hinwei- 
sen mSssen.  Wir  heben  u.  A.  nur  folgende  Stelle  bersnsi  „Jeder 
AndroYd,  so  wie  er  aus  der  Hand  des  beuten  Kiinxtlcrs  htrrnrgehl. 
ist,  wenn  ihm  keine  Instruction  beigegeben  nird,  und  wenn  er 
keinen  Tbermumeter  enlbfalt,  ftfr  genaue  Beohachlungen  gans  vif 
brauchbar*)-  Unterzieht  man  Ihn  aber  einer  sorjEflilil^a  Pri 
fuDg"),  so  kann  man  ihn  selbst  dann  mit  Nutzen  zu  II<~>henlH!- 
stimmnngen  aiiMpnden,  wenn  er  auch  sehr  grob  gearbeitet,  and 
fcegen  die  Aenderung  des  Luftdrurks  sehr  unemplindlleh  sein  snilt«, 
wie  dies  c.  B.  bei  meinem  ersten  An^rolde  der  Fall  war.    Endlich 


^  ffiKW  «le  A' 

^^^1  wie  dies 

^^F       •)  Di» 


r  BoMerknsit  nnlrrsi'bt«il>c   tck  tBlbUarflg« 

< 
icluifl  tiMi  trefflicIiB  Aslniinni;  utliäJi, 
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alar  Ist  es  oifllil  ab  ein  grosaer  UehalaUad  avbnfiKSMti,  ireu 
der  An^roTd  arirUich  bei  irgend  einer  Gelegeabeit  aeinen  Stand 
▼erändern  anllte;  es  ist  sodaon  gaoz  einfach  mit  dem  Shifissel  die 
rorlge  Lage  dea  Zeigera  wiederherzostellen,  nnd  jedenfalls  eio- 
bcher»  ala,  wenn   Luft  in  das  Vacnum  oder  in  das  QnecIcsTlber 
des  gewöhnlichen  Barometers  eingedrungen  ist,  diese  herauszn- 
I    tebaffen.    Der  An^roTd  ist  aber  nicht  im  Stande  (wenig- 
stens. Jetat    nicht)    die    Qneclcsilberharometer   zn   ver- 
drängen.    Anf  diese  stützt  sich   vorläufig  seine  ganze 
Brauchbarkeit»   nnd  auf  sie  mdssen  alle  Correctionen 
bezogen  werden*)).   —  Von  der  Construction  des  An^roTdba- 
feineters.  — >  Von  der  Anwendung  der  CurvencouAtmction.  —  Un- 
tersuchungen eher  die  Eigenschaften  des  An^roYds  A^.  ^  Dessen 
Wäroiecorrection.  —  Experimente  mit  der  Luftpumpe.  —  Daraus 
abgeleitete  Correctionstafel.  —  Prüfung  des  An^roTds  A\  —  Mes- 
sung von  Höhenunterschieden.  —   Bildung  der  Normalwerthe  flir 
^■e   definitive  Curve.  —  Definitive  Correctionstafel  fflr  AK  —  Bei- 
'Pi«!  and  Darstellung  der  Gbrig  bleibenden  Fehler.  —  Veraucbe 
^'^^T  das  Verhältniaa   des  An<^roTds  A^  unter  der  Luftpumpe.  — « 
^^rtbe  fiSr  die  erste  CorrectionstafeL  —  Wärmecorrection.  —  Prfl- 
'"Ui^  dea  AndroMs  A^  während   der  Beobaebtangen  am  Schnee- 
^^«-ge.  -*-  Bildung  von  Nermalwerthen  ftir  die  definitive  Carve*  — 
^^finitive  Correctionstafel  fär  A\  —  Beispiele  und  Anwendung 
d^v*  Tafel  und  übrig  bleibende  Fehler.'' 

Der  Herr  Verf.  weiset  mit  Recht  darauf  hin,  dass  jeder  Anc^ 
^^d  ein  Individuum  sei,  welches  einer  besonderen  Prüfung  und 
^^rgftUtigen  Vergleichung  mit  genauen  Quecksilber  -  Barometern  be- 
^Üife,  und  giebt  schliesslich  über  seinen  AntfroTd  A^  das  Drtheil 
^:  „dass  dieser  AnäroYd  zur  Messung  aller  Berge  bis  zur  H5he 
^on  1100  Toisen  vollständig  ausreichen  und  zu  genauen  Resulta- 
ten ßihren  werde/'     Wir    empfehlen    die  ausgezeichnete  Schrift 
nochmals  allen  Physikern»  Astronomen  und  Seeleuten  recht  sehr 
aar  Beachtung. 


Vermischte  Schriften. 

Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata  pubblicati 
da  Barnaba  Tortolini  e  compilati  da  E.  Betti  a  Pisa, 


•)  Aocb  bierin  ttimmai  wir  dem  Herrn  Verf.  aue  volleter  Uebcr- 
aragaag  KgL  6. 


„„„.»>«  '"J.f's..'»* 
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F;Brioaehi  a  Pavia,  A.  Geoocchl  a  Torioö»  B.  TöHoliit 
a  Roma.    4«.    (8.  Literar.  Berieht  Nr.GXX.  S.6.). 


No.  3.  (Ma^io  e  Gingno  1858).  Sopra  i  Covarianti  delle  foiae 
blnarie.  Nota  del  Prof.  Eorico  Betti.  p.  129.  —  Sui  differenUl 
a  indice  qaaluaqoe.  Nota  del  Prof.  Placido  Tardy.  p.  13S.- 
M^moire  aar  la  probabiliM  des  erreara  dans  la  somine^  oa  dm 
1a  nioyeniie  de  pluaieara  obaervafiona  par  le  P.  M.  JallieiS. 
J.  (ContiniiazioDe).  p.  149.  —  Note  sur  ane  formale  d'Abel  \n 
Joseph  Bertrand.  p.  156. —  Sui  CoTariaotl  delle  forme  piüvarii> 
bili«  Nuta  del  Prof.  Fraoceeco  BrioachL  p.  158.  —  Solle  inee 
del  terzo  ordine  a  doppia  curvatura.  Nota  del  Prof,  Luigi  Cre- 
me iia.  p.  164.  — *  Sülle  equazioni  del  moltiplicatore  per  la  tni- 
formazione  delle  funzioDi  ellltiche.  Nota  del  Prof.  F.  BrioschL 
p.,175.  —  Sopra  aicune  curve  algebriebe,  delle  qaali  la  lemDiseiti 
^ . p n  caao  particolare.    Nota  del  Prof.  BaroabaTortolini.  p.17& 

'  BlTlata  bl1»ll4»8««pliie».  Intorno  ad  utia  formola  d*ioterpo* 
laztone.  Artieolo  del  Prof.  F.  Brloachi.  p.  182.  (Betrlll  eiDeFo^ 
mel  Ton  Herrn  Tcbebichef  in  Crelle'a  Joarnai  T.53.p.28ll)' 
-^  Sopra  nna  Memoria  del  Prof.  Ottaviano  Fabrizio  Moaaotti  w^ 
II  titolo  »»Nnova  teoria  degli  atromenti  ottici'*  Oeaervazlooi  iA 
Prof.  Francesco  Cattaneo.  (Continuazione  e  fine).  p.184. 

Pobblicazioni  recenti.  p.  191. 
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CXXII. 


Preisaufgabe  der  Kciniglichen  Akademie  der  Wissen- 
schaften zu  Berlin. 

„Die  Theorie  der  Krflniniungs-Linien  der  Flächen  in 
irgeod  einem  wesentlichen  Punkte  zu  ▼ervollständigen/' 

Es  wird  sich  hierbei  nicht  sowohl  darum  handeln ,  dass  die 
Anzahl  der  speziellen  Flächen ,  deren  Kriimmungs-Linien  sich  finden 
lassen,  vermehrt  werde,  sondern  um  allgemeinere  und  wichtigere 
Cresichtspunkte,  wie  z.  B.  die  Beantwortung  der  Frage,  unter  wel- 
ehen  Bedingungen-  die"Krflmmungslinien  algebraischer  Flächen 
selbst  algebraische ■  Korven  sind,  oder  um  die  Bestimmung  der- 
selben für  Flächen  der  dritten  oder  einer  hCheren  Ordnung. 

Die  aussebüessende  Frist  für  die  Einsendung  der  Beantwor- 
tung, welche  nach  der  Wahl  der  Bewerber  in  deutscher,  lateini- 
scher oder  französischer  Sprache  abgefasst  sein  kann,  ist  der 
erste  März  1861.  Jede  Bewerbungsschrifl  ist  mit  einem  Motto  sa 
▼ersehen,  und  dieses  auf  dem  Aeussern  des  versiegelten  Zettels, 
welcher  den  Namen  des  Verfassers  enthält,  zu  wiederholen. 

Die  Entscheidung  über  die  Zuerkennong  des  Preises  von 
100  Dukaten  geschieht  in  der  öffentlichen  Sitzung  am  Leibnizischen 
Jahrestage  im  Monate  Juli  des  Jahres  1861. 


Arithmetik« 

Die  Differential-  und  Integralrechnung,  umlassend 
Qod  mit  steter  Berficksichtigung  der  Anwendung  dar. 
gestellt  von  Dr.  J.  DIenger,  Professor  der  Mathematik 
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F.  ürioschi  a  Pavia,  A.  Geoo 
a  Roma.    4^.    (8.  Literar.  BericL 

No.  3.  (Maggio  e  Giugno  1858). 
binarie.    Nota  del  Prof.  Enrico  B 
a  indice  qualiinque.    Nota  del  Prol 
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scn  Inhalt  nSber  anuigeben  ans  leider 


I] 


dieser   InbalUangabe    verfiflicbtet  gebal- 

dasa    eben    in    der  daran»  sich    erge- 

as    Hauptverdienat    des    Werkes    liegt, 

diges  Werk  über  die  hdhere   Aiialysis 

genwSrtig  nicht  aufznvi'eiaien  im  Stande 

^  dieser  Inhaltsangabe,  wie  sehr  der  Herr 

Ißl^^g §  n  >s^>  allen  neueren  analytischen  Arbei- 

''llf  iniässige  Uerficksichtignng  zu  Thcil  uer- 

js  der  beabsichtigte  Umfang  seines  Wer- 

nnd  wie  sehr  er  selbst  mit  den  neueren 

sis  vertraut  ist,  uelches  Letzlere  Gbrigens 

sn  früheren  verdienstlichen  Arbeiten   hinrei- 

...  ^  lung  und  Degründung  insbcsnndi*re  der  Uiffe- 

ifft,    so  brauchen   wir  nach  den  allsremeiu  be- 
arbeiten  des  Herrn    Verfassers   unsern  Lesern 
versichern,   dass  er  auch  in  dieser  lieziehung 
leren  strengen  Ansichten  anzuschiiesson  gesucht 
lern  leider  zu  früh  den  roatheinatisclien  Wissen- 

m 

iien unÜbertreflTbaren  Augustin  Cauchy,  —  dem 

<;rfinder  der  ganzen  neueren  strengen  Aualysis,  — 

und  ersten  Vertreter  finden.    So  sehr  aber  dieses 

listliche  Streben    des  Herrn  Verfassers   nach    voU- 

renge,    wie  wir  so  eben  gesagt  haben,    überall  im 

'■n  deutlich  hervortritt  und  sich  kund  girbt:    so  dür- 

h  auch  auf  der  anderen  Seite  zur  Steuer  der  Wahrheit 

unbemerkt  lassen,  dass  einige  Ausführungen  allerdings 

nspräch  auf  die  der  neueren  Analysis  eigene  voUstän* 

nge  haben»   und  sich  einige  ßehauptungen   finden,    die 

;    unbedingt  unterschreiben  muchlen,    be/figlich  u  elcher 

\\  namentlich  Anßingern  einige  Vorsicht  bei  dem  Gebrauche 

ohs  zu  empfehlen  sein  dürfte.     Unsere   literarischen   Dc- 

leabsichtlgen  nicht  auslubrlichc  Kritiken,  sondern  nur  eine 

ine  Charakterisirung   der   betreffenden  W^erke   zu    liefern, 

sich  namentlich  auch,  bei  im  Allgemeinen  verdicnst- 

Schriften,    wie    die   vorliegende    ohne    Zweifel 

gern  fern  von  solcher  unangenehm  berühr  Ader  Schärfe ,  uie 

namentlich  in  neuester  Zeit  in  einigen  von  jüngeren  (le- 

herrührenden  kritischen  Bcurtheilungen  in  nicht  eben  sehr 

eher  Weise   entgegen   getreten    ist.     Daher  kann    es   hier 

laere  Absiebt   sein,    das   vorliegende,    wie  »«cbnn  gesagt, 

IIa  mehrfach  verdienstliche   und    emyfeUc\^t»>Ke\VVi^  \\«\V 


i 
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ni)  iler    polytechjiischcn   Schule  sn   KarUrnlie.     Mit   RU 
\a  den  Text   eingedruckt«n  Figoreo.     Stuttgart    U«lt< 

ler.     1837.     K. 

Dieses  Buch  «Ulrfte  uolil  ijegeiixlirtig  Hie  fntUlSndigole  Dar' 
slenun;^  iler  Differenlial-  und  Inlegrnlrechnung  in  detitaclier  Spra< -b« 
euthAltvn,  fio  ivert  bei  eineni  Werke,  nolchca  d(«  (Grinsen  «in«« 
irriiss^ren  tl&Ad-  oder  Lehrbuchs  nicht  xu  Üh^rochrrit«!!  Iwatiskb- 
ligt,  billi^erH'eise  fiberhau)it  van  V(tlUtÜii(ti!>lieil  die  RihIi 
liiinii.  Auth  glauben  wir.  dftsn  A*t  Herr  VcrCBsacr  in  die>«r  Be- 
ziehung eine  richtige  Mille  geholten  hat,  wol>«t  rr  ungleich  seiHVin 
Werke  durch  die  vielTachen  Aimcndungen  auf  (feomelrie,  M»«ha- 
nifc,  matiiema tische  Physik  und  Astronomie,  aaiarlii-b  aorh  auf 
die  reina  Analyaift,  welche  dafl«elbe  eatliiilti  «inen  heassder^ 
Weilh  verlieben,  und  daxtielltc  zu  einem  lehrreichen  llandbachc 
iiamenllii;h  auch  Kir  AnfÜnuef,  )c«">ncht  bul.  welche  telitetcn  die 
rin  vielfachen  Stoff  xu  EneckniüBäiiieu  Uebungen  find^u  w«tdriu 
Leider  verbietet  uns  hier  drr  Rauhi,  den  reichen  Inhalt  viilttUii 
dig  anzugehen,  sn  da^e  wir  une  uiK  der  folgenden  Angabe  ilrr 
HauptalMchnltt*  begnQgcn  mfisHon 

L  Voa  de«  Fniwtioneii.  Cranswerthe.  lttiMeBli»lf|mliM4' 
für  Functionen  einer  eitiKitrcn  iinahb.'ingi(t  \  aiiaUen.  IL  Uifi 
tialqnotjcntan  buberer  Urdnu»!««.  Vcttauwehuni;  der  uMtltttaAinii 
Veriudftt liehen.  BndeuliwiK  gutvie^er  ÜiBer«nlial^a<ilienlca.  III.  tiitt 
Theoreroa  Tun  Taylor,  Muclauriu.  Hfirmann  uad  La)ir«M||i 
IV.  Untersu'huiig  der  scheinb.ir  unbeKlimmten  Formen.  V.  \nu- 
den  (trHs«len  und  kleinsten  ^V'crfheii  fär  Functionen 'einer  umIk 
hUnQl?  Variablen,  VI.  Fleihenbildnng  und  ReihcnBummininp 
frttt  d>!r  t>fffprTintlxrrech»ung.  Vll.  DifferenÜalqnotienlen  (Oi  Fitnr- 
fKineo  mehrerer  unabhRnglg  VerJInderlicben.  Vci<aD»cbutig  iftoMTf 
l«4«feren.  Anatytloetie  Anivendungea.  'Mll.  Du  uubenlCtumt«  Ja- 
leicral.  IX.  ntui  bcMtImtnIc  lntei;rnl.  X.  l^iadn.titr  der  Curvea' 
4nd  ObMllacheu.  HectiQcaliuu  dei  Cnrven  und  Cubatur  dur  Küi 
nrr.  XI.  WetUro  Unlursucbuiifieii  (Ihei  liMiinuula  Inl 
.XU.  Die  ItifTerentialiilmchunKo"  •r»ICT  Urdniwe.  XUI.  Uim  L>iB 
ranlialgloirhiintten  hfiberer  Orduuii!;.     XIV.    Van  den   be.»nti(l4V< 

AufltlAun;: 1er  Itifferenlial gleich itnnen.   XV.  Itilesrntinn  derelerd 

xi-iri^eu   DifferenlialcleichantiBn.      XVI.    Dir    pprlm!:     i    .,    !■    ' 
vn.i  Fonrier  und  l.npf.fiB«.     XML    Die  elli|.h 
XVItl.    Die  Fulei  «rhrn  Inlejirnl«  vnd  die  fön. 
Kfilnctiaa    rielfaebitr    InIvitnÜH     narb    *er*rh)edi.iK.'     l-i^ii-'-u-, 
NAhanMiM-rlke  H«rMlinanf;<H!4liMHfller Infrenil^     Anhaiii 
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Uhrreieber  Abacfanitt»  deüsen  Inhalt  nfilier  aouigeben  siib  leide? 
der  Raum  nicht  gestattet). 

Wir  haben  uns  au  dieser  Inhaltiangabe  verpflichtet  gehai- 
teo,  weil  wir  glauben,  dass  eben  in  der  daraus  sich  erge- 
benden Reichhaltigkeit  das  Hauptverdienst  des  Werkes  liegt, 
indem  ein  gleich  TollstSndiges  Werk  über  die  hdhere  Analysis 
die  deutsche  Literatur  gegenwärtig  nicht  aufsnweieien  im  Stande 
ist.  Auch  sieht  man  aus  dieser  Inhaltsangabe,  wie  sehr  der  Herr 
Verfasser  bemüht  gewesen  ist,  allen  neueren  analytischen  Arbei- 
ten  eine  mugKchst  gleichmässige  Uerficksichtigung  zu  Theil  wer- 
den zu  lassen,  so  weit  es  der  beabsichtigte  Umfang  seines  Wer- 
kes irgend  gestattete»  und  wie  sehr  er  selbst  mit  den  neueren- 
Fortschritten  der  Analysis  vertraut  ist,  welches  Letztere  übrigens 
schon  aus  seinen  vielen  früheren  verdienstlichen  Arbeiten  hinrei- 
chend bekannt  ist 

Was  die  Darstellung  und  Begründung  insbesondere  der  Diffe- 
rentialrechnung betrifft,  so  brauchen  wir  nach  den  allsemeiu  be- 
kannten früheren  Arbeiten  Hcs  Herrn  Verfassers  ujjsern  Lesern 
wohl  nicht  erst  zu  versichern,  'dass  er  auch  in  dieser  Ueziehung 
sich  ganz  den  neueren  strengen  Ansichten  anzuschliesson  gesucht 
hat,  welche  in  dem  leider  zu  früh  den  mathematischen  Wissen- 
schaften entrissenen  unflbertreffbaren  August  inCauchy,  —  dem 
eigentlichen  Begründer  der  ganzen  neueren  strengen  Analysis,  *— 
ihren  nSchsten  und  ersten  Vertreter  Gnden.  So  sehr  aber  dieses 
höchst  verdienstliche  Streben  des  Herrn  Verfassers  nach  voll- 
kommener Strenge,  wie  wir  so  eben  gesagt  haben,  überall  im 
Aligemeinen  deutlich  hervortritt  und  sich  kund  giebt:  so  dür- 
fen wir  doch  auch  auf  der  anderen  Seite  zur  Steuer  der  Wahrheit 
nicht  ganz  unbemerkt  lassen,  dass  einige  Ausführungen  allerdings 
weniger  Anspruch  auf  die  der  neueren  Analysis  eigene  vollstän- 
dige Strenge  haben,  und  sich  einige  Behauptungen  Cnden,  die 
wir  nicht  unbedingt  unterschreiben  muchteo,  bc/iiglich  ivelcher 
also  auch  namentlich  Anßingern  einige  Vorsicht  bei  dem  Gebrauche 
des  Buchs  zu  empfehlen  sein  dürfte.  Unsere  literarischen  Be- 
richte beabsichtigen  nicht  ausRihrliche  Kritiken,  sondern  nur  eine 
aUgemeiee  Charakterisirung  der  betreffenden  Werke  zu  liefern, 
halten  sich  namentlich  auch,  bei  im  Allgemeinen  verdienst- 
lichen Schriften,  wie  die  vorliegende  ohne  Zweifei 
es  ist,  gern  fern  von  solcher  unangenehm  berühr  Ader  Schärfe ,  ivie 
sie  uns  namentlich  in  neuester  Zeit  in  einigen  von  jüngeren  Ge- 
lehrten herrührenden  kritisehen  Beurtheilungen  in  nicht  eben  sehr 
erfreulicher  Weise  entgegen  getreten  ist.  Daher  kann  es  hier 
nicht  unsere  Absicht  sein,  das  vorliegende,  wie  schon  gcsngt. 
jedenfalls  mehrfach  verdienstliche   und    enipfeUenswcrthe   Werk 


4  •  UterariMcker  Bericht  C.XXU. 

rdckffichtlich  der  oben  angedeuteten  wenigen  echwächeren  Pv^ 
fieen  eine  vollständige  Musterang  passiren  zu  lassen.  Um  jedoch 
ufciser  obrges  Urtheil  nicht  ohne  alle  BegrGndung  tu  lassen,  wollet 
wir  wenigstens  Ober  eine  Stelle  Folgendes  bemerken. 

^AuC  den  Seiten  65.  und  56.  bespricht  der  Herr  Verfasser  dn 
bekanntlich  vielfach,  —  und,  wie  wir  glauben,  mit  vollem  Rechti, 
—  angefochtenen  Sata,   dass,   wenn  die  Reihe 

«wischen  gewissen  Gränzen  convergirt,  zwischen  denselben  Grin- 
zen  allgemein 

fix) = m + j/(0) + j^no) +iX3/^^°> + ••  • 

sein  soll,  and  sagt;  „Dieser  wichtige  Satz  ist  vielfach 
bestritten,  dennoch  aber  unzweifelhaft  richtig.''  Noo 
müssen  wir  aber  gestehen,  dass  das  Raisonnement,  -«  einen  so* 
deren,  grössere  Strenge  für  sich  in  Anspruch  nehmenden  Kaoe^ 
können  wir  der  Darstellung  des  Herrn  Verfassers  in  diesem  Ponkte 
nicht  ivohl  einräumen,  —  uns  keineswegs  von  der  Richtigkeit 
dieses  Satzes  überzeugt  hat,  dass  wir  vielmehr,  wie  früher,  aucb 
jetzt  noch  an  dessen  Unrichtigkeit  im  Allgemeinen  vollkoromeo 
festhalten.  Zugleich  sind  wir  der  Meinung,  dass  solche  an  eine 
ältere  Zeit  erinnernde  allgemeine  Raisonnements,  wie  das  hier 
angewandte,  bei  der  Begründung  solcher  Sätze  nicht  mehr  am 
Orte  sind,  sondern  dass  ganz  strenge  Restbetrachtungen  hier  mehr 
als  irgendwo  nur  allein  zur  Wahrheit  führen  kunnen.  Und  «f«> 
man  diese  nicht  geben  kann,  sollte  man  dergleichen  Sätze  lieber 
gar  nicht  aufstellen,  viel  weniger  namentlich  Anfängern  zur  An- 
wendung empfehlen.  Ueber  das  von  dem  Herrn  Verfasser  tsx 
Begründung  des  fraglichen  Satzes  in  Anwendung  gebrachte  R»* 
sonnenient  uns  weiter  zu  verbreiten,  fehlt  uns  hier  der  Raon» 
was  aber  auch  nicht  weiter  nothig  sein  wird,  wenn  wir  über  die 
folgende  Bemerkung  des  Herrn  Verfasssers  noch  einige  Worte 
beigebracht  hüben  werden.  Derselbe  sagt  nämlich:  „Cauchv 
namentlich  glaubt  ihn  *)  thatsächlich  dadurch  zu  widerlegen,  da5S 

/[x)^e    >■'''     setzt.     Alsdann  wäre   (§.  5.) 


er 


/•'(*)  =  1, « ~  '♦ .     nr)  =  '^ü_-3^) ,    i* 


*)  d.  h.  drn  obigen  Sat/. 
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i 
und  f&r  x=:0'weMen  diese  GrOseen  dartn,   wegen  e    ^=0,   die 

Form  -K  annehmen,   die  zwar,    wie  wir  §.  22.  sehen  werden,    so 

lange  Null  ist«  al»  in  f^^{x)  die  Zahl  n  es  ist*),  aber  nicht  mehr, 

ivenn  n  unendlich  gross  wird.     Alan  kann  also  in  diesem  Falle 

die  Reibe  (30)**)  gar  nicht  anwenden,' und  e^  folgt  hieraus  kei- 

1 

iieswegs,  wie  Cauchy  meint,  das  unrichtige  Resultat  e    '*  =  Ql" 

Wir  gestehen  gern,  dass  wir  im  letzteren  Theile  dieser  Be- 
merkung den  Herrn 'Verfasser  nicht  recht  verstehen,  namentlich 
nicht  einzusehen  vermögen,  was  hier  die  Unterscheidung  zwischen 
einem  endlichen  und  unendlich  grossen  n  fiir  eine  Bedeutung 
haben,  was  daraus  in  Bezug  auf  die  fragliche  Behauptung  Cau- 
chy's*  folgen  und  geschlossen  -werden  seil,  die  wir  vielmehr  in 
Uebereinstimmung  mit  Moigno,  Dahamel,  u.  s.  w.  filr  vttlliglge- 
rechtfertigt  halten.  :    '      ' 

X    . 
Ffir  f{x)sze    **  erhSlt  man  durch  successive  .Differentiation 

leiebt  nach  und  nach  die  folgenden  Ausdrflcke: 

I  i 

JL 
f'(x)   =2ar-»e"'^ 

fix)  r=:(^6ar^  +  iarf^e    «\  , 

/'^(ar)  =(24a!^*— 3&r'-^  +  &ir-«)e    *», 

/i^(j:)  =  (—  12ar-«  +  300ar-»  -  144.ir- w  +  16ar- W) e    '% 

u.  s.  w.    u.  s.  w. 

diid  ^cfaliesst  hieraus  Auf  der  Stelle,  dass  aligemein  in  leicht  ver- 
tftlndlicher  Bezeichnung: 

■     ■  '       »       ■  ■ 

f')(x)  =  I  C,a;-C+«)  +  q^i+*)  +  4«-'"+  •>  + .-.  +  Cnx-i'  ie"  ^ ! 

f 

Itft,    WO  ' 

r 

n  H  n  n  n 

^9     tj,    Cg,    C^f..»M  Gl*  ;  •  '< 

endliche  vullig  bestimmte,  Bf  mejcische  Cpeflicjeaten.iiiud.    AJso  ist: 

■  ■■■•.  1 1» 


*)  Soll  wAhl  heiiMhi:''S,al«  in/)^«)(a:)  die  Zahl  ^»'«niiiich  ist««     "^ 
**)  ftklen  die  eblge  Gleiehang^*'^eldie  hier  becprochen  wM.* 
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nnd  folglieli ,  weil  befcaimtliGk  Bit  jedes  reelle  a  «hne  AemahMs 

ist: 

r*W  —  -: 111 — 1         1       t 

*-a+-,-^.+r:i-5*+r¥r3'««+-> 

oder 

/^"'(ff)  == — r 1 \ — j 


Weil  man  nun  in  dieser  Formel  offenbar  die  positive  ganze  ZaU 
k  beliebig  gross  annebm^n  kanm,  wogegen  n  immer  eines  eo^ 
lieben  vDlIig  bestimmten  Wi^th  bebilt  und  hier  als  eltien  soleM 
bebakend  aufgefasst  werden  mass,  so  wird  3n — 2k  jedenfalls  ep^ 
lieb  negativ  werden ,  und  daber  in  Folge  der  ebigen  Formel  ofeO" 
bar  für  jedes  positive  ganze  n  immer 

/(■)(0)=0 

sein,   wobei  kaum  noch  besonders  bemerkt  so  werden  branchti 

dass  auch 

/(0)  =  0 

ist.  Alles  dieses  beisst  nur  so  viel,  dass  fGr  jedes  ganze  pnsi* 
tive  ft  der  Wertb  des  Differentialquotienten  /^")(^)  verschwindet. 
Von  einer  eigentlichen  Veränderlichkeit  des  n,  wie  diese  bei 
einer  eigentlichen  unabhängigen  Variablen  zur  Betrachtting  kommt, 
ferner  von  einer  dadurch  etwa  bedingten  Annäherung  einer  anderen 
Gr5sse  an  eine  gewisse  Gränze  oder  etwa  ein  Wachsen  dieser 
Crrösse  io*s  Unendliche,  ist  hier  gar  keine  Rede.  Man  weiss, 
wie  schon  gesagt,  ganz  einfach  nichts  weiter,  will  gar  nichts  wei- 
ter wissen  und  braucht  auch  gar  nichts  weiter  zu  wissen,  als  dass 
fQr  jedespositive  ganze  ii»  d.h.  allgameis,  /^")(0)  verschwin- 
det, was  ich  oben  mit  jeder  mir  möglichen  Deutlichkeit  dargethaa 
sa  haben  glaube.  Kommen  wir  nun  schriesslich  auf  den  Satz,  om 
welchen  es  sich  hier  handelt,  zurück,  dass  nämlich  zwischen  den 
Gränzen;  swiachen  welchen  die  Reihe  auf  der  rechten  Seite  des 
GIcichbeitozcicheD«  in  folgeader  Gleicbtuig  coiiiwgirt»  aUgemein 
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Msio  80U,.  SA  iDÜMte  auch  föv  f{:r)  =  e    '*  in  jedeoi  selchen  Falle 

abo»  weil  jetst  allgemein /(")(0)=0  ist,  allgemein  ffir  jedes  x 

__  i_ 
e    '*  =  0 

»ein,  was  doch  gewiss  eb«n  so  nnrichtig  \»t,  ab  es  unxwetfefbaft 
ist,  dass  die  Reihe  auf  der  rechten  Seite  des  GletchheltsxeiGhene 
im  vorliegenden  Falle  convergirt.  Hält  man  sich  nur  an  den  Sinn» 
welcher  dem  fraglichen  Satze  beigelegt  und  in  welchem  dessen 
Richtigkeit  behauptet,  auch  an  die  Art  und  Weise»  wie 
derselbe  von  Jedem,  der  ihn  braucht,  jedenfalfs  an- 
gewi^ndt  werden  wird,  so  scheint  es  mir  gar  nicht  sweifelhafl 
zu  sein»  dass  durch  das  obige  von  Cauchy  und  Anderen  ge- 
brauchte Beispiel  die  Falschheit  dieses  Satzes  (im  Allgemeinen) 
vollständig  nachgewiesen  wird.  Ein  anderes  von  Cauchy  gege- 
benes, zum  Nachweis  der  Falschheit  des  (ragrichen  Satzes  in  der 
Allgemeinheit,  in  welcher  er  behauptet  wird,  geeignetes  Beispiel 
».  m.  in  den  „Legons  sur  le  ealcu.l  diffä^rentiel.  PariK 
1820.  p.  105.  und  bei  Moigno  p.  72.,  so  wie  bei  Duhamel  (T84I) 

p.  89.,    welcher  Letztere,    im  Anschluss  an  das  obige  Beispiel 

1 

/'(x)  =  e  **x  nocik  allgemeiner  wie  Cauchy  «agf;  „H  sait  de- 
\hf   que  si  FXx)  est  une  fonction  di^veloppaUe   par  la  sdrie  de 

Maelaurln,  F(x)+e  '*,  developpde  par  la  meme  farmule,  dan- 
iiera  liea  ä  une  sörie  convergeote,  nais  qui  repft^aentera  F(^)^ 
ei  sera  par  cons^uent  inezacte.  **■ 

•  Möge  der  Herr  Verfasser  in  dte^e«  Bemerisangen  nichts  we^ 
ter  als  das  reine  Streben  nach  Wahrheit  i>rkennen.  Der  In  mehi- 
reren  Beziehungen-  nicht  In  Abrede  zu  st^Henileii  VerdieRstlich« 
keh  seines  Bnches,  die  wrr  tnnerbalbder  oben  ndhef  bevsiehnctea 
lirflnzen  bereitfritlrgst  und  fread^st  anerkennen,  soll  dlft4hifcb  kern 
Abbruch  geschehen.  '6. 


Geöme<rre. 

Ueber  Me  Heipelsehnitte.    Ven  6.  Fr.'Th.  Koch,  Mm- 
tbettmt-ikvs  am  Oymvuslam  sa  Badlssin.    Programm  ites 
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Gymnasiumfl    zu    Budissin    von  Ostern   1851.    Badisiin 
1851.    4. 

Dieses  schon  im  Jahre  1861  erschienene  Programm  ist  om 
leider  erst  jetzt  bekannt  geirorden.  Da  es  aber  za  d  e  n  Terdieott- 
liehen  Schriften  gehört,  welche  die  HauptsStze  der  Lehre  von  den 
Kegelschnitten  aus  einem  allen  diesen  Curven  gemeinschaniicbei 
allgemeinen  Princip  abzuleiten  suchen,  und  sich  leicht  der  verdienten 
Beachtung  entziehen  mochte,  so  scheint  die  folgende,  freifidi  verapl- 
tete  Anzeige  irohl  gerechtfertigt  zu  sein.  Um  eine  deutliche  Bb- 
sicht  in  das  Wesen  der  Tom  .  Herrn  Verfasser  angeivandteo 
Methode  zu  ge%finnen,  ist  es  nothig,  die  folgenden  Eridimin|;eo 
und  weiteren  Bestimmungen  mit  seinen  eigenen  Worten  vorausn- 
schicken: 

„Eine  Liqie,   die  aus  an  einander  gränzenden  Sehnen  einer 
krummen  Linie  besteht,  heimse  eine  Sehnenlinie  dieser  kraa* 
meq  Linie,  und,  wenn  diese  Sehnen  alle  gleich  sind,  eine  gleick- 
seitige  Sehnenlinie;    der  Winkel,  welchen  zwei  an  einander 
gränzende  Sehnen  einer  solchen  Sebnenlinle  mit  einander  bilden» 
heisse    ein    Sehnenwinkel.      Die    gewöhnliche   Erklärung  der 
Kreislinie  mag,  der  später  davon  zu  machenden  Anwendung  wegei, 
mit  folgender , vertauscht  werden:    Eine  Linie,    die  so  gestaltet 
ist,   4ass  alle  Winkel  einer  gleichseitigen  Sehnenlinie  derselben, 
welche  aus  unendlich  vielen  gleichen  Sehnen  besteht,  immer  ein» 
ander  gleich  sind,  welche  Länge  auch  die  gleichen  Sehnen  haben 
mögen,  ist  eine  Kreislinie.    Ist  jeder  der  gleichen  Winkel  die- 
ser Sehnenlinie   kleiner  als  2  R.,   so  schneiden  sich  alle  diese 
gleichen  Winkel  halbirenden  Geraden  in  einem  Punkte,   welcher 
von  allen  Punkten  der  Kreislinie  gleich  weit  entfernt  ist  und  Mit- 
te Ip  unkt  der  Kreislinie  heisst,  und  die  Kreislinie  ist  in  die- 
sem  Falle  geschlossen,   wie  sich  aus  der   gegebenen  Erklärung 
der   Kreislinie   leicht  nachweisen   lässt.     Radius    und    Durch- 
messer  haben    die   gewöhnliche   Bedeutung.     Eine   solche    ge- 
schlossene Kreislinie  heisse  eine  positive  Kreislinie,  die  von 
ihr  begränzte  Ebene  heisse  der  positive  Kreis  oder  die  posi- 
tive Seite  der  Kreislinie,   die  auf  der  andern  Seite  der  Kreis- 
linie liegende  unendliche  Ebene  heisse  der   negative    Kreis, 
oder  die  negative  Seite  der  Kreislinie.    Die  Gerade,    welche 
einen  der  gleichen  Winkel  einer  gleichseitigen  Sehnenlinie  einer 
Kreislinie  halbirt,  heisse  die  Axe  der  Kreislinie  oder  des  Krei- 
ses und  der  Scheitelpunkt  des  halbirten  Winkels    der  Anfang 
der  Axe.    Denkt  man  sith  nun  die  gleichen  Winkel  einer  gege* 
^leneo  gleichseitigen   Sehnenlinie  einer  gegebenen  Kreislinie  alle 
itetig  und  gleichmässig  zunehmend«  so  da^s  sie  also  imner  eio* 
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mder  gleich  bleihen,  uod  iwar  so,  dass  dabei  der  Anfang  der  Axe 
in  seiner  Lage  bleibt,  and  dass  die  Aie,  welche  einen  der  Win- 
kel der  gegebenen  Sehnenlinie  halbirt,    diesen  Winkel,   während 
er  lunimraty  tfuch  immer  halbirt,  so  entsteht  dadurch  fortwährend 
me  gleichseitige  Sehnenlinie,  welche  einer  sich  immer  ändernden 
Kreislinie  angehurt,  deren  Radius  immer  zunimmt,  wie  leicht  lu 
beweisen.    Werden  die  Sehnenwinkel  durch  dies«  Zunahme  end- 
lieh gestreckte  Winkel,  so  wird  die  Kreislinie,  welcher  dann  die 
glewfaseitige  Sehnenlinie  angehurt,    eine  unendliche  Gerade,    mit 
weicher  die  gleichen  Sehnen  selbst  zusammenfallen,  und  die  die 
gleichen  Winkel  der  gleichseitigen  Sehnenlinie  halhirenden  (icra- 
den  werden  alle  zo   einander  parallel,    die  Kreislinie  hat  keinen 
Mittelpunkt  mehr,    oder  ihr  Mittelpunkt  liegt  in  unendlicher  Ent- 
feronng,  ihr  Radius  wird  unendlich  gross.    Eino/'solche  Kreinlinie 
heisse  eine  nnendliche  Kreislinie.    Die  positive  Seite  dieser  un- 
endlichen Kreislinie   ist  immer  die  Seite  derselben,   welche  die 
positive  Seite  der  Kreislinie  war,  ehe  die  letztere  unendlich  wurde. 
I^enkt  nan  sich  das  oben  angenommene  Wachsen  der  gleichen 
^fanenwinkel  noch  weiter  forttresetzt ,    so  werden  diese  Winkel 
gleiche  conveze  Winkel,  und  die  so  gebildete  Sehnenlinie  gehurt 
wieder  einer  geschlossenen  Kreislinie  an,  ivelche  fiich  über,  rfick- 
ftichtlich  der  ersten  Kreislinie,   aus  der  sie  cntMtandcn   ist,    auf 
der  entgegengesetzten  Seite  des  Anfangs  der  Axe  schlicHst,  gleich' 
•am  umgebogen  ist,  so  das»  sie  nun  ihre  negative  Seite  einschliesst, 
nod  ihre  positive   Seite,   die  unbegrSnzte  Ebene  auNserhalb   der 
Kreislinie»   ausschliesst     liic  die   convexcn   Sebnenwinkel   halbi- 
reodeo  Geraden  schneiden  sich   wieder  in  einem  Punkte,    wenn 
lie   rückwärts    verlängert   werden.      Die  Kadien   einer  solchen 
Kreislinie  sind  also,  verglichen  mit  den  Radien  der  ersten  poHi- 
tiven  Kreislinie,   negativ,  denn  sie  entstehen,  wenn  die  die  glei- 
chen Sebnenwinkel  hatbirenden  Geraden  Ober  die  Scheitelpunkte 
dieser   Winkel    hinaus   verlängert  werden,    während   die   Radi«rn 
einer' positiven  Kreislinie  entstehen,    wenn   diese  Geraden  nach 
der  entgegengesetzten  Richtung  verlängert  werden.    Diese  Erwei- 
terung des  gewufanlichen  Begriffs  vom  Kreise,    welche  nach  dem 
Gcnetse  der  Stetigkeit  in  der  t^onstniction  von  Raumbegriffen  sich 
aus  dem   obigen  Bildnnssgesetze  der   Kreislinie  ergiebt.    ist  es 
bnuptsiehnch ,    worauf  die  Allgemeinheit  der  Eigenschaften  aller 
Kegeleebnitte  beruht,  und  dieser  weitere  Betriff  vom  Kreise  kann 
noch  sonst  mit  Vortheil    ansewendet   werden,    wie  z.  B.    in   dm 
Formeln  der  Brechongsgesetze  der  Linsen. 

Cntcr  der  Entf<*rnnns  eiiies  Pufikie«i   von  pin«*r  Kreislinie  ist, 
entiqirvefiend   der   Entfernniic    eini*'-  Punku*   ^nj\  Hner  t;-— ^»m. 
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BcbSoen  Taleoto  fUr  die  xweckmässlge ,  roGglichsl  einfache  Be 
handlong  solcher  Gegenstände  geliefert  hat,  woia  wir  ihm  and 
der  Lehranstalt»  welcher  er  seine  Kräfte  widmet,  von  Heneo 
GIflck  wflnscben. 


Krystallographie. 

Ergänzungen  zur  Krys tallometrle  des  regalfiren 
Systems.  Von  Dr.  J.  H.  T.  MOller,  Oberschalrath  and 
Director  des  Herzoglichen  Realgymnasiums  zu  Wies- 
baden.   Wiesbaden.   Ohne  Jahreszahl.    4. 

Diese  Schrift  enthält  in  ihrer  ersten  Hälfte  ein  abgeschlosse- 
nes Ganzes,  nämlich  eine  Tafel  der  Cosinus  aller  Flächenwinkel 
des  allgemeinsten  Körpers  des  regulären  Systems,  in  einer  dem 
Bedürfnisse  der  Theorie  entsprechenden  Bezeichnungsweise.  Der 
zweiten  Hälfte,  welche  ein  Bruchstflck  einer  auslährlicheren  Ar- 
beit ist,  kam  es  lediglich  darauf  an,  den  Weg  zu  zeigen,  wie 
man  aus  ein  Paar  Keilen  des  Achtundvierzigflächners  dessen 
Azen  bestimmen  könne,  während  die  Krystallographen  nar  des 
umgekehrten  Weg  zu  zeigen  pflegen,  der  den  Mineralogen  Ober 
die  Art  zu  den  Axencoefficienten  durch  Messung  zu  gelangen  ia 
Dunkeln  lässt.  Das  den  kleinen  Aufsatz  heschliessende  Abhii- 
gigkeitsgesetz  der  drei  Achtundvierzigflächnerkeile  dürfte  bisher 
noch  nicht  bekannt  gewesen  sein,  und  verdient  den  fär  Krystal- 
lographle  sich  interessirenden  Lesern ,  so  wie  die  ganze  Terdienst- 
liche  Schrift,  zur  Beachtung  empfohlen  zu  werden. 


C  a  r  i  0  s  i  t  ä  t. 

In  einem  den  so  eben  erschienenen  Grundlehren  der  höhe- 
ren Analysis  von  Dr.  C.  H.  Schnuse.  ThI.  II.  Integral- 
rechnung. Braunschweig  1858.  beigegebenen  „Offenen 
Sendschreiben'*  findet  sich  am  Ende  folgende 

„L  it  erarische    Anzei  ge.*' 

„Ich  halte  es  fär  nothwendig:  Blätter  fGr  mathematische 
Antikritik  in  zwanglosen  Heften  herauszugeben ,  damit  die  man- 
cherlei  schiefen  Ansichten  und  grundlosen  Urtheile,  welche  nament- 
lich in  den  secundären  mathematischen  Zeitschriften  verbreitet 
werden,  in  das  gehörige  Licht  gestellt  werden! 

Heidelberg,  den  25.  Jan.  1858.  Dr.  Schnuse." 


Herr  SehAuse  nm«  Mvltlkül 
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Literarischer  Bericht 


cx]i[iii. 


Am  15.  Augost  (1858)  starb  in  Gl  essen  der  als  Lehrer  sehr 
gfschstzte  ausserordentliche  Professor  Dr.  Friedrich  Zammi- 
ner,  erst  41  Jahr  alt  Derselbe  hat  sich  auch  durch  mehrere 
▼eirdiensfliche  schrinstellerische  Leistungen  auf  dem  Gebiete  der 
Mathematik  und  Physik  Tortheilhaft  bekannt  gemacht  und  einen 
geachteten  Namen  erworben.  Dem  Herausgeber  des  Archivs  hat 
er,  so  lange  dieser  mit  ihm  in  Briefwechsel  zu  stehen  das  Glflck 
hatte,  sehr  viele  Freundlichkeit  erwiesen,  was  ihm  stets  ein  dank« 
bares  Andenken  in  dessen  Herzen  sichern  wird,  um  so  mehr, 
well  die  höchst  ehrenhafte  Gesinnung  und  Lebensanschauung,  die 
in  allen  seinen  Briefen  sich  aussprach,  die  grusste  Achtung  vor 
seinem  trefflichen  Charakter  erwecken  musste,  und  seinen  frGhen 
Verlast  fOr  sein  Vaterland  und  die  Wbsenschaft  nur  als  einen 
Uli  so  grösseren  erscheinen  und  bedauern  lässt  Wir  unterlassen 
Jetzt  mehr  fiber  den  Verstorbenen  zu  sagen,  wfinschen  aber  sehr, 
dase  uns|  recht  bald  aus  kundiger  Feder  ein  zugleich  seine  wls- 
senschafUichen  Leistungen  wfirdigender  Necrolog  eingesandt  wer- 
den möge,  den  in  den  Literar.  Ber.  unserer  Zeitschrift  aufzuneh- 
men ans  in  wahrer  Freude  gereichen  wird«  G. 


Geschichte  und  Literatar  der  Mathematik  und 

Physik:. 

Annnaire  de  TAcadömie  Royale  des  scIences,  des 
leltree  et  des  beauz-arts  de  Belgiqne.  1868.  VIngt- 
fentfMme  ann^e.   Brnzelles«    I8B81 
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Ausser  seinem  allen  Jahrgftngen  gemeinschaftlichen  Inhalte  Aei 
die  Einrichtung  der  Akademie  und  die  Vorgftnge  in  derselbeo,  Ml* 
hält  dieser  Jahrgang  eine  von  Herrn  D'Omallus  d'Halloyveh 
fasste  Notice  (biographique)  sur  Andre  DumontyMeakri 
de  TAcad^mie,  nö  ä  Li^ge  le  15  Fövrier  1809,  d^cdU 
Mons  le  28.  Föv.rier  1857,  welcher  als  Mineralog  and  Geihg 
dem  Kreise  des  Archivs  ferner  steht  Aber  in^  literarischer  Rick« 
sieht  ist  dieser  Jahrgang  sehr  wichtig,  und  fordert  eine  Amop 
in  diesen  Literarischen  Berichten.  Denn  derselbe  enthilt  wd 
114  Seiten  ein  ToHstSudiges  Inhaltuverseiohniss  derVin  winaB- 
schaftlicher  BQcksicht  so  wichtigen  Memoiren  der  Belgiickei 
Akademie,  welches  fär  jeden  Mathematiker,  Physiker  o.  s.  w.  «i 
sehr  wichtiges  literarisches  Hulfsmittel  sein  wird,  wenn  er  bei 
seinen  eigenen  Arbeiten  auf  die  Arbeiten  Belgischer  Gelehrtei 
zurfickzugehen  Veranlassung  finden  sollte,  weshalb  wir  naiere 
Leser  auf  dieses  hdchst  verdienstliche  Inhaltverzeichniss  dri^ori 
aufmerksam  machen.  Dasselbe  besteht  aus  den  folgenden  Ab- 
theilungen: h  Table  g^n^rale  par  vulumes.  p.  102 — p.i3i 
Mouveaux  m^moires  de  l'Acadömie  royale  des  sciences  et  in 
bclles-lettres  de  ßruxelles.  M4^moires  des  merobres.  TooeL 
18i20.  —  Tome  XXX.  1857.  —  p.  133.  —  p.  147.  M^moires  cn- 
ronnös  par  l'Acad^mie  royale  des  sciences  et  des  helles -l«ttrei 
de  Bruxelles.  Tome  I.  1847.  -  Tome  XXVIII.  1856.  4«.  - 
p.  148.— 149.  Mömoires  couronnös  publi^s  dans  le  forroat  in  8^. 
Tome  L  1840.  —  Tome  VI.  1855.  —  II.  Table  des  noms  d*af 
teurs  p.lSL— p.  182.  — III.  Table  des  matiöres  p.l83.-81i 

Mochten  doch  auch  andere  Akademien  solche  vollstlnd^ 
Verzeichnisse  ihrer  Schriften  veröffentlichen,  die  filr  alle,  denen 
keine  grossen  Öffentlichen  Bibliotiieken  zu  Gebote  stehen,  eh»  ebr 
wichtiges  Hfilfsmittel  darbieten  und  gewiss  mit  grossem  Danke  tnf- 
genomraeo  werden  wGrden.  Auch  mOchte  —  beiläufig  gesagt — eine 
Fortfährung  des  ßir  seine  Zeit  sehr  verdienstlichen :  R  epert  orlnn 
eommentationum  a  societatibus  litterarHs  editarno. 
Secundum  disciplinarum  ordinero  digessit  J.  D.  Rensf. 
(Mathesis  etc.  etc.  Tom.  VII.  Gottingae.  1808.)  bis  auf  die 
jetzige  Zeit  ein  sehr  anzurathendes  literarisches  Unternehmen  sein, 
und  gewiss  von  allen  Gelehrten  mit  Dank   aufgenommen  werden. 


Trigonometrie. 

Logarithraisch- trigonometrisch«   Dr^iecknh^i^k- 
nuag.    £lne  Sammlung  betechneter  BeU^l^h  Mt^4«i 


;  w^ 
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Schuigebraiicii.     Vod    C.  Powalky«     Ebeo^  Trigoiiame- 
trie.    Berlin.    Dammler.    1858.    S^. 

Diese  Schrift  enthSit  eine  grosse  Anzalil  berechneter  numerischer 
Beispiele  zör  ebenen  Trigonometrie,  and  scheint,  so  weit  sich  ohne 
Mngeren  Gebrauch  darüber  urtheilen  lässt,  mit  grossem  Fleisse  und 
grosser  Sorgfalt  bearbeitet  zu  sein.  Fflr  die  ebene  Trigonometrie 
hat  sich  der  Herr  Verfasser  darauf  beschrSnkt,  eine  grosse  Aus- 
wahl von  jeder  Art  der  einfachen  Dreiecks  -  Berechnungen  zu  ge- 
ben und  ausserdem  einige  einfache  und  Zusammengesetze  Bei- 
spiele der  Aufgabe:  Wenn  4 Punkte  gegeben  sind,  die  Entfernung 
von  zweien  derselben  und  die  Winkel  an  jedem  von  2  Punkten 
nach  den  anderen  3  Punkten,  die  Entfernung  der  anderen  Punkte 
von  einander  und  im  Allgemeinen  die  Seiten,  Diagonalen  und 
Winkel  des  durch  die  4  Punkte  bezeichneten  Vierecks  zu  be- 
sthnmen  (mit  Einschluss  des  nach  Potheaot  benannten  Problems). 
Die  uns  noch  nicht  vorliegenden  Aufgaben  aus  der  sphärischen 
Tfigononetrte  sollen  häufig  eine  astronomische  Einkleidung  er- 
halten, wobei  fflr  die  zu  Grunde  zu  legenden  Zahlen -Angaben  das 
Berliner  Jakrhuch  fOr  1860  benutzt  worden  ist,  wobei  wir 
tan  Interesse  preussischer  Schulen  bemerken,  dass  wir  lieber  ge- 
sehen hätten,  wenn  der  Herr  Verfasser  das  nautische  Jahr- 
buch von  Bremiker  zu  Grunde  gelegt  hätte»  welches  viel 
wohlfeiler  ist  als  das  Berliner  Jahrbuch  (es  kostet  nur  15  Sgr.) 
und  schon  deshalb  den  Schulen  weit  näher  liegt,  ganz  abge- 
sehen von  seinem  für  iSchuleo  sich  auch  mehr  eignenden  In- 
halte. In  einer  Einleitung  sind  die  allgemeinen  Rechnungsvor- 
Schriften  in  geeigneter  Weise  erläutert.  Wir  glauben  auf  diese 
Schrift  als  ein  zweckmässiges  HQlfsmittel  fOr  den  Unterricht  in 
der  Trigonometrie  aufmerksam  machen  zu  mQssen,  namentlich 
auch  wegen  der  grossen  Reichhaltigkeit  seines  Inhalts. 


Mechanik. 

Lehrbuch  der  hShercin  Mechanik  von  Louis  Navier. 
Deutsch  herausgegeben  von  Ludewig  Mejer,  Lehrer 
am  Lyceum  zu  Hannover.  Navier's  Lehrbuch  der  Dif- 
ferential- und  Integralrechnung.  Supplementband. 
Hannover.    Hahn.    1858.    8.    I  Thlr. 

Diese  Debersetzung  des  R^sum^  des  le^ons  de  mäca- 
nifiue  donnäes  i  l'^cole  polytechniqne  par  M.  Navier. 
P«^r|s-  1841.  ist  mit  Fletss  und  Sachkenntniss  gearbeitet,  und  wird 
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manchen  ^raktitfcheo  Lehranstalten,  auf  denen  das  Biidi  ab  Lek- 
buch  gebraucht  wird,  willkommen  sein.  Das  Bach  bietet  ntiiche 
EigenthCimlichkeiten  dar,  namentlich  io  der  Entwickelong  der 
Grundelemente  der  Statik,  die  freilich  sich  schwerlich  allgeaa- 
nen  Beifalls  erfreuen  dQrfte,  was  auch  der  Vorredner,  Herr  Plroi 
fessor  Wittstein  in  Hannover,  gans  richtig  andeutet  Wir  ha- 
ben aber  darüber  hier  um  so  weniger  weiter  ^twas  sn  benarkMi 
weil  der  Inhalt  des  schon  im  Jahre  1841  erschienenen  und  adbr 
verbreiteten  Buchs  allgemein  bekannt  ist,  und  es  hier  nrickil 
nur  darauf  ankam,  die  Existenz  der  vorliegenden  recbt  giteo 
Uebersetzung  anzuzeigen. 


G  eodäsie. 

Studien  Aber  die  Methoden  und  die  Bentttzung  hyp- 
sometrischer Arbeiten,  nachgewiesen  an  den  Hi- 
veauverhältnissen  der  Umgebungen  von  Prag,  tii 
neuer  Beitrag  zur  Geodfisle  und  zur  Orographle  ▼•■ 
Carl  Kofistka,  Professor  der  Geodäsie  am  polytech- 
nischen Institute  zu  Prag,  der  KSnigl.  Gesellschaft 
der  Wissenschaften  daselbst  und  mehrerer  anderen 
gel.ebrten  Gesellschaften  Mitgliede.  Mit  sweiNIveae* 
karten  und  mehreren  Holzschnitten.  Gotha.  Jaste« 
Perthes.    1858.    4P.    2  Thir.  10  Sgr. 

Der  Herr  Verfasser  des  vorliegenden  verdienstlicfaflii  aid  in 
vielen  Beziehungen  wichtigen  Werks  hat  seit  einer  längeres  Reihe 
von  Jahren,  tbeils  auf  Veranlassung  der  k.  k.  geologischen  Reiehs- 
anstalt  in  Wien,  tbeils .  auf  Veranlassung  der  naturwissenschaft- 
lichen Section  des  buhmischen  Landes -Museums,  sich  mit  hyp- 
sometrischen und  orographischen  Arbeiten  in  den  nordSstlichefl 
Alpen  und  in  der  Stadt  Prag  und  deren  Umgebungen  rifrig  be- 
schäftigt, und  diesen,  je  mehr  es  an  dergleichen  Arbeiten  leider 
noch  fehlt,  desto  >rerdienstlichern  Arbeiten  einen  grossen  Theil 
seiner  Zeit  und  Kräfte  gewidmet.  Als  eine  Frucht  dieser  Arbe^ 
ten,  namentlich  der  letzteren,  kann  dieses  Werk  bf trachtet  we^ 
den.  Cm  aber  den  Leser  sogleich  auf  den  richtigen  Standpaatt 
zu  stellen,  aus  welchem  er  dasselbe  zu  beurtbeilen  hat,  und  ihai 
den  richtigen  Maassstab  für  dessen  Wichtigkeit  an  die  Hasdxa 
geben,  müssen  wir  gleich  von  vorn  herein  bemerken,  dass  dasaelbe 
keineswegs  bloss  die  Resultate  der  in  Prag  und  dessen  ÜBp* 
bangen  ausgeffihrten  hypaomeUiacVi^ii  Axheiten,  nondem  f idauhr 
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l^z  lieaonAers  eine  nach  unserer  Heinnn^  vnrsügliche  AtileKunn 
XU  der  AusfÜhrun);  und  AnoHnuii|;  boIcIict  Arbeiten  Oberhaupt, 
welche  durch  jene  »peuiellen  Arbeilen  in  Pra^  nnd  aetnvrt  Um- 
gebungen tvie  durch  «in  vollstäiiili^  auäge rührten  Betspiel  IrelT- 
,  lieb  erläutert  H-ird,  enlliäll,  so  dasa  wir  das  vnrll^ffende  Werk 
(Qr  Jeden,  der  mit  der  Aunfflhniug  Sbnücher  Arbeiten  sieb  in 
besc)iäflii;en  beiib^ichtlt;!.  unerilbelirlich  ba(ti>n.  Und  eben  wegen 
seiues  trefflichen  Gehalts  in  allgemein  «ihsenscharnieher  oder 
Iheorelisclier  llesiebung  —  neben  ilen  sehr  verdienstlichen  prak- 
tischen Resultaten  —  muns  dieses  Werte  als  ein  sehr  werlhvoller 
Beitrag  xnr  (lendSsie  Oberhaupt  betriicbtel  werden. 

Von  den  verschiedenen  Methoden,  nach  denen  Hnbeobestiin- 
mangen  sieb  ttuBfObren  lassen,  hat  der  Herr  Verrasser  die  drei 
wichtigsten  und  in  der  Praxis  bei  Weitem  am  HSutigslen  und 
toit  der  grCssten  Atissicht  anf  hinreichende  Genauigkeit  in  An- 
wendung kommenden,  nämlich  die  trigonometritcbe  Methode, 
das  Nivellement  im  eigentlichen  Sinne  und  die  barometrische 
Methnde,  deren  Kenntniss  natOrlich  im  Allgemeinen  bei  dem  Leser 
vorausgesetzt  wird,  einer  sorgl^ltigen  Unteraucbung  unlerworreii, 
rScksichttich  der  von  ihnen  zu  erwartenden  Genauigkeit  gegen 
einander  ubgenogen,  und,  was  wir  überhaupt  filr  ein  wesentliches 
Verdienst  dieses  Werks  halten,  die  möglichen  Fehler  vollstSndig 
Dftchgewiesen,  so  wie  deren  Einfluss  auf  die  Resultate  genau 
antersucht  und  dadurch  Oberull  einen  Maassslab  für  die  zu  errei- 
chende Genauigkeit  oder  eine  Griinze  Cur  die  za  befarchtehden 
Fehler  zu  gewinnen  gesucht,  wobei  durchgängig  die  bekannten 
neueren  theoretischen  Methoden,  welche  man  dergleichen  Bestim- 
mudgcn  zu  Grunde  zu  legen  hat,  mit  grosser  Umsicht  in  Aniven- 
düng  gebracht  worden  sind.  Der  trigonometrischen  Methode  ist 
init  Recht  die  meiste  Aurmerksamkeit  geschenkt,  und  dieselbe 
ist  bei  den  Messungen  in  den  Umgebungen  Prags  vorzugsiveise 
oder  fast  durchgängig  in  Anwendong  gebracht  worden.  Die  zur 
Berechnung  der  Hüben  in  Bezug  auf  einen  gewissen  Horizont 
erforderlichen  Distanzen  hui  der  Herr  Verfasser  aus  guten  Karten 
entnommen,  was  inuner  noihwendig  und  zweckmässig  sein  nird, 
wenn  die  Messungen  vorzugsweise  hypsometrischen  Zwecken 
dienen,  und  nicht  zu  viele  Zeit  für  sich  in  Anspruch  nehmen  sollen. 
Zur  Messung  der  UOlienwinkel  ist  aber  anfS.  6.  ein  zweckmässi- 
ges, namentlich  sehr  leicht  transportables  Instrument  beschrieben 
worden,  bei  welchem  eigentlich  dos  den  bekannten  trefflichen 
Slampfflr'schoo  Nivellir- Instrumenten,  die  in  dem  polytechni- 
schen Institute  in  Wien  in  so  ausgezeichneter  Weise  verrerligi 
werden,  zu  Grunde  liegende  Princip  der  Winkelmessung  durch  die 
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Schraube  an  einem  kleioen  leicht  traosportaUea  TheodpUteD  in  Ai- 
wendong  gebracht  worden  iet,  eo  dae«  sich  mit  diesem. InetniiDeBte 
Winkel  bis  6<>  eehr  scharf,  bis  60<'  noch  mit  der  Genauigkeit  mbst 
Minute  jnessen   lassen.    Nimiut  man  das  umlegbare  Fernrohr  pM 
den  Trägern,  so  kann  das  Instrument  in  ein  kleine  leichtes  Le- 
derfntteral  gepackt  und  bei  den  gri&ssten  Gebirgsreisen  an  eiae« 
Häogeriemen   ohne  besondere   Beschnerlichkeit  getragen  werdea, 
Als  Stativ  dient  ein  Zapfenstatir»  dessen  drei  Füsse  sich  aof  der 
Reise  gut  in  einen   etnsigen  starken  zusammen   legen  -  lassea  *% 
Das   eigentliche  Nivellement  ist,  wie  zu  erwarten    war»  ia  der 
Stadt  Prag  selbst  und  ihren  nächsten  Umgebuag^  angewaadt 
worden ,  wobei  der  Assistent  bei'm  Lehrfache  der  Geodisie  am 
Prager  polytechnischen  Institute ,  Herr  M.  Sinke,  die  Tfrdieost* 
liebste  HiiUe  leistete^*);  und  die  barometrische  Methode. hat  ffWr« 
all»  wo   ihr  Gebrauch   sweckmfissig  schien   und  namentlich  eiao 
Verglelchung  mit  früheren  derartigen  Messungen  gestattetet  Aa- 
wendang  gefunden. 

In  dem  zweiten,  »die  orographischen  Resultate'*  über- 
schriebenen  Abschnitte  beschäftigt  sich  der  Berr  Verfasser  in  ftlr 
lehrreicher  Weise  zunächst  mit  den  verschiedenen  graphiacheo 
Darstellungsnoethoden  der  HShenverhältnisse.  In  Dieutschland  iw, 
und  ist  wohl  auch  theilweise  noch,  in  dieser  Beziehung  viclfacli 
die  Lehmann 'sehe  Methode***)  in  Gebirauch.  Wer  aber  ans 
Erfahrung  wei8st),  welcher  Aufwand  von  Zelt  und  Mfibe  In  An- 
spruch genommen  wird,  und  welche  Anstrengungen  dem  so 
kostbaren  Auge  zugemuthet  werden  müssen,  wenn  man  sich  eine 
hinreichende  Uebung  In  der  Ausfuhrung  eine  schone  Ansicht  ge- 
währender derartiger  Zeichnungen  erwerben  will,  —  (weno  man 


^)  Da  wir  hoffen  und  wünurh^tn,  das«  da«  vorliegende  Terdieaatlidi« 
Werk  da«  Interease  für  hypsometrische  Arliciien  neu  beleben  und  W 
denselben  Veranlassnng  geben  wird  ,  so  ersuühon  wir  den  Herrn  Vtr- 
fasser,  uns  snr  Mittheilang  im  Archiv  die  Werkstatten,  aas  denen  dM 
fragliche  Instrument  in  vorzüglicher  Güte  bezogen  werden  kann,  nebil 
den  Preisen  für  die  verschiedenen  Arten  und  Dimensionen  desselben  ge- 
falligst anzugeben.  0. 

^^)  Auch  den  Herren  Krejci  und  W.  JIrsak  bekennt  eich  der 
Herr  Verfasser  für  mannigfDltlge  Holfsleistungen  lu  Dank  verfifiMlet 

***)  Ausser  welcher  der  Herr  Verfasser  auch  die  all-fraatteiaeh« 
oder  italienische  Methode  ausführlich  bespricht. 

f )  Auch  der  Herausgeber  de«  Archivs  darf  aidi  aamaasaea  hierbei 
ein  Wert  mitsoreden,  da  in  seiner  Absicht  arsprooglieh  die  Terfelgaag 
einer  praktischen  mathenatischen  Laofbahn  lag,  und  er  eigsetlicb  aiir 
iforrh  Zofiiil  der  reinen  Theorie  in^efttct  werdao  iat 


(htltl  nathCTitÜch  noch  In  Ansohlai;  briiipt.  Ann  AiesAben  docfc  gtewis» 
Iceinesivegs  den  beahaichtiaten  Zw«rlt  aoch  nur  in  antiähenider 
VolUtSniliKkeil  errülleii)  —  »ir«!  geiviae  mit  uns  wünschen,  dass  diese 
Mitlhode  bald  gänzlich  aufgegeben  und  verlassen  werde  *).  Wir 
liilligeii  etf  daher  ganz,  das»  der  Herr  Verfasser  bei  Entnerfung 
iler  bsiden  dem  Werke  beig6gebenen  schtinsn  Niveaukarten  der 
Slndl  Prag  und  ihrer  Umgebung  eine  Methode  in  Anwendung  ge- 
bracht hat,  «ekhe  wir  die  reine  Methmte  der  Schichten-  oder 
Niveaulinien,  oder  am  kürzesten  die  Mellxide  der  lloriionlalcn, 
nennen  müchtcri,  die,  in  ihrem  Priiictp  sehr  einrucb,  gewiss  allen 
hilligen  Anfordenrngen  genügt.  Man  denkt  sichnündich,  von  der 
Qherfliicfie  des  Meeres  angefangen,  durch  dus  Terrain  in  gleich 
grossen  Verlikalubslüoden  bori/.r>riliile  Ehutien  gelegt,  tvelcbe  die 
OberUfiche  des  Terrains  in  gewissen  Liniiin,  den  Niveaulinien, 
Schichtenlinien  oder  HorizontaleR  schneiden;  diese  Curven  werden 
auf  den  Horizont  prnjicirt,  die  Prnjeclioneti  in  die  Karten  ein- 
getragen, und  denselben  ihre  Seeliühen  tieigescIiTitben.  Auf  der 
Niveaukarle  der  Stadt  Prag  ist  die  llühe  der  Schichten  =  1  Wie- 
ner Klafter  =^6  Wiener  Fuss,  auf  der  Nlveaitkaite  der  Uuige- 
bnngen  von  Prag  dagegen  =  )0  Wiener  KlatUrn  =00  Fnss  an- 
gennmnien;  der  Manssstah  der  lelzlereii  Ist  I  Zoll  =^200  Klaftern, 
der  MaasAstabder  letzteren  dagegen  I  Zoll  rr-'iOUO  Klaftern.  Nach 
den  verschiedenen  Höhen  der  Schichten  sind  dieselben  in  ver- 
schiedenen Farbenlünen  illtintinirt,  nutürlich  nicht  jede  einzelne 
tJchicht,  sondern  mehrere  lusammen  mit  gleicher  Farbe  nach  einer 
einfachen  Cruppirnng.  Die  niedrigsten  Schichten  sind  neiss,  di» 
höchsten  am  dunkelsten  gi'hulten.  Hüullg  nird  umgekehrt  verfah- 
ren;  für  das  Verfahren  des  Ut-rrn  Verfassers  spricht  aber  schon 
der  Umstaud,  dass  dns  niedrigste  Terrain  ge"iihniich  das  am  mei- 
sten bevrdkerte  ist,  also  auch  das  meiste  Detail  enIhnIL  üeber. 
haupt  sollte  man  bei  allen  diesen  Dingen  das  Schünheitsprincip 
immer  dem  NQtilichkeilsprincip  unterordnen,  was  auch  der  Herr 
Verfasser  in  sehr  einsichtsvoller,  ein  richtiges  Maass  haltender 
Weise  gethan  hat.  Beide  Karten  sind  mit  der  grtissten  Sorgfalt, 
Genauigkeit  mid  Senbcckeit  ausgeführl  und  können  als  Muster 
gelten.  Auf  eäne  Menge  lehrreicher  Bemerkungen  im  sweiten 
Abschnitte  über  die  vertikale  Erliebnng  des  Bodens,  Neigungs- 
winkel desselben,  Wasserlanf  (hierbei  audi  die  Lignea  de  la  plu« 


■*)  Bei*m  t.rcni>io<-1«-n  IIptc  bnl  t>eliniiiillii.-)<  d«  läriÜHi  In  hnliem 
r  rcr«torIii-m.'  hnchvrrdiFnl«  Gpucral  v.  Miiffljng,  ichnn  viir  tiem- 
Itrii  langer  Zelt,  *in«r  gegpn  rtie  I.  v  h  mann '«che  «ehr  tM-einfaehlen 
Melhod«'  Eingang  nnd  Geltung  su  tafwibatTua  geoirlit. 
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grande  peate)»  Terminologie  u,  e.  w.    iitaoea  wir  hier  bot  Mck 
ganz  im  Allgemeinen  aofmerltfam  macken. 

Wir  wiederholen  zum  Schliisa,  daas  wir  dieses  Werk  soiroU 
in  tlieoretischer  als  praktischer  Rücksicht  flir  sehr  wichtig  iiaUen, 
so  dass  Niemand,  wer  sich  mit  hypsometrischen  Arbeiten  la  be- 
schäftigen denkt,  dasselbe  wird  entbehren  kennen.  Es  ist  eii 
sehr  verdienstlicher  Keitrag  zur  wissenschaftlichen  Geodäsie  oid 
iierert  in  praktischer  Rücksicht  ein  sehr  anschauliches  Bild  der 
Configurätion  ^ner  in  geologischer  und  orographischer  Rflcksickt 
sehr  merkwürdigen  Gegend,  so  dass  wir  dem  Herrn  Verfasser  n 
äer  Volletidung  dieser  verdienstlichen  hjrpsometrlschen  Arbeiten, 
so  weit  sie  bis  Jetzt  gefuhrt  worden  sind,  ohne  dass  derselbe  «e, 
wie  wir  annehmen  zu  dürfen  glauben,  als  abgeschlossen  betrach- 
tet, nur  Glück  wünschen  können. 


Vermischte  Schiliften. 

Anoali  di  Matematica  pura  ed  applicata  pabblie«ta 
da  Barnaba  Tortolini  e  compilati  da  E.Betti  a  Pisa» 
F.  Brioschi  a  Pavia,  A.  Genoccbi  a  Torino,  B.  Torto- 
lini a  Roma.    40.    (S.  Literar.  Br.  No.CXXl.  S.  16). 

No.  4.  (Luglio  e  Agosto  1858.)  Sopra  le  funzioni  simmetricbe 
delle  soluzioni  comuni  a  piü  equazioni  algebriche.  Memoria  dd 
Prof.  Enrico  Betti.  p.  193.  —  Teorica  de'  moti  piccioB  d*aB 
gelleggiante  omogeneo.  Memoria  del  Prof.  Delfino  Codaisi. 
p.205.  —  M<$moire  sur  la  probabilit<$  des  erreurs  dans  la  somne^ 
ou  dans  la  moyeooe  de  plusieurs  observations  par  le  P.  H.  Jal- 
lien  S.  J.  (Contiouazione  e  fine).  p.  227.  —  Sulla  determinazioM 
de  coefBciehti  della  trasformata  di  Tschimaus:  applicasione  aBa 
ridotta  di  Jerrard  dell'  Equazione  generale  di  quinto  grade«  Note 
del  Prof.  Giov.  Lavagna.  p.238. 

MiTlsta  blbllo^rmpliie».  Sulla  simultanen  trasformaiisie 
di  due  forme  quadratiche.  Articolo  del  Prof.  Fraocesco  Brie- 
schi.  p.  250.  —  Sulla  risoluzione  dell*  Equazioni  di  qniato  grade» 
Articolo  del  Prof.  F.  Brioschi.  p. 266.  —  Sülle  AiDsioni  Ber- 
noulliane  ed  Euleriane.  Articolo  del  Prof.  F.  Brioschi.  ^.W• 
Pubblicasioni  recenti.  p.  264. 
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Literarischer  Bericht 


cxxiv. 


Geodäsie. 

.  Abhilrfuog  krommer  OherflSchen  aufeinander  and 
An\rendung  derselben  auf  hnhere  Geodäsie  von  Dr. 
J.  Dienger»  Professor  der  Matbematilc  an  der  poly* 
technischen  Schule  zu  Carlsruhe.  Mit  in  den  Text 
eingedruckten  Holzschnitten.  Braunschweig.  Vieweg. 
1858.    8. 

Bei  der  grossen  Ausdehnung,  welche  gegenwärtig  die  Mathe- 
matik gewonnen  bat,  halten  wir  Monographien  wie  die  vorliegende« 
welche  Gegenstände  von  grosser  wissenschaftlicher  Bedeutung  in 
einer  auch  weniger  Geübten  m8glichst  leicht  zugänglichen  Weise 
bebandeln  und,  namentlich  mit  Rücksicht  auf  die  Anwendungen, 
welche  sich  oft  von  denselben  machen  lassen,  weiter  ausführen. 
Zu  dieser  Klasse  nach  unserer  Meinung  sehr  verdienstlicher 
Schriften  gebOrt  auch  die  vorliegende  des  den  Lesern  des  Archivs 
als  gründlicher  und. gewandter  Mathematiker  längst  bekannten  Herrn 
Verfassers.  Dieselbe  beschäftigt  sich  im  Allgemeinen  mit  der 
Aufgabe:  „Die  Theile  einer  gegebenen  Fläche  auf  einer  anderen 
gegebenen  Fläche  so  abzubilden,  dass  die  Abbildung  dem  Abge- 
bildeten in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich  wird'*,  in  einer,  an  die 
in  verschiedenen  Schriften  pnblicirten  bekannten  bertlbmten  Ar- 
beiten von  Gauss  im  Wesentlichen  zwar  sich  anschliessenden, 
aber  doch  vielfach  eigenthOmlichen,  flberaus  fasslichen  Weise,  so 
dass  wir  diese  Schrift  allen,  die  sich  mit  höheren  geodätischen  Ar- 
beiten zu  beschäftigen  haben,  dringend  empfehlen,  so  wie  wir 
selbst  dieselbe  mit  Vergnügen  gelesen  haben.  Die  allgemeine 
Theorie  ist,  wie  gesagt,  zuerst  sehr  fasslicb  entwickelt  und  dann 
auf  verschiedene  besondere  Karten  -  Projectionen  in  lehrreicher 
Weise  angewandt  worden.  Der  Inhalt  ist  im  Allgemeinen  folgen- 
der: „Theorie  der  Abbildung  krummer  Oberflächen  auf  einan- 
der« —  Anwendung  auf  die  Kugel  und  das  Rotationsellipsoid.  — 
Aoir^ndong  auf  Kartenprojectionf^n  (Seekarten.    Stereographische 

•     ThLXXXI.  Hfl.  4.  4 
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Pnl«r[irnjeclion.  Slerengraphisclie  Aeqiiatorealprojection).  —  AV 
bililung  ttea  EHi|tsoirls  auf  einer  Kagel.  —  Besliiuniung  «Irr  |^«- 
graphiscbcn  Ua<!e  der  Eckpunkte,  «iiies  geoilätucbeit  Nels«».  — 
CoTteclionei).  »eiche  an  die  Ke^nltate  anxubrii^en  sind.  —  /m%' 
zug  aas  der  (■oasKaclieo  Tafel." 

Müge    der   Herr  Verfasser  ilic    mathe  mal  Ische  l.ireratar  imcIi 
iider  mit  aokfaen  lehrreichen  Monographien  beschenken. 


Praktische  Mechanik. 

Theorie  tind  Baa  der  Wa^ser-Rader  Tan  J.  Rfdlcn- 
bachflr,  Uirector  der  polytech  nixchen  Schule  au  Carla* 
rube  und  Professor  tlca  Maschiu  enbauc  Mit  6  klvi- 
nen  Tafeln  uud  einen  Atlaa  von  SS  lithngraphirteoTa* 
fein.  Zweit»  Aa.fl»ge.  MiBohein.  B»«s«rai«BB.  ISS&i 
4.    10  Tbir.  : 

Wegen  der  grossen  Wtcbligluit  des  «ortiegeAdeD  WeHl«^ 
in  weichem  dte  Theorie  der  Wasserräder  von  eana  ei^soathAat* 
lieben  Stand putilflen  aus  behandelt  IhI,  fQr  den  Maschiuenh«, 
leigen  wir  du«  Ersibeinen  dieser  xH-eiteo  Auflage  lilei  au,  obn*- 
nna  nelter  iitier  das  seinem  Inhalte  nach  hin(eicb«nd  bekaa»l«n 
Werk  xD  verlireiten,  indem  der  geehrte  Herr  VerfaMer  i&  daTj 
Vorrede  selbel  sagt,  dass  die  iwette  AufInge  eich  too  d«r  «ritrai 
nur  durch  die  finasere  Form  und  nicht  durch  den  luball  antar* 
scheide.  HetTorbehen  wollen  wir  nur  die  grodse  Deullidiiieil.  muI. 
weicher  i»  allen  Fiillen  die  allgemeinen  Bcdlnganpen,  auf  dcr««< 
malhemalischen  Ausdruck  es  ankommt,  hingealeilt  »utden  sfaidt 
waa  wir  namenllich  in,  der  iiraktischen  Mechanik  aBp^haraad«* • 
Werken  nicht  selten  vermisat  hoben.  Die  eigentlicbe 
EnlwickeluDg,  welche  in  diesem  Werke  Sberall  streng 
Ist,  scblicsst  sich  dann  immer  run  aelbat  an.  Mino 
neue  Auflage  die  «o  sehr  verdiente  BoachtUHg  im  w« 
lindaBü 


Physik. 

Lebrhncb  der  ExperiitieDlal-Phyaili  ■an  tiebrtnckal 

GyainaaioB  and  RealarhuUn,   »a  wla  tum  K«lb«taB-4 

aatcrricbte.    Leiehlfasallcfa  darRaatelll  und  mit  vieleil 

in'a  pralttiaeb«  Laben  «tnaeblagaadan  B«iapi»l«a  ar'l 
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tl«rt    von    Pr.    Angirsl   KuDEek,    k.  k.  Prolessor 

phy»ik  an  der    Universität  zu    Wien  u.  s.  w.     Mit  220  in 

'en  Text  eingedruckten  Ilolzscbnitlen.     Sechste,  gSHB- 

cb  umgearlieilete  Auflage.   Wien.    Brauinaller.  I»ä8.  8. 

Dieses  Lehrliucb  der  Exjierimentnl  ■  Physik  für  Schulen  ist 
:  teiller  ernt  jelzt  in  seiner  so  eben  erschienenen  sechsten 
a^e  bekannt  geworden,  nelehes  altein  der  tirund  ist,  daas 
elbe  in  diesen  literarischen  Berichten  noch  keine  Anzeige 
nden  hat,  die  es  gar  sehr  verdient. 

Zunfichst   nitlssen   wir  auf  den    Zusammenhang  hinivetsen,  in 
Ichem  wenigstens  in  gewisser  Weise  dieses  Lehrbuch  mit  zwei 
[leren  trettliclien  physikalischen  Werken  desselben   Herrn  Ver- 
lers    steht.      Dasselbe    bildet    nümlich   mit   dem    Lehrbiiche 
Physik    mit    mathematischer    Begründung.      Wien. 
~    und  den    Studien  aus    der    höheren    Physik.     Wien, 
welche    zwei   Werke    in    uuseren   Literarischen   Berichten 
r.LXXXVL  S.U.  und  Nr.  CV.  S.  7.    mit  verdientem  Lobe  an- 
gl   worden   sind,    einen    für    die    verschiedeneu   Unterrichts' 
1  methodisch   vom  Leichteren  zum  Schwereren,   vom  Eio- 
bcheren    cum   Znoammengesetriereii   Tor  tscfa  reit  enden   Cursus  der 
Btwammlen   Physik,    welchem    wir,    wus    nanieullich    vnllsländige 
^JBfandllchkeit ,    in    den  von    dem    Herrn  Verfssser  in  jedem  Falle 
^bicb   selbst   gesetzten  Schranken,  betrifft,    linum   einen  ähnlichen 
^Hb    die    Seite    zu    setzen    wiisslen.      Xn    dem   Literarischen    Be- 
^Hbthte  Nr.  LXXWI.  haben  wir  «ichon  gezeigt,   wie   trefflich  dem 
^Hlerrn  Verfasser  in  dem  erolen  der  beiden  genannten  Bücher  eine 
^^barstellung  des  betreffenden  Lehrstoffes  bloss  mit  Hülfe  der  Ele- 
^Bientat •  Mathematik   gelungen   ist,    und    wie   sehr   er   dabei    seine 
eigene   Kennlnias   dessen   ducumentirt    hat,    was    man    eigentlich 
niathemalieche  Strenge   zu  nennen    berechtigt  Ist,   die  sich,    was 
nnmeDtlich  die  Elemente  betrifft,  nur  aus  dem  sorgfältigen  Stndinm 
der  nnüberlreffUBTcn  Muster  schiljd'en  und  gewinnen  l&sst,  welche 
auf  geonietrinehem  Gebiete  die  griechischen  tieometor  uns  hinter- 
laasen  haben.     Dass  bei  einer  solchen  elementar  •mathematischen 
Darstelliing  nicht  jede  Lehic  bis  zu  ihrer  Jiussersten  (äriinze  ge^ 
fuhrt  werden  kann,   versteht  sich    von  selbst.     Nehmen  wir  etwa 
dio  Theorie  des  einfachen  Pendels  als  Beispiel,  so  wird  man  auf 
elenenlarem   Wege  nicht   die  unendliche   Reihe   vullsISndig  ge- 
winnen,  bünnen  und    wollen,  durch    welche    hekannllich   die   Zeit 
•inet  Pendelschwingung  dargcHtellt  wird;  vielmehr  wird  man  sich 

fjer  Entwtckelung  einiger  wenigen  Anfani;»glieder  dieser  ReHw  | 
dgen  müs.icn.  was  ancb  fdr's  Erst«  völlig  hinreicht.  j^HH 
Mm  vielfache   Belehrung  geivdhrt  untl   seinen   Geist  I^^^^H 
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QDd  bildet,  «veon  jede  solche  EiitwickeluiiR,  trie  Aberall  in  dw 
genannteo  Werke,  nur  —  auch  in  ihrer  beftcbränktereo  Gestalt  — all 
völliger  mathematischer  Strenge  und  Schftrfe  gegeben  wird.  - 
Die  WeiterfiKbrnng  der  physikalischen  Lehren  bis  xa  Ihrer  In«»- 
sten  Gränze,  also  die  völlig  genaue  Darstellung  der  Naturgeietie 
in  der  Sprache  der  Mathematik,  wobei  natürlich  die  durch  & 
habere  Analysis  gebotenen  kräftigen  Halfsmittel  in  weitester  Asi* 
dehuung  in  Anspruch  genommen  werden  niOssen ,  ist  die  Aaf|eiht 
des  aweiten  der  beiden  oben  genannten  Werke  des  Herrn  Veh 
fassers,  welches  wir  allen  denen,  die  mit  den  errorderlichcs «a- 
thematischen  Kenntnissen  ausgerüstet  sind,  von  Neuem  nicht  gctag 
empfehlen  kSnnen. 

Diesen  beiden  Werken  von  einer  höheren  Tendens  scUiwt 
sich  nun  das  vorliegende  Elementarbuch   in  würdiger  Weise  Mi 
und  vollendet  gewissermaassen    in    methodischer   Rücksicht  4m 
physikalischen  Cursus,   da  natürlich    im  Allgemeinen   der  laUl    I 
in  allen   drei  Werken  eben  so  unverändert  derselbe  ist,  wie  die 
ewige   Wahrheit  selbst     Dasselbe,  —  bestimmt  ftlr  die  ersta 
Anfänger  und    eben  deshalb   auch   besonders  bestimmt,  das  If 
teresse  an  der  herrlichen  Wissenschaft,  welcher  diese  drei  Weiki 
gewidmet   sind,    in    dem   jugendlichen    Geiste    zu    wecken  wd 
zu  weiterem  Fortschreiten  denselben  aufzumuntern,   —   setzt  ait 
richtigem  pädagogischen    Takte  an  die  Stelle   der  strengen  wt 
thematischen    Begründung    zunächst   und    vorzugsweise  das  Ei- 
periment,  jedoch,  wie  gesagt  nur  vorzugsweise,  da  die  Anwendsng 
der  Matbeniatik ,  wo  es  irgend  zweckentsprechend  war,  keiie** 
wegs  ausgeschlossen  worden    ist,  aber  fiberall  nur    In  sehr  be- 
schränktem Maasse,  so  weit  man  etwa  höchstens  mit  den  erttei 
Elementen  der  Geometrie,  einschliesslich  natürlich  der  Lehre  tm 
den  Proportionen  und  von  der  Aehnlichkeit,  reicht,   BerOcksicfcti* 
gung  gefunden  hat,  uin  den  Anßlnger  gleich  bei'in  Eintritt  in  die 
Wissenschaft  fühlen  zu  lassen,  dass  in  derselben  ohne  Mathen»' 
tik  nirgends  etwas  Rechtes  anzufangen   ist«    Zu  den  Experimes* 
ten  wird  keineswegs  ein  complicirter  und  sehr  kostspieliger  Appa- 
rat in  Anspruch  genommen,  sondern  es  werden  vollständig  die 
Gränzen  eingehalten,  welche  in  dieser  Beziehung  In  den  meitteo 
Ländern  den  Gymnasien  und  Realschulen,  vielleicht  mit  Ausnahme 
einiger  besonders  begünstigten  Lehranstalten,  gesteckt  sind.    Be- 
sonders rühmend  müssen  wir  noch  hervorheben :  die  BestinuntbeÜ 
und  Klarheit,  womit  fiberall  die  Naturgesetze  ausgesprochen  sind; 
ferner  die  namentlich  für  den  ersten  Elementar« Unterricht  so  st* 
gemein  wichtige  strenge  Sonderung  des  bloss  Hypothetischen  von 
dem,  was  als  völlig  (est  bestündet«  als  völlig  gewiss  nnd  ausge- 
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nacht  angenehen  werdeo  darf;  endlich  die  yielfachen  BetiehaDgen» 
welche  auf  daa  praktiache  Leben  genommen  worden  aind,  die 
jedenfalla  %nx  Erhuhnng  des  Interesses  an  der  reinen  Wissen- 
Schaft  wesentlich  beizutragen  sehr  geignet  sind.  Bei'm  ersten 
physikalischen  Unterrichte  kommt  es  gar  nicht  darauf  an»  den 
Anfänger  mit  einer  Falle  von  Thatsacben  zu  QberhSufen,  ihm, 
worin  selbst  manche  nur  fQr  den  ersten  Unterricht  bestimmte 
Lehrbücher  leider  ihre  Stärke  suchen,  immer  das  Neueste  roitzu- 
theilen,  sondern  Tielmehr  darauf»  ihn  in  einfacher  nüchterner 
Sprache  mit  den  wichtigsten  Naturerscheinungen»  theils  auf  dem 
Wege  des  Experiments»  theils  mittelst  ganz  einfacher  mathemati- 
scher Betrachtungen  bekannt  zu  machen,  dadurch  seinen  Blick  fflr 
das»  was  stflndlich  um  ihn  herum  vorgeht»  zu  schSrfen  und  zu  Oben» 
ihn  dadurch  för  die  EindrScke  der  Schöpfung  empfHngllch  zu 
machen  und  stets  anf  das  Höhere  im  Leben  hinzuweisen.  In 
allen  diesen  Beziehungen  scheint  uns  das  vorliegende  Elementar- 
hoch  gleichfalls  eine  richtige  Mitte  getroffen  zu  haben. 

Wir  haben  uns  bei  diesem  Schulbuche  und  seinem  Verhfilt- 
hllltniss  zu  den  beiden  oben  genannten  gr5sseren  Werken  von 
einer  höheren  Tendenz»  Iflnger  verweilt»  als  wir  dies  bei  Bflcheni 
dieser  Art  zu  thun  gewohnt  sind»  weil  die  in  den  drei  besproche- 
nen Werken  befolgte»  vom  Leichteren  zu  Schwereren  methodisch 
fortschreitende,  Behandlung  der  Physik  für  die  Zwecke  des  Un* 
terrichts  so  vollkommen  mit  unseren  eigenen»  auch  in  den  Lite- 
rarischen Berichten  schon  oft  genug  ausgesprochenen  Ansichten 
über  diesen  fiBr  die  allseitige  Ausbildung  des  jugendlichen  Geistes 
so  ungemein  wichtigen»  durch  kein  anderes  wissenschaftliches 
(sehiet  zu  ersetzenden  UnterrichtAZweig  filiereinstimmt»  dass  uns. 
selbst  kaum  noch  etwas  zu  wünschen  übrig  bleibt. 

Dem  Herrn  Verfasser  wünschen  wir  aber  aufrichtig  Glück  zu 
der  Vollendung  dieser  drei  Werke  und  empfehlen  dieselben  allen 
Lehrern  der  Mathematik  und  Physik  an  höheren  Unterrichtsan- 
stalteof  sowohl  für  ihre  eigenen  wissenschaftlichen  Zwecke  als 
auch  Im  Interesse  ihrer  Schüler  nochmals. 


Vermisehte  Schriften. 

Sitzungsberichte    der   kaiserlichen    Akademie    der 
Wissenschaften  zu  Wien  (S.  Literar.  Be.r.  Nr.  CXVil.  S.  5.) 

Jahrgang  1857.    Band  XXIV.    Heft  3.    In  diesem  Hefte! 


I 

I 
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befinden  sich  mehrere  intereflsaate  Berichte  Gber  di«  EspMlilion 
der  „Novara",  nanieiiUich  einer  von  den  tiereUdhaher  dcreelbeo, 
Herrn  t.  Wülleredoir. 

JahrRang  1857.  Band  XXV.  Heft  I.  Bracke:  üeber  Gr»- 
vilalion  und  Erhaltung  der  Kraft.  S.  19.  ~  Spitzer:  Integralioe 
der  Differentialgleichung 

{«.  +  V)y"  +  (-1, +MV  +  («o  +  *o-r)j  =  0 

(S.  mit  Weiterem  unten  Band  A\ VI.)  S.  31.  ~  Knochen  hauen 
Beob  ach  tünchen  über  zwei  sich  gleichzeitig  entladende  Ballcriea. 
S.71.  —  Zantedeschl:  Uelle  dotlrine  del  len»  «uono.  oaaia 
della  conicidenia  delle  librazioni  sonore,  con  un  cenno  autitt  ana- 
logia.  che  preeentann  le  vibrazioni  lumtnus«  dcllo  speltro  aolaro. 
Memorial.  S  145.  —  Zantedeschi:  Uella  corrlspondenaa,  che 
moatrann  fra  loro  i  cnrpi  aonori  nella  risonanza  di  piii  snoni  in 
uno.  Memoria  11.  $■  I&9.  —  Hella  unilä  di  mlaura  dei  sneel 
musicali,  dei  loro  limili,  della  durala  dellc  vibrazioni  sul  uetTs 
acusticu  deir  uomo,  e  ilclt'  innalzamento  ilel  teoe  fondamabtale 
avvenuto  nei  dtaspaenn  di  acciaje,  in  virlu  di  uu  noTimenifl  «pmi- 
taneo  molecolare.  Memoria  III.  S.  172.  —  Fritecb:  Unlerau- 
chungeo  Aber  dos  Oesett  des  EinAiiaaes  der  Lufltemperatar  auf 
die  Zeiten  bestimmter  Enln-ickelnngsphasen  der  PHanzan.  nil  Ite* 
rlicksicblißiinir  der  Insolation  und  Feuchtigkeit.  S.  240.  —  v.  Litt* 
Tow;  Physische  Zusammcnkunlt  der  Planeten  Anphllrile  unil  lUeb- 
pomene  im  Nnvember  1857.  (Herr  v.  Litlrow  hat  bei  seiksa  vm- 
dieiistlichen  Untersuchungen  über  die  Zusammenkilnfte  der  PUnel— 
in  ihren  Bahnnähen  (tefunden,  dasa  die  beiden  genannltn  Planefea 
am  17.  November  1857  etwa  2^  Millionen  geographlecb«  Mcileit 
von  einander  cnirernt  naren}.  S. '251.  —  8tur:  Ueber  den  £4n- 
fluss  des  Bndeiia  auf  die  Verllicilung  der  Pflanzen.     N.  423. 

Jahrgang  1857.    BnudXW.    HeftS.    Kreil:  U«Ur><rid 

Reihen  meteorologischer  Beob  ach  lungert  in  den  arrikanisehee  MW» 
(dons-Stationen  f'bnrtitm  und  (londokorit.  (Ein  fiebr  lehrreicher  Kit 
aati  (iber  die  Bcnbncbfungen  an  zwi^  so  entferuten  StalMeeB,  mn 
denen  die  erstcre  am  Zusammenflnsse  des  blanea  und  nelsM» 
riila.  die  letzlere  am  weiKten  Nil  liegt.  Die  flenbachlungen  atad 
vsn  dem  verstorbenen  MissieiiSr  Ünv^ak  ausgefilhh,  and  llen 
Krell  sagt  mit  Recht,  dass  diese  Ueebachtnncen  baupInlickUcb 
deslialh  v»n  besonderem  Ititirrt^sav  alnd,  neu  »ich  in  ihnen  dn 
Ginfluut  der  ^VaHto  deutlicher  ausspricht,  als  man  niis  den  Uahet 
bekantilen  Benbacblungen  der  arriknatii<'h««i  SInlionen.  die  a 
(ich  am  Mrere  liefen,  eiitDehiuen  kuuole.)  S.  I~4i.  —  Uta 
iiad  Randl;  Note  Obci  i 


,-*< 
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rung  der  Dichten  und  der  Breebunge- Exponenten  in  Gemengen 
von  FIfleeigkeiten.  S.ÖlÖ.  —  Benedikt:  Ueber  die  Abhängigkeit 
des  elektrincben  Luftwiderstandee  von  der  Griiese  «nd  Dauer  dee 
Stromes.    S.5da 

Jahrgang  1857.  Band  XXVI.  Petzval:  Beriebt  Ober 
dioptriecbe  Untersuchungen.  Fortsetzung.  (Wir  haben  schon 
früher  auf  das  groswe  Interesse»  vrelches  diese  Berichte  Ober  die 
dioptrischen  Cntersuchungen  des  Herrn  Professor  Petzval  ge- 
währen, hingewiesen,  und  machen  von  Neuem  auf  dieselben  anf- 
nerksam.  Es  ist  sehr  zu  wOoschen,  dass  der  Herr  Verfasser  das 
grosse  Werk  Ober  diese  langjährigen  Untersuchungen«  mit  dessen 
Ausarbeitung  er  beschäftigt  ist,  bald  der  Oeffentlichkeit  Obergebe. 
Er  wird  sich  alle  Mathematiker  und  Physiker  zu  besonderem 
Danke  verpflichten.)  S.  33.  —  Otitzen:  Argelander's  Zonen- 
Beobachtungen  vom  15.  bis  31.  Grade  sOdlicher  Declination  In 
mittleren  Positionen  für  1850.  0.  (Erste  Abtheilung  von  0*  bis  4*.) 
8. 15L  —  Pohl:  Ueber  den  Gebrauch  des  Thermo -Hypsometers 
zu  chemischen  und  physikalischen  Untersuchungen.  8.229.  — 
DItscheiner:  Ueber  die  graphische  Kreismethode.  (FOr  alle, 
die  sich  fOr  Krysttiliographie  interessiren ,  sehr  lesenswerth). 
8.279«  —  Böhm:  Ueber  Pendel  mit  Quecksilber- Compensation. 
(FOr  die  genauere  Berechnung  solcher  Pendel  wichtig.)  S.  345.  — 
Spitzer:  Integration  verschiedener  linearer  Differentialgleichungen. 
S.  449L  -*  Spitzer:  Bemerkongen  Ober  Integration  linearer  DIffe- 
renliaigleiolHingen.  mit  Coefficlenten>  die  bezOglieh  der  onabbängir 
gen  Variablen:  von  der  ersten  Potenz  sind.  S.479.  (In  diesen, 
beiden  attsffihrlicben  Abhandlungen  behandelt  der.  Herr  Verfasser, 
in  Anschluss  an  seine  oben  angezeigte  Abhandlung  In  Band  XXV« 
8.  31.  mebvere  specielle  DifferentialgleiGhungen,  die  als  vorlrellicba 
Beispiele  dienen' kOnnen»  und  sehr  verdienen,  dass  die  Aufmerksam* 
keilanf  diese-und  andere*  fthnliohe- Arbeiten  desHerm  Vertnseer^ 
der-'Ja- allen  Leser»  des  Archivs*  bekannt  genug  bt,  Mngeleaht 
werde.) 

Ja4ir gang  1857.  Band  XXVH.  Heft  1.  Grailich  nnd 
V.  Lang:  Untersuchungen  Ober  die  physikalischen  Veffbältnissa 
krystallisirter  KOrper.  8.3.  —  Czermak:  Ueber  das  Accomo- 
dationsfihqcspben.  8.7&— ^OeJtzen:  Argelander's  Zonen-Beob- 
achtungen. Fortsc^ung.  Zweite  Abtheilung  von  5*  bis  7*.  S.  81. 
—  V.  Lang,  Handl  und  Murmann:  Krystallograpbische  Un- 
tersuchungen. 8«  171.  — -  Langer:  Ueber  incongruente  Charnier^ 
Gelenke.  8.183;'  —  v^  Baomgartn^r:  Von  dcfn^  allgemeinen 
Eigenschaflten  der' Kräfte,  in  der  unorganiaehen  Natur  und  ihrer 
Bedeotnng  \n  der-  unorganischen  Nilorlehreb    (Sehr  iesenswertiMi 
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tief  io  das  eigendiche  Wesen  der  Kr&i^e  eingehende  mdeinAb- 
rende  Untereucbongen.)    S.i!03. 

(Leider  ist  ans  die  Ferteetrang  dieses  Bandes  noch  aidM 
zugegangen  und  wird  daher  später  angezeigt  werden). 


Von  Band  XXVIIL  an  haben  diese  so  vieles  Treffliche  eit- 
haltepden  Sitzungsberichte  eine  andere  sehr  zweckmSssige  Eloricli- 
tung  erhalten»  so  dass  jeder  Band  aus  6  Heften  besteht,  ron 
denen  jedes  auf  eine  besondere  Sitzung  der  Aiiadeoiie  Bezog  Ittt. 
Diese  neue  Einrichtung  ist  auch  deshalb  sehr  zweckmissig,  weO 
diese  kleineren  Beße  leichter  und  mit  weit  geringeren  Kosteo  lii 
die  früheren  grosseren  Abtheilungen  bezogen  werden  können,  da 
jedes  einzelne  Heft  nur  1  Gulden  C«  M«  kostet,  so  dass  also  eil 
Je^er  sich  leicht  in  den  Besitz  einer  einzelnen  ihn  besonders  üi- 
teressirenden  Abhandlung  setzen  kann.  Debrigens  kommeo  t0B 
den  grosseren  in  den  Sitzungsberichten  und  den  DenkschrifieB 
enthaltenen  Abhandlungen  auch  SeparatabdrQcke  in  den  Bvcb- 
handel.  Dieser  neueren  Einrichtung  der  Sitzungsberichte  werdet 
sich  Ton  jetzt  an  auch  unsere  Anzeigen  derselben  anschliesse»* 


Band  XXVHL    1858. 

Nr.  I.  Kudelka:  Ueber  Brficke's  Lautsystem.  S.  3.  — 
Brflcke:  Nachschrift  zu  Professor  J.  Kudelka*s  Abbandluagf 
betitelt:  „Ueber  Herrn  Dr.  Brücke's  Laotsystem**  nebst  einigea 
Beobachtungen  über  die  Sprache  bei  Mangel  des  Gaamensegels. 
S.  03.  (Wenngleich  diese  Abhandlungen  weniger  in  den  Kreis 
des  Archivs  gehören,  so  weben  wir  doch  namentlich  Lehrer  an 
Schulen  auf  dieselbe  hin,  für  die  sie  vielfach  lehrreich  «od  in- 
teressant sein  werden.)  — *  Ditscheiner:  Ueber  die  graphische 
Parabel  «Methode  (Krystallographisch,  s.  oben,  über  die  Kreis« 
Methode.)    S.  93. 

Nr.  2.  Ditscheiner:  Ueber  die  graphische  Hyperliel- Me- 
thode (S.  vorher.)    S.  134. 

Nr.  3.  Reslhuber:  Ueber  das  Wetterleuchten.  S.  177. 
(Dieser  ausgezeichnete  Aufsatz  ist  im  Archiv.  Tbl.  XXXI.  Heft  3. 
vollständig  mitgetheilt  worden.)  S.  192.  —  Ditscheiner:  Uelier 
die  Zonenflächen.    S.  201. 

Nr.  4,  Petz val:  Ueber  Herrn Spitzer's  Abbandlang:  Die 
Integration  mehrerer  Differential -Gleichungen  betreffend,  and  die 
darin  erhobenen  Prioritäts- Ansprüche.    S.  253.  —  Bou^:  Uetier 
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diie  Ardbeben  im  Oe«eaber  1857^  dann  im  Jänner  und   Februar 
1868,    8.32L        , 

' 'Nr.  5.  Zant^deeebi:  Della  longhesia  delle  onde  aeree, 
Mia  loro  reloeitk  nelle  eanna  a  boeea,  •  dell'  inAacnxa  che  eaer- 
citano  i  varii  elementi  sulla  loro  tonalita.  Memoria  VII.  S.327««— 
Derseljbe:  Studio  critieo-sperimcntale  del  metodo  comunemente 
segnito  dai  fisici  nella  determinazione  dei  nodi  e  ventri  delle  co- 
lonne  aeree  Tibranti  entro  caune  a  bocca.    Memoria  VIII.    S.  341. 

'  Nr.  6.    Cxerraak:  Ueber  reine  and  naaalirte  Vocale. 


■  I- 


Band  XXIX.  1858. 

Nr.  7.  Petsval:  Berieht  Aber  eine  Abhandlang  des  Dr.  Anton 
Müller,  Proreaaor  der  Mathematik  in  Zürich.  (Die  Abhandlung 
fahrt  den  Titel:  Grundgesetze  der  Configuration  der  al- 
l^eliralscben  Cur  Ten  und  ist  in  zwei  Abtheilangen  getheilt: 
I.  Die  fondaneotalea  Eigenschaften  der  algebraiscbeii  Gebilde  über- 
haupt II.  Die  Grandgeirötze  der  Configuralion  der  algebraiscbeii 
Cnnren.)  S«40.  —  Spitzer:  Nene  Integrations-Methode  fiir  DiSe- 
renzeu  -  Gleichungen,  deren  Coefflcienten  ganze  algebraische  Func- 
tionen der  unabhängigen  Veränderlichen  sind.  (Diese  verdienst- 
IkJie  Abhandlung  bescbfiftigt  sich  mit  der  Auflösung  der  Gleichung 

-y./(^  +  »i)+-X«-i/(*  +  ii-l)+....  +  *,/tar+l)+AoA«)=0. 

in   welcher  JF»,  JTii^i,...,  JTi^  J(^   ganze  rationale  algebraische 
Functionen  von  x  sind.)    S.  53. 

Nr.  8l  Petsval:  Deber  die  Schwingungen  gespannter  Saiten, 
(la  diesem  Interessanten  Bericht  Ober  eine  grossere,  fllr  die  Denk- 
schriften bestimmte  Abhandlung,  s^igt  der  verdiente  Herr  Verfasser 
an,  da«s  ^s  ihm  gelungen  sei,  das  berühmte  Problem  von  den 
Schwingungen  gespannter  Saiten  In  sehr  einfacher  Weise  mittelst 
Zuhttlfenahme  von  Formelui  welche  Discontinuitäten  darzustellen 
geeignet  sind»  bu  Idsen.  Auf  die,  wie  gesagt,  für  die  Denkschriften 
angekündijte  eigentliche  Abhandlung  sind  wir  sehr  begierig.) 
S.160.  —  Oeltzen:  Argelander's  Zonen-Beobachtungen.  (Vierte 
Abtfaeiking  von  12*  bis  15*.)    S.  177. 

Nr.  9.  V.  Baumgartner:  Ein  Fall  ungleichzeitiger  Wie- 
derkehr des  Sehvermögens  ftir  verschiedene  Farben.  (Eine  in- 
teressante kurze  Mi  ttheiinng.)  S. 257.  —  V. Tschad!:  Beobachtun- 
gen über  Irrlichter.  S. 269.  —  Grailich  und  Weiss:  Deber  das 
Singep  der  Flammen.  S.  271.  —  Friesach:  Geographische  und 
mafaetisebe  Beobacbtnngen  in  Nord-  und  Süd -Amerika«  angestellt 
,'n  den  Jahren  1856  und  1(07.    8.285. 

4» 


10  aterariMCher  Ber§tki  €XXPf. 

'  Nr.  ll  ^.  Böhm:  Untersüclimigeii  ÄW  dM*  atiiMat|illMi€he 
Oxoii.  8.409.  —  Schabu«:  Krystallographische  Unt^rmdkaagM. 
8i'44L  -4>  Luwys  Debmr.dia  Baha  der;Ba9aiHa.t  £L40a,.—  Oel- 
tzaii:  Affgalaiider'a  Zonea  -  Baoba^htuagaiu.  (Fortaataaag.  Ffjprfli 
AI>theiliHig  von  16^  bi«  18*0    $.459. 

Nr.  .12.  Haidinger:  Aus  einem  Schreibca  dÜä  Herrn'Maoty 
in  .Washington  an  Herrn  llr.  Scherzer.  S.829.  -*-  PreAtel; 
Die  geographische  Verbreitung  der  Gewitter  in  MitMl-Boiapa  im 
Jahre  1856 ,  ao  irie  über  die  gegemieitige  Baaiebapg  .^wipchen 
dem  Auftreten  der  Gewitter ,  der  Temperatur,  der  Windrichtung 
und  dem  Barometerstände.  S.  533;  *-Caermalc:  DDterauchan- 
gen  mit  Garcia*s  Kehllcopfspiegel.    S.  557.  etc.  ,. 

Band  XXX.    1859. 

Nr.  15.  Haidinger:  Drei  Briefe  von  der  k  k.  Fracratia  i^o- 
vara"  von  Singapore  erhalten.  8. 175.:— -  Hirsch:  Ceber:die 
8onnenflnsterniaa  am  la  Juli  1860.  S.20a  -^  Baueir:  BMitragaar 
nXheren  Kenntniäa  der  Uraafche  des  Erhftrtena  der  MSrtel  beim 
Altem.    S.226. 

Annali  dl  Matematica  pora  ed  applicafa  pabblieati 
da  Barnaba  Tortolini  e  compilati  da  E.  Betti  .a  Pisa, 
F.  Brioschi  a  Pavia,  A.  Genocchi  a  Toriuo,  B.  Tortolisi 
a  Roma.    4®.    (S.  Literar.  Ber.  Nr.  CXXUI.  S  8.) 

Nr.  5.  (Settembre  e  Ottobre.  1858.)  Proprietä  dei  centri  cod- 
jugati  principali  e  dei  piani  principali  conjiigati^  dedntte  dalla 
considerazione  degli  assi  dei  pennelll  luminosi,  ed  apfilreastone  di 
OMsi  al  calcolo  degli  atromenti  ottici  composti  di  j^Vt  lenti  delle 
cni  grossezze  si  debba  tener  conto.  Nota  dei  Prof.  O.  F.  Mob* 
sotti.  p.265.  —  Sülle  linee  dei  ters'  ordine  a  doppii  carvatara. 
Nota  dei  Prof.  Luigi  Cremona  (Continnazione  e  fine).  p.f78. — 
La  teorica  dei  covarianti,  e  degli  invariauti  delle  forme  bfnarie  e 
le  sue  principali  appllcazioni.  Monografia  dei  Prof.  Fraiicesee 
Brioschi.  p.206.  —  Sulla  risoluzione  algebrica  delH*  aqnaaioni 
dei  terzo  e  quarto  grado.  Studii  clel  Prof.  Barnaba  Tortollai. 
p.  310. 

Kivlato  bibiioiprallea.    Sopra  le  funzioni  sirometricfte  deik 


•)  Wir  bemerken  bier  ein   für  slleronl,    daae,  wean  dllo' Rctts  ier 
Nummern  irgendwo  nneerbrochen  i«l,  die  fehlenden  NamaMra  M«i  ia 


IS 


lM^ntri9€ker  ßirMi  CÄJif. 


p.  äSS;  ~ 'Nolle  i<kr  h' pköippMreMeikie  de  la- aeig«»  obiiinr^  la 
S  tÜ^embre  tlNMi  paf:  M.  M.  (»Iiayai  p.«».  «^  8ar  U  aciaÜlU- 
tiofi  des  dioMea.  (Lbttl«  i  MvA:-QaäUl^tsparM.  Ch.  Dafour.) 
p.  347.  — *  Note  conteoant  uaa  d^obatratbii  «aavalla  da  thöarima 
de  Bernoolii;  par  M.  A.  Meyer.  Rapport  de  M.  Braaaeor. 
p. 349.^-;^  iDcJinaieop.  et  d^liofueon  de.raiguille  aimant^;  par  M. 
Eroe|^t\Q,uetelet.'  p. 350.  --  I^ole  aur  leä  limitea  que,  dana 
i'^tat  actuelfe  ae  noa  connaiaaaocea,  on  peut  aaaigner  i  la  rota- 
tion  d'Uraaoa;  par  M.  Hoozeau.  p.  351.  —  Sar  (a  acintUlatioti 
dea  ^tolküii  LeMire  i  M.  Qu^telct  par  H.  Dirfoän  p.3M.  — 
Rapport  aar  Wn  trarail  d^  M;  Montigny  intitold^  Additiona  aii 
rtidinolre  aar  la  acintillatiof»;  par  H.  Platea«.  p.  731.  —  8ar  ua 
memoire  deM.  Mejrer«  Rapport  da  M.  J.  B.  firaaaear.  p.  734» 
— -  Sar  lea  tb^oriea  r^cente^  de  la  conatitntion  dea  veinea  liqoidea 
Iaiic4ea  par  leä  orificea  ci^rctdaiirea,  par  J.  Plateaa.  p«  737. 


(I)itt  FörlaaCxong  folgt  im  n&ciiatan  Hefte.) 
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